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викласти її, не вдаючись ні до яких обчислень, але тоді вам 
доведеться виключно спиратися на експеримент. Як де треба 
зробити — зазначено в наступному завданні.

����� ��

З а в д а н н я  4. Підготуйте такі посібники:
1. Виріжте з картону або з щільного паперу шість рівносторон- 

ніх трикутників, чотири квадрати, три шестикутники, три семи­
кутники, три восьмикутники. Розкладаючи їх на столі, або при­
держуючи біля дошки, доведіть безпосереднім дослідом, що

заповнити площину без про­
пусків можна тільки трикут­
никами, квадратами і шести­
кутниками.

2. Виріжте з картону пра­
вильний трикутник, квадрат, 
шестикутник і круг, розраху­
вавши їх розміри так, щоб 
площі їх були однакові. Ви­
мірявши стрічкою периметри, 
з ’ясуйте слухачам, яка з фігур 
має найменший периметр. За­
питайте, чому круглі комірки 
були б менш задовільні, ніж ше­
стикутні. Нарисуйте на дошці 
три взаємно дотичних рівних 
кола і здпитайте аудиторію, 
через що таке розв’язання пи­
тання було б гіршим.

3. Виріжте з картону пра­
вильний трикутник, правиль­
ний шестикутник і квадрат 
однакових периметрів і зважте 
їх на невеликих ручних тере­
зах. З’ясуйте таким чином, 
який периметр охоплює більшу 
площу.

4. Виготуйте з картону 
модель шестигранної призми

із зрізаними кутами (рис. 4) і окремо три пірамідки, які дорівнюють 
•тим, що зрізано. Візьміть до уваги, що при картонажних роботах 
треба завжди додавати матеріал на краї, щоб при загальному зби­
ранні і склеюванні модель була цупкою і красивою. Укладаючи 
пірамідки за схемою рис. 4 або рис. 5, доведіть, що об’єми при 
цьому бувають рівні.

5. Зробіть три викрійки (рис. 6, 7 і 8), щоб а  і Ь були для 
них відповідно однаковими, але щоб викрійка рис. 7 відповідала 
реальній бджолиній комірці, а викрійка рис. 8 відповідала

����� ��

глибшому зрізові. Додержуйте розмірів зрізів д; — ((]/ 2 . обмір-
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або
о ь і 2Р 1/г  — 2аЬр-\------ 2 РУ— грамів.

Бачимо, що функція г  залежить від двох змінних а  і Ь. Щоб 
знайти її мінімум, беремо від неї частинні похідні по а  і Ь і 
прирівнюємо їх нулеві. Маємо:

і далі

д г _
с)а 2 Ьр — 2РУ дг�

■ аг =  0 ' дЬ
2РУ �

Ь2

сРЬр-= Р У ; аЬ2р  — Р У ; а  == ь,
тобто дно ящика, треба робити квадратним. 

Візьмімо ще другі похідні:
д2г 4 Р У  д2г  АРУ д2г  _ д2г �
да2 ~  а3 ’ дЬ2 Ь3 ’ дадЬ ~~ ’ дЬда

Це підтверджує, що ми добули мінімум.
Але якщо а — Ь, то ми можемо спростити вираз для г, а

саме:
2  =  2 агр АРУ

а
Тепер 2  є функція лише одного змінного а.�
Знайдімо умову для її мінімуму:

звідки

Знаючи два виміри, легко знайдемо і третій:

Для нашого випадку при 17=4000 см5, Р  =  0,577г\см2 і /> =  
'=  0,325 г'їсм2, ми добули а — 19,22 см (близько 19 см ); Ь = 19,22 см ;�
X — 11 см.

Такий ящик нами був зроблений, він демонструвався під 
час доповіді.

З а в д а н н я .  Обчисліть приблизно вагу нашого ящика і по­
рівняйте її з вагою ящика кубічної форми, зробленого з тих же 
матеріалів (тобто кришки з фанери, а бічні стінки з дощечок). 
Скільки процентів ми виграли за вагою? Який коефіцієнт корисної 
дії буває в обох цих випадках при чистій вазі пакунка в 2 ю ?
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ЗАДАЧА 4.

ЦЕНТР ВАГИ СЕКТОРА.
Визначити центр ваги сектора, вирізаного з картону або�

випиляного з фанери.
�@=�A�� :�	�G� B�� ?��89� :C�D��� \�8:�� �M]� КОЬ� E����5C�89� ���

���=�9� :D������ �C:���7C���� D����6�� =�JC5@� Р0_,� ��S��=��=�JEQ>
789� 9�6�� D��89� JC� :C�D��� ОМІЯ[ ��� 5�=�9� :D������� ��?�58A��
:C�D��� ��� 	CS5�7� C5CAC�D�=� ��?�E:�A8� 9� ���;C�D�87�8A8���5�A8��
�85E78A�� �?8�� C5CAC�D� :C�D���� АВСВ.� -� �8:E���� =8?��G� B�

ОМ = �W_^� W���!�` �� ^� Wj-� � �` �h ^ � ОА�` ��^� АВ =  йр ■

АОЕ — ф ; БОА =  сІу^
�4



дуга АВ — p-dcp; площа ABCD =  pdydp\ маса цієї площі р-dy-dp-D, 
де D — густість матеріалу сектора, точніше — маса, яка відпо­
відає 1 см2 його поверхні; вага цього елемента площі

p-dydp-D -g ,

де g — прискорення сили ваги; ОЕ — рcos ср (плече сили); мо­
мент елементарної сили відносно вершини сектора

(р-̂ ср • dp • D • g) • р • cos tp;

сума моментів для всіх елементів правого сектора буде:

/  Jp dvdp■Dgpcosy,
або

+ F

Dg\  ̂ COScsrfcp j 'p 3 f/p =  / ;

I =  Dg
т  2 р3

sin<p
a 3

n Q . a R 3  2 DgR3 . a  =  D g-2sm2- T  =  — f - s m -

Момент лівого сектора візьмімо не за елементами, а в ці­
лому.

о п
Дуга сектора дорівнює Іїа , площа маса ^ а ’ 2  ’ ^

вага # а . ^ а б о
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Поділіть її на три частини і позначте точку на віддалі у
твірної від вершини. Зробіть тут отвір. Продіньте через нього 
тонку шворочку, зробивши на кінці її вузлик, і почепіть конус 
(рис. 13). Для зручності спостереження нарисуйте другу твірну, 
на віддалі від першої на 90°. Стежте за положенням цієї друї ої 
твірної — вона паралельна підлозі.

З а в д а н н я  2. Знайдіть тим же способом центр ваги об’єму 
конуса.

Замовте токареві виточити з дерева конус і в процесі роз­
точування відмітьте на бічній поверхні конуса три поясочки,

Зякі ділять твірну на 4 рівні частини. На віддалі твірної, бе­
ручи від вершини, угвинтіть крючок і почепіть за нього конус. 
Проведіть також твірну на віддалі від тієї, де вгвинчено крю­
чок, на 90°. Пересвідчитесь у тому, що дослід цілком під­
тверджує ваші обчислення (рис. 14).

ЗАДАЧА 6.

B	���� @� ������ ���?C���

��# �;���� ='-,%� 4� 3�!%�  ��0/%� !� 1D/�� (� -"# �8� 4'/'  
�';+�8� "� .2-2("-���� -2#%!6����� '$;�3!2 6�  �� &'3!"&"�

Спочатку виведемо рівняння ланцюгової лінії. Для цього 
уявно поділимо ланцюгову лінію пополам і розглянемо умову 
рівноваги однієї її половини, наприклад, правої (рис. 15).

Діючими силами є:
1) вага ланцюга; ця сила прикладена до центра ваги лан­

цюга С (що є поза ланцюгом) і дорівнює р-з, де р  — вага 1 см�
довжини ланцюга, а х— довжина розглядуваної половини лан­
цюга ;

2) сила натягу ланцюга Т0 у найнижчій його точці і
3) сила натягу Т у найвищій частині ланцюга.
Сила ря напрямлена вертикально вниз, сила Т0 — горизон­

тально, сила Т напрямлена похило вгору під кутом а до горизонту.
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Але йз — УЖх 

йз

йу2 , отже,

/  1
| /  йх2 — (е к — 2 -{-е  к) йхг ■ 

Інтегруючи, добуваємо:

1 (е к -\-е~

8 = . ^ { е к — е * )  +  С.

Якщо л: =  0 і в =  0, то С ~  0; тому

к
(е

X
к).

Тепер можна почати перевірку на досліді знайдена
так, як він проходив';

класної дошки ми

ношень. Описуємо цей дослід 
ському педінституті (рис. 16).

На верхній планці довгої 
два блоки доброї роботи, легко 
рухомих, із струбцинами. Такі 
блоки легко можна діставати 
в магазинах фізичних приладів.

Через блоки були переки­
нуті тонкі мотузки, до внутріш­
ніх кінців яких прикріплювався 
ланцюг, а до зовнішніх—зрівно- 
важувальні тягарі; такими тя­
гарями були гирки з важків, 
підв’язані петельками одна за 
одною.

Ось дані одного з наших 
дослідів.

Віддаль між верхніми кінцями ланцюга 2х — 254 см ; х  =  127 см; 
вага ланцюга — 457 г; довжина ланцюга — 290см; число ланок — 
131; ланцюг зрівноважений двома рівними тягарями по 318 г; 
стріла обвисання ланцюга — 60 см.

Розглядаємо одну половину ланцюга:

ь _25.
в =  (е * — е к ).

Для даного випадку 5 = 1 4 5  см (половина від 290 см); х  =  
— 127 см ; звідси:

127 127

145 =  -^-(е* ■ )•

Це рівняння можна розв’язати відносно к за допомогою по­
ступових наближень.
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З рисунка 19 можна вивести, що

ЛХ =  �5D5�, — �  5��" ��  -] - 5�$

З подібності трикутників 1EE� і 9Y�  маємо:

��  _  ��
Б Т МБ ’

Нехай О Г =га; 1 E*" &  (величини &  і �  характеризують 
подвійний конус, тоді як ��� ,� �� �  характеризують похилі планки). 

Але

Y9�" АХ : X Э1П ■

тому
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5 т :

то

д: єіп ■

звідки

9�"G
��  эш 

&
Далі,

Рис. 19.
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Центр ваги конуса 1  є над площиною стола на висоті:

а
яязіп-к- . _

4 " 1 9 5�  ЛХ =  я — ------— 4 -а-]--— ~ -х

Щоб дізнатися, як змінюється ця висота залежно від ��  візь­
мімо похідну Я  по х :

�E4� �� $ ос
<�<�� ----- эт� � � ��� �

,� �

�E4 <  0. Це значить, що із збільшен-Тепер припустімо, що
ням �  значення 4  зменшується, тобто конус буде котитися 
від вершини кута �.�  до його отвору, в бік зростання �$ Але 
найцікавішим тут є те, що при цьому переміщенні центр ваги 
конуса знижується, сам же конус дотикається своїми твірними
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Якщо цей множник додатний, то при збільшенні х  збіль­
шується і Я ; якщо він від’ємний, то при збільшенні д: висота Я 
зменшується.

ЗА ДАЧ А 8.

МАТЕМАТИЧНИЙ МАЯТНИК.

Визначити час коливання математичного маятника.
Нехай О А — положення найбіль­

шого відхилення (рис. 20), ОВ — по­
ложення в оозглядуваний момент. 
//А О Е = л )  /_ВОЕ=у\ І — довжина 
маятника.

З рисунка (рис. 20) бачимо, що 
ОС — I >? � a; OD— l coscp;

CD == / cos 9 — І cos a -�
— /(cos cp — cos a).

Виведемо формулу для невеликих 
розмахів. Розкладаючи cos cf і cos а в 
ряд, маємо:

Ср2
cos ¥ =  1 — ^  +  • • •;

і “2 іC 0 S a =  1 — —  +  .. .

0

Рис. 20.

Маючи на увазі малі розмахи маятника, обмежимося двома 
першими членами розкладу. Тоді маємо:

CD =  l £
2 (а2 —  ср2).

Маса маятника нехай буде т\ його вага—mg\ зменшення 
потенц альної енергії при паданні з висоти точки С до висоти 
точки £> буде mg•CD, або

Нехай лінійна швидкість маятника в точці В буде V, його
тч)*кінетична енергія в цей момент становитиме ; але лінійна

швидкість v =  fa, де ш — кутова швидкість; тому кінетична
Тїі ТІЇІ̂ оР

енергія в новому виразі буде -^-Я2“2» або —^—• Звідси на основі 
закону зберігання енергії маємо:
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але

тому

T2) =  w W .

а)2 — -j- (а3 — <р:2) ; ш =

S�zg��  ?2) =  fo2;

j /  f

|�
-j/ а2 — tp2 f -Л

Інтегруємо це і дістаємо:

f v ^ ~ V т / Л:

arc sin =  |^ /

Нехай / =  0 і tp =  0; тоді с =  0, і ми маємо:

• Тarc sin — =  а
�Нехай f  =  -j-(чверть періоду); тоді <р =  а> і ми дістанемо:

, я } �h � �
arcsml  = � - =  | /  f * T ,

звідки:

2* =  j / f  *7 ;  Г = 2 : г | / 1 .  (18)

З а в д а н н я  1. Укріпіть на нитці маленький важкий предмет 
(гайку, кульку і т. п.) і зробіть розрахунок за формулою (18)

для /= 1 0 9  �?�  вважаючи р-=981-^_. Обчисліть період коли-ь ���6  г
вання маятника, число коливань за хвилину і перевірте добутий 
вами результат на досліді. Можете лічити число півколивань 
(їх буде вдвоє більше)—це ще зручніше.

З а в д а н н я  2. У попередньому завданні ви визначили період 
коливання за довжиною маятника і прискоренням сили ваги, а 
потім і число коливань за хвилину. Зробіть тепер навпаки: 
візьміть маятник якоїнебудь певної довжини, знайдіть з досліду 
число коливань його за хвилину і за секунду, обчисліть період 
коливання і, нарешті, обчисліть прискорення сили ваги. Перетво­
ріть формулу (18) так, щоб вона безпосередньо давала можли­
вість знаходити прискорення сили ваги S за заданою довжиною 
маятника і спостереженим числом коливань за хвилину.
ЗО
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можна, розглядаючи питання про кінетичну енергію обертового 
тіла. Нехай обертове тіло складається з ряду мас « і ,  те2, т 3, . . . ,  
які знаходяться від осі на віддалях гг, г2, га, . . . ,  що мають лінійні 
швидкості у1г V2, vs, . . .  і рухаються з однією і тією ж кутовою 

п швидкістю (0.
Тоді кінетична енергія окремих мас буде:

ГПхЮ 1 т2кІ т&І

а в сумі вона буде:

Е  = . т2̂ о\ . тяюі
2 і 2 1 2 1

або, беручи до уваги, що
Юх =  Гх®�"� VI� # �$�%�"� VZ�#

,ми маємо:
& � піхг\ш2 . т 2гІи>2 т у ш 2 
^  = - 2 - + — 2 ~  +  ' * •

і далі

� �� ��� � � � � � � � � �� � � ���  -}- . . . ) .

Вираз, який стоїть у дужках (сума добутків усіх 
мас цна квадрат їх віддалі від осі), і називається 

моментом інерції. Його значення з’ясується далі в дослідах.
Обчислімо тепер момент інерції прямокутної пластинки від­

носно осі, яка проходить через середину одного з її країв, 
і вважатимемо, що довжина її а, ширина — Ь, товщина — с і 
густість матеріалу — І> (рис. 21); вісь проходить через точ­
ку О, яку будемо вважати за початок координат.

Візьмімо на пластинці точку В з координатами х  і у  і в 
суміжності з нею прямокутний елемент ВСОЕ, при чому 
В С = й х ; ВО ~  й у ; О В -----1/ЗсН\у* і ОВ% =  -*2 + У -

Елементарна площа ВСОЕ дорівнює сіх-сіу, елементарний 
об’єм — сіх-сІу’С\ елементарна маса — йхЧу'С-В-, елементарний 
момент інерції— й х -й у -с-0 -(х 2-{-у2); загальний момент інерції:

або
/  = У § (ІхсІусО (х2 -(-у2),

: сО ^йхсіу-х2-\-§£  сіхсіу-у'2̂  —

+ -  +- т  2 а ~2 а
■■ сО�H I х 2йх§ йу - \- Jйх§ у ч у ] =

=  сО Ь3 . , а?
\2'а ^~Ь"3

� � аЬь-\-Аа2Ь _ � ���� аЬ(Ь2-\-4а��  
~~ Си' 12 ~ С * 12
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або
/=  с-Л [УУх2сіх ■сІу^г § ^ у -сІх -сІу\;

й  + У  й  + .у

/  =  С • £* [ У %I�7��-�8  — УI�-�I У %���� 
о —у о —у

о

При обчисленні цього інтеграла треба додержати певної 
обережності, бо він має змінні границі.

Маємо:
/ =  с • Л [/і —(— /2] ;

й - +У і *

н

E� Q I

і
0 � I

ї ї =У 4уУ х? сіх =У й(у
о

Л 1

+у
о б

й
/2 =  Уу*а(уУ^дс =  УУ2й(у-2у =  2 / уНу =  2-

О —.у 0 0 ^ ^
, п / і и . І ^  с-Ок*( 1 + 3 )  2 п , 4
/  =  С. ^ р + - / ^  = ------ Р 1 - = з С , Ш -

Маса трикутника — сЛЛ2, тому

/ =  І ЛІД2. �22�

З а в д а н н я .  Виріжте з фанери пластинку у вигляді рівно- 
бедреного прямокутного трикутника з гіпотенузою 72 см. Її ви-2
сота 36 см, її центр ваги, як відомо, на віддалі  ̂ висоти від
вершини, тобто на віддалі 24 см.

За формулою (20) знайдете /С =  288АЦ Іг — 22ПМ (3 см від 
центра ваги); /21 =  729Л4 (21 см від центра ваги).

Ці обчислення будуть використані в задачі 12.
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ЗАДАЧА 11.

�	����� ����?��� �����	�� ���>������

	$;�3!"�6� ,',2 �� " 2-1"*�+-%/!'*� .!�3�� +�� ("& '3 '�**� '3"�

З рисунка (рис. 24) видно, що 1Y  =  a ; товщина пластинки — ��D
1��" �� L� ( ����H�� 1.��  р; (.�"  
5 рг/ср; *J�(1�  =  f ; Z \v[  =  P_; 

елементарна площа

[\RŠ  =  ^P_�P ;̂ \R���P^ ;

елементарний об’єм —

^5P_P^5‹5�

елементарна маса —■

^5Pk{5P^5‹5RL

елементарний момент інерції — 

р • ■ P^�)��  • R�)����

R‹�)�P>  ̂• р3 • с?р;

a†� R ‹5ua6

Рис. 24.

загальний момент інерції:

або

E���{ ƒ �RŒ�) c/'f • р AP  ̂=  R ‹ ˆ�P % { �̂AP^ =  Dc • 2$%�&���	

Але 7•5a�5‹5R є маса пластинки, тому E�

#
Ža�

З а в д а н н я .  Вирізати з фанери круглу пластинку радіуса 
19,5 �?$ Обчисліть для неї /с=190М ; /1 =  19Ш ; E���" �#D,Y>  
(дві останні точки знаходяться на віддалі 1 �?  і 15 �?  від 
центра). Ці обчислення будуть використані нами в задачі 12.

-(W(X(�7�$

B������@� ��������

��# �;���� ;�3� +'!�(�  0� ="#�; '/'� ,�0� �+��
Нехай центр ваги фізичного маятника буде у точці С (рис. 25), 

а вісь проходитиме через точку 1$
З рисунка видно, що О С = а ; _/ �1. = а  (найбільше відхилення); 

*J�(1.�" ��  (відхилення в даний момент); OZ> =  acosa; OD=acoscp;
\R  =  b (cos cp — cos а).

Наближено вважаємо, що cos <р — cos а =  —  ̂ (див. задачу 8).
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З а в д а н н я .  Скористайтеся пластинками, виготовленими для 
задач 9, 10 і 11; просвердліть у них тонкі отвори у точках, для 
яких виконували розрахунок, підвісьте пластинки в цих точках 
на в’язальну або велосипедну спицю і визначте число коливань 
їх за хвилину. Якщо амплітуда коливань трохи спадає, що неми- 
нуче, переміщайте вісь, яку ви триматимете в руці, згідно з 
ритмом коливання так, щоб компенсувати спадання амплітуди.

Порівняйте те, що дає дослід, з результатами обчислень за 
формулою (25), або, ще краще, спочатку підготовте обчислення 
і потім перевірте результати на досліді.

Для зручності обчислень скористайтеся такими перетворен­
нями. Ми маємо

Г = 2 т г |/ / "  ,

але

де п — число коливань за секунду; отже,

И - і Л 4  � � � � � �
Число коливань за хвилину N =  60«, тобто 

у  ̂  60 М щ ^  ЗО у Г ^ к  ЗО ]/^

Обчислюючи величину зо У г однакову для всіх наших до­
слідів, добудемо число 299, тому

N =  299 у ^ Ма
І (26)

Використаємо цю формулу, наприклад, для круглої пластинки. 
Маємо:

/і =  19Ш  (див. задачу 11); Л̂1 =  299|// Лу^^-==21,5 

(дослід дає N — 22).

/1б =  415М; Л7, Б =  2 9 9 | /  =  56,6

(дослід дає N = 5 7 ).
Також перевірте на досліді обчислення, зроблені і для інших 

пластинок. Чи добре ми зробили, що не обчислювали масу М ?
Ув а г а .  Для обміркування питання про ступінь зрівноваже­

ності частин машини під час її роботи необхідно знати моменти
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З а в д а н н я  2. Визначіть для взятого положення осі число 
коливань за хвилину. Ви добудете число 38. Перенесіть вісь 
у центр коливань. Пересвідчитесь у тому, що число коливань 
лишилося попереднім.

ЗАДАЧА 14.

В1,5
н

ПІДСТРИБУЮЧА ГИРЯ.

До гумової трубки (в наших дослідах зовнішній діаметр її 
був 5 T T .  внутрішній — 3 T T ,  почеплена гиря в 500 F�

Вона спочатку відтягується униз, а потім лиша- 
ється на саму себе. Яке в цьому досліді буде спів­
відношення між масою гирі, періодом коливання 
і властивістю гумової трубки ?

Нехай А (рис. 26) — точка почепу (трубку з ги­
рею краще держати за кінець А в руці; причина 
такого заходу буде пояснена далі). Точка В відпо­
відає нижньому кінцеві трубки, коли з неї знята 
гиря; точка С відповідає положенню нижнього кінця 
трубки, коли гиря знаходиться в положенні рівно­
ваги; точка £) відповідає положенню нижнього 
кінця трубки, коли гиря під дією зовнішньої сили 
відтягнута вниз.

Спочатку не будемо брати до уваги масу ко­
ливної гуми і в той же час будемо припускати, 
що відхилення СВ і СО гирі від положення рівноваги 
лишаються незмінними, тобто коливання вважаємо 
незатухаючими, і питання розглядаємо у першому 
наближенні. Нехай ВС =  в0\ СО =  з0 (величина ста­
ла); =  5 (величина змінна). Можна припустити, 
натягу трубки для положення гирі в точці К, згідно з законом
Гука, виражатиметься так: m g— mg  ̂ 5 , де т — маса гирі, ^ —
прискорення сили ваги.

Перевіримо цей вираз для крайніх положень і для серед­
нього положення.

Точка В. Тут я =  0. Гиря підтримується зовнішньою силою, 
і гума не натягується.

Точка С. Тут « =  50. Сила, яка діє на гирю, mg — =  0.
50

Вага гирі зрівноважується натягом гуми.
25Точка А  Тут я =  2х0. Сила, яка діє на гирю, mg — m g— 5 =
5о

=  — mg. На гирю діє вгору сила, що дорівнює її вазі (резуль­
туюча натягу й ваги).

5Точка К. Тут сила mg — m g— . Її вираз відповідає ЗЭКО-
5 0

нові Гука.

5̂і
с)І
5,
0'
Рис. 26. 

що сила
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візьмімо за і;. Тоді швидкість першого верхнього елементу трубки 
юЛ ю-2 ю З .буде — , другого----, третього---- і т. д. до останнього еле-

0�� GN� GN

менту Кінетична енергія руху першого елементу буде:

1 т V2
2*7Г п 2’

другого
1 т 4ю2
2 п п2 1 Т. д.

Загальна кінетична енергія буде:

1 ти2
2 п° (1 ’ +  2» +  . . . + « » ) = £

.1 ту2 п(п-\-\)(2п-\-\) __
и3

1 , п л +  1 2л +  1 1
12  п п п 12

тю1 1 + п �� �

При п =  ос цей вираз прямує до у^/гагіМ^ або до —
Визначмо роботу розтягу гуми. Коли гиря займає положення В, 

гума не натягнута (рис. 26); коли вона займає положення С, 
вона натягнута з си­
лою Mg (гиря пройшла 
шлях 50); у точці К  
гума натягнута з силою 

£
Mg • — . Тому що сила 

5о
ця пропорціональна пе­
реміщенню, то можна 
просто визначити ро­
боту за діаграмою 
рис. 27. На цій діагра­
мі в горизонтальному 
напрямі відкладається 
переміщення, а у вертикальному — сила. Площа, яка зображає 
роботу, не зміниться, якщо ми, залишивши те ж переміщення, 
замість змінної сили візьмемо сталу, але в половинному розмірі. 
Спочатку сила дорівнювала нулеві, в кінці (К) сила дорівню-
вала ТИ£-—, в середньому шлях був х, робота дорів-
нювала

Мё -
2яп

(29)

Оцінимо ще для того ж моменту зміну потенціальної енергії 
гуми. Центр ваги її вважатимемо приблизно посередині. Нижній
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на 32 см, то трубка 672 см витягнеться на 215 см ; це і є s0 для 
всієї трубки. Тому:

Г (ЗЛ4 +  пі) s0 __ f  (1500 - f  77) • 215 6 Q4g
у з Mg ~  у 1САА nQA ’ ’

2М
1500-980 

1000
2М -і-т  1077 =  0,9285,

звідси

і (о;0,48 arc sin(0,9285•- — 1 = *- {-C

Нехай £ =  0, якщо s =  0, тоді маємо:

0,48 arc sin (— 1) =  С; С — — 0,48-^ =  — 0,48-1,57 =  — 0,7536 

Взагалі ж :

0,7536 +  0,48 arc sin ^0,9285 • J- — і )  =  t.

Нехай s — s0, тоді маємо:

0,7.536 + 0 ,4 8  arc sin (— 0,0715) 

Через малість кута можна припустити, що

Т

0,7536 — 0,48 • 0,0715 =  ~ =  0,7536 — 0,0343

^  =  0,7193; Т =  2,8772^ 2,88 сек.

Число коливань за хвилину =  21, а дослід дав 20./,оо
З а в д а н н я .  Користуючись гумовою трубкою, рулеткою 

гирею і кишеньковим годинником, повторіть ці досліди.

ЗАДАЧА 15.

КОЛИВНА ЛІНІЙКА.

У книзі Філіпса „Диференциальные уравнения“ є задача 
(стор. 60, № 10):

„Стрижень довжини 21 лежить горизонтально на поверхні 
циліндра радіуса /? перпендикулярно до осі циліндра, доти­
каючись його своєю серединою. Якщо злегка його штовхнути 
у вертикальному напрямі, то він набуде коливного руху. Знайти 
період коливання“
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Розгляньмо цю задачу і постараймося її експериментально 
перевірити.

В задачі не зазначена форма стрижня, але найкраще взяти 
його у формі лінійки. Як за циліндр можна взяти склянку, пляшку, 
кухоль або інший предмет циліндричної форми, але зручніше 
скористатися дерев’яною підставкою, зображеною на рис. 31. 
Тоді нижчезазначені співвідношення можна перевірити на до­
сліді з великою зручністю.

Розгляньмо спочатку питання з геометричного погляду. На 
рис. 28 подана верхня половина циліндра Ž•’��_  бічному пере­
різі); коливна лінійка � , ; 'ії центр ваги в її ж середині 2L точка 
дотику лінійки до циліндра ($

Знайдімо рівняння кривої, яку обрисовує під час коливання-лі­
нійки її центр ваги.

Нехай 1�����D� � 2 " � — координати центра ваги лінійки. 
Лінійка повернулась на кут 6. З рисунка видно, що 1�(  =  ad�" �2 ( ; 

[R�" �2(  cos 6 =  a{f cos 0 =  . � ; v\���a  sin 0;
u�" � 1��" � v \ — .����a  sin 0 — ad cos 0 =  a (sin 0 — 0 cos O);

ŠR�" �Š[  sin 0 =  /?0 sin 0; ]R�" �[\�" �a  cos0;
]Š���]R  -}- RŠ =  a  cos 0 -f- ad sin 0 =  a  (cos 0 -|— G sin 6); 

u =  a  (sin 0 — 0 cos 0); _ ���a  (cos 0 -f- 0 sin 0).
Тепер легко по точках побудувати шлях, який описує центр 

ваги.
Нехай 0 =  0; д: =  0; тоді � �" �a

с Тс tzR
u�" �a5� � �"

� 8 2

0 =  - ТС 
2 ’ х =  —R; у ��a  

>� �

Дальші точки знаходити не будемо, бо вони не мають пря­
мого відношення до задачі. Шукана крива в її середній частині 
подана на рис. 29 �/1�� 
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відносно осі, яка проходить через точку О, позначмо через /, 
радіус О А — через г.

Тоді кінетична енергія обертання буде
/(В2
Т ’

нескінченно-малий приріст її буде

2Шо>
~ 2 ~ ,

або Ііосіш. Робота сили Д виразиться так: Д/т/а, бо Д є величина 
сили, а — величина переміщення. Через те що витрачена 
робота створює додаткову кінетичну енергію, маємо:'

Ш *  — Еґихіі,
або

І(ІШ =  Еге/І;
звідси

іЫ Ег
1 і ~  Т ’

але
йш сЕЬ
М ~  с/Е’

де 6 — кут повороту, тому

або

(№ _ Е г
аг2 ~  1 •

№
ЕЕ =  Дг.

Якщо Рг =  М (момент діючої сили), то

1ЛЕ =  м . (37)

В цьому й полягає теорема Ейлера. Читається вона так:
„Добуток моменту інерції на кутове прискорення дорівнює 

моментові діючої сили“.
Грунтуючись на цих передумовах, розгляньмо саме питання 

про коливання лінійки.
Діючою силою тут є сила ваги, прикладена до точки Е. Пле­

чем цієї сили є віддаль АО, яку при малому куті повороту 
можна вважати рівною ЕА, а це останнє дорівнює Д0. Тому 
момент сили буде

М — mgRЪ.
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Момент інерції лінійки відносно її центра ваги позначмо че­
рез І. Тоді рівняння Ейлера напишеться так:

dm
dt2=  — mgRb (пі — маса лінійки'

Перед правою частиною ставимо знак — тому, що вираз в 
правій частині являє собою приріст роботи і як такий (приріст) 
відповідає деякій зміні потенціальної енергії; вираз в лівій ча­
стині являє собою приріст кінетичної енергії. Само ж рівняння 
виражає ту думку, що кінетична енергія може збільшуватись 
лише за рахунок зменшення потенціальної і навпаки, тобто ці 
прирости треба вважати взятими з супротивними знаками. 
Отже,

Ой
! ж * = - т^ ь’

або

1 ̂ 2  +  =  0.

Це — диференціальне рівняння другого порядку, лінійне, з ста­
лими коефіцієнтами. Ми відступимо від звичайного способу його 
інтеграції і підемо коротшим шляхом. Маючи в досліді вказівку 
на періодичний рух, ми припускаємо в шуканій функції триго­
нометричну природу і висуваємо гіпотезу, що

звідки
0 =  A sin ш.і;

d§ „— =  A(U % ) * � wt]

cm�
dt2=  — Аш2 sin O)t.

Підставляємо це в основне рівняння:
— I  A®2 sin <at -(- mgRA sin wt — 0;

A(— lo)2-\-mgR)sin(ot =  0 ; а л е А ф О ;  sinu^y^O.
Отже

— /ш2 -j- tngR =  0; /u)2 =  rtigR;

Для коливного . 2^руху, ЯК ВІДОМО, а) =  уг , звідки

2тс , f m R . Z =1
Т  у  І  ’ 2іс \

І
mgR ’ Г=2’ P X Y
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в’язання у першому наближенні. Зверніть увагу на те, що лі­
нійка коливається по суті не відносно свого центра ваги, а від­
носно змінної осі, близької до її середини. Подумайте про те, 
як впливає це на величину моменту інерції. Чи не означає це, 
що момент інерції лінійки змінюється в процесі коливань, а не 
лишається сталим, як це припускалося при складанні рівняння? 
Чи можна вектор, який виражає вагу лінійки, вважати перпенди­
кулярним до довжини лінійки при великих розмахах?

З а в д а н н я  2. Проробіть цей дослід коливань для великих 
і малих розмахів. Чи можна помітити різницю переходів коли­
вань ?

-(W(X(� 7@

КОЛИВАННЯ РІДИНИ У ТРУБЦІ.

Дати пояснення описаного нижче досліду.
Візьмімо високу й широку мензурку (рис. 32) і наповнимо 

її водою. Занурмо в неї скляну трубку меншого діаметра, 
відкриту з обох кінців, наперед щільно затуливши верхній от­
вір долонею руки. При цьому вода у трубці 
дуже опуститься, бо повітря буде заважати їй 

ввійти в трубку. Потім раптово 
відсмикнемо руку. Тоді рідина 
прийде в рух. і ми будемо спо­
стерігати явище затухаючих ко­
ливань водяних стовпів у трубці 
і в мензурці.

Рис. 32.

З а па м’ятаймо ритм колив­
ного процесу і повторімо дослід, 
змінивши його умови, а саме: 
опустимо трубку майже до дна, 
не закриваючи її. Тоді вода ввійде 
в трубку і стане на одному рівні 
з водою в мензурці. Тепер зату­
лимо трубку долонею і піднімемо 
її догори (рис. 33) разом з водя­
ним стовпом, а потім раптово від­
смикнемо руку. Ми знову бу­

демо спостерігати коливний процес. При цьому 
легко можна помітити, що для другого досліду період коливання 
буде помітно менший. Задача полягає в тому, щоб з’ясувати, 
через що це буває.

Спочатку дослід скидається на парадоксальний, бо здається, 
що через половину періоду для одного з дослідів система пере­
ходить до умов другого досліду.

Але як тільки пробуєш скласти диференціальне рівняння 
руху, починаєш розуміти, в чому справа. Почувається, що в тому 
і другому випадку не в однаковій мірі захоплюється рухом во­
дяна маса.
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Для уточнення розгляду спростимо саму задачу. Візьмімо 
широку зігнуту трубку, наповнену водою (рис. 34); нахилимо* 
її так, щоб в одному коліні вода піднялась до верхнього краю, 
і закриємо цей край долонею руки. Потім випростаємо трубку, 
поставивши її вертикально, і раптом відсмикнемо руку. Тоді 
вода в трубці прийде в рух. Добудемо ряд затухаючих коли­
вань певного періоду. Складімо диференціальне рівняння цих 
коливань.

Нехай вихідним положенням буде те, коли в лівому коліні 
рівень води становитиме А, а в правому — В (рис. 34). Якщо 
лишити рідину на саму себе, то че­
рез деякий час у лівому коліні рі­
вень знизиться до С, а в правому 
підвищиться до Б. Можна вважати, 
що положення середньої частини во­
дяного стовпа не змінилось (від 
рівня С до рівня В, йдучи через 
згин трубки), і лише стовр АС пере­
йшов у положення ВИ. Але центр 
ваги стовпа АС буде на висоті 
точки К, а центр ваги стовпа ВБ  
буде на висоті точки Ь. Дізнає­
мось, на скільки точка Ь нижче 
точки К.

Нехай А Б=  Я0; РС — ; * тоді
АС =  Н0— Ни На скільки К  вище 
рівня С, на стільки Ь вище рівня В\ 
тому МЬ—НХ.

Обчислімо роботу підняття стовпа 
В Б  до попереднього положення АС, 
тобто зміну потенціальної енергії 
стовпа рідини. Нехай переріз трубки
буде 5. Тоді об’єм стовпа В Б  буде 5 (Я 0 —Я х); його маса 
чисельно виражається так само; його вага буде 5(Я 0— Н1)- -̂.. 
Робота підняття на висоту Н1 буде Б(Н0 — Я і)Я 1(§-. На скільки 
зменшується потенціальна енергія системи, на стільки ж збіль­
шується її кінетична енергія. Нехай віддаль рівнів Р  і В, лі­
чачи по осі трубки, „буде Я, тоді загальна довжина всього 
стовпа буде Я 0-|-Я. Його об’єм 5 (Я 0 +  А). Тому ж виразові 
чисельно дорівнює і його маса. Швидкість же для розгляду­
ваного моменту, коли в лівому коліні рівень води буде С і в 
правому Б , нехай буде V, а, отже, кінетична енергія рухомої

5 (Я 0+ДО©2 води становитиме —у ^— -— .

Звідси добудемо рівняння:

Я15 (Я 0- Я 1) ^  = S(H 0 +  N )v2 
2
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Перейдімо тепер від цього простішого випадку до того пи­
тання, яке було поставлено з самого початку. В чому тут різниця?

В розглянутому щойно випадку, як це легко помітити, пере­
різ трубки скрізь однаковий, і вся маса рідини брала участь 
у коливаннях як одне ціле. Не те ми маємо у випадках, пока­
заних на рис. 32 і 33, як ви самі в цьому можете пересвід­
читись, виконуючи таке завдання.

З а в д а н н я  2. Повторіть досліди, описані на рис. 32 і 33, 
додавши до води нерозчинної речовини, близької питомою ва­
гою до води (ми користалися сірчаним цвітом, але можна, зви­
чайно, зробити кращий вибір). Ви побачите, що в досліді рис. 32 
бере участь майже вся маса рідини (трубка занурена майже до 
дна), а в досліді рис. 33 у коливаннях беруть участь переважно 
верхні шари рідини, а нижні майже лишаються в спокої. А чим 
більша приводжувана в рух маса, тим, зрозуміло, і період коли­
вання більший. Якщо ви спробуєте написати диференціальне 
рівняння руху для цих складніших випадків, ви зазнаєте великих 
труднощів, бо вам доведеться приймати якусь гіпотезу про 
участь у явищі якоїсь певної частини маси води, про виникаючі 
вихри, добре помітні при дослідній перевірці, про відмінність ру­
хів по осі трубки і біля стінок і т. д.

ЗАДАЧА �] .

����	�����@� ����

�'-"( DD;�� #�&�;"� \7� WM� "� W]7� #�03%4�27� 5'�2� 3."!6 '/'� (� *8  
#,"3�"�

Спільне в зазначених задачах полягає в тому, що явище коли­
вань для всіх трьох випадків викликається дією сили, яка вели­
чиною пропорціональна (приблизно) відхиленню тіла від поло­
ження рівноваги, а напрямом протилежна відхиленню.

Пересвідчимось, що в усіх трьох зазначених випадках дійсно 
можна визнати дію сили саме такого характеру.
. ' Нехай математичний маятник довжини І буде відхилений на 

кут а від положення рівноваги. Якщо його вага р, то складова 
ваги, яка викликає коливання, буде psina, або при малому куті

£
відхилення ра, або />-у, де s — дуга, на яку маятник віддалений 
від положення рівноваги; останній вираз можна написати у ви­

гляді j - s .  При умові, що р  і І сталі, ясно, що рушійна сила про­
порціональна дузі s, тобто віддалі від положення рівноваги.

Наявність тих же умов для коливання гирі на гумі випливає 
просто з закону Гука, а для задачі про коливання рідкого стовпа 
випливає з того, що рушійна сила тут визначається вагою над­
вишку рідини в одному з колін трубки, а цей надвишок про- 
порціональний відхиленню рідкого стовпа від положення рівно­
ваги.
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від положення рівноваги; другий проміжок (II) — маятник підійма­
ється ліьоруч і знаходиться ліворуч від положення рівноваги; тре­
тій проміжок (III) — маятник падає праворуч, але знаходиться 
ліворуч від положення рівноваги; четвертий проміжок (IV) — 
маятник підіймається праворуч і знаходиться праворуч від поло­
ження рівноваги.

Для кожного з цих проміжків визначимо знак для 9,
Лї і — М  (<р — відхилення; йу — приріст відхилення;

сі<?
сіі ■ кутова швидкість; Фу

йР кутове прискорення; М— момент
діючої сили; — М — той же момент, але з супротивним знаком).

Кут відхилення ф будемо вважати за додатний праворуч від 
спостерігача і за від’ємний — ліворуч від нього. Тоді знаки для <р 
будуть такі:

І. 9 =  +  ; II. <? =  — ; III. 9 =  ~ і  ІУ- ? =  + •
Знаки для <іу:
I. й?9 =  — ; додатне значення кута абсолютно зменшується.

П р и к л а д :  було +  3, стало 1 ; приріст — 2 .
II. й?9 =  — ; від’ємне значення кута абсолютно збільшується.

П р и к л а д :  було — 1, стало — 3; приріст •—2.
III. с?9 =  -{-; від’ємне значення кута абсолютно зменшується.

П р и к л а д :  було — 3, стало — 1 ; приріст -)- 2 .
IV. £̂9 = 4 -; додатне значення кута абсолютно збільшується. 

П р и к л а д :  б у л о + 1 , стало-)-3; приріст -)-2 .
У в а г а .  Під приростом розуміємо те, що треба додати до- 

попереднього значення, щоб добути нове значення.

Знаки для (кутова швидкість).

Ув а г а .  Через те, що М  завжди додатне, знак завжди

однаковий із знаком сі9 .
Тому маємо:

І
сИ II.

� � �
III. </9

� � �
— ~Ь і

Знаки для £І29 
сіі2 (кутове прискорення).

IV. ф?
� � �

= + .

І. У цьому проміжку маятник падає ліворуч із зростаючою^ 
кутовою швидкістю, але ця кутова швидкість від’ємна (див. вище). 
Отже, ми переходимо від абсолютно менших до абсолютно біль­
ших значень від’ємної кутової швидкості.

П р и к л а д :  було — 1 , стало — 3; приріст — 2 ,
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ного рівняння формально, щоб звертали увагу на саму суть 
розглядуваного фізичного процесу і не прийшли б до неправиль­
них висновків.

Тепер напишемо рівняння Ейлера для математичного маят­
ника в такій формі:

=  — М =  ср

і пересвідчимося в тому, що знаки в нас поставлені вірно. 
Справді, в написаному рівнянні /, т, g  і / істотно додатні; знак 
мінус перед правою частиною виражає, лише ту думку, що зміни

d t l протилежні змінам ср, в чому можна пересвідчитись за до-
помогою довідок із щойно складених таблиць. 

Те саме рівняння можна написати інакше:

/ Й  +  ̂ /'Р =  °-
Для математичного маятника / =  ті2; звідси

ті2- ^  +
d2 ср V. * 4  І е �

dt2 "т" І/ ' Ж + ^ ==0;  +
Розв’яжімо це рівняння звичайними способами. Припустимо, що

ср =  Aekt, тоді ^  =  Akekt; —

звідси

Ак2еыф ^ - А е ы =  0-, А е* (&  +
Нехай

і- =  ю2- Аек‘ (к2-фю2)^= 0.

І

А ф  0 ; еи ф  0; k 2 +  =  о ; к =  ± ю і.
Отже, маємо два окремих розв’язання:

=  А ^ - ,  ср2 =  Л2е - ш,'Е
Загальний інтеграл:

ср =  A2e - Wit\
e wit __ cos со̂ _|_ j sin co/ij =  cos юі — t sin 
cp =  A! (cos lot�-f- І Sin wt)�4 “ A2 (cos lot — І�sin lot)�=  

=  (Ax —j— A2) cos iot�-j— (Ax — А%) і sin iot.
Нехай

Ax -j- A2 =  В ; (Ax — A%) і — A.�
ср =  В COS lot�-f- A Sin lot.

H. Ф . Платонов. 65
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т о д і

Робимо припущення, що ср =  Cent\

п
dtтоді -ф;=  Cnent; ^  = Cn2ent, тому

Cn2ent -(- 2aCnent -j- b2Cent =  0 ; Ceni (п2 -|- 2а« -f- ft2) =  0; 
С ̂  0; ent ф  О; я-2 2а« -f- 62 — О ; п =  — а ±  | / а 2 — Ь2.

Нехай а2 — Ь2 =  — ш2, тоді п — — а ±  ш.
cpj =  C1e(“ a+,'u>)<; cp2 =  С 2е ( - а~ ішії.

Загальний інтеграл:
Ф =  Фі +  4*2 =  Суе~а  ̂еш  +  C2e~at-е~ш  =  е~аі{Схе ш  -j- C2e~iwf).

/0 �1 �234�5 6 7 ���86�9:7;� <�0 1  COS =-7 — isincuZ1;
<P =  e~at [Cl (cos co£ -j- і sin wt) -(- c2 (cos tot — і sin CÔ)] ==

_  e-^[(C 1 -f-C2)cOS u>̂ -|- (Cx— C2) І sin <at] =  
«e-^OBcoso^-l-AsintoZi), де Сг-фС2 =  В\ (Cx — C2) i  =  A. 

ср =  e~at (В COS a>£-f- A sin mf).
Нехай tp =  0 при£ =  0, тоді 0 =  1 -(В-1 -j-A -0); B =  0 ;

<p =  e~at-A Sinco ;̂ cp =  Ae~at-S\nvat.

Це і є рівняння, яке виражає явище затухаючого коливання; 
в ньому додався, порівняно з попереднім, множник е~аі, який не­
перервно зменшується з часом і який у добутку з сталим множ­
ником А і виражає змінну, щораз зменшувану амплітуду.

Щоб скласти собі поняття про характер знайденого співвід­
ношення між ср і і, побудуймо спочатку криві ср — Ае~аі і <р =  
=  — Ае~а(, задавшись значенням сталих А і а  і відкладаючи Ь по 
горизонтальній, а А — по вертикальній координатній осі (рис. 36, 
верхня й нижня пунктирні лінії). Після цього побудуємо криву 
«р =  Ае~а* віп ші, віднесену до тих же осей координат. Ми до­
будемо суцільну лінію того ж рис. 36. Це крива періодична. 
Вийти за межі пунктирних ліній вона не може, бо віпш  ̂ не 
може бути більшим за 1 і меншим за — 1. Але вона дотикається 
періодично до тих же ліній, бо час від часу зіп(ю£ досягає якраз 
цих значень.

Визначмо тепер моменти проходження маятника через поло­
ження рівноваги. Для них ми маємо <р =  0, звідки А ф  0; е~аі ф  0; 
виходить, б і п =  0 ,  а це означає, що ,��-  тс, 2тс, З я , . . .  і т. д . :

тс
ш t2 2тс

ш ; ta
Зтс
<0
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На столі була вміщена шкала, відносно якої визначались кути 
відхилення (при малих розмахах кути замінювались лінійними 
переміщеннями по шкалі).

Дані досліду:
Довжина почепу 245 см (віддаль від центра монети до 

стелі, точніше до рівня крючків); маса монети 5 г; період 
коливання маятника з ряду спостережень 3,143 сек.; вели­
чини послідовних відхилень від середнього положення в одну 
і ту ж сторону були:

1) 30,0 см, 2) 25,7 см, 3) 22,0 см, 4) 18,8 см, 5) 16,1 см і т. д. 
О б ч и с л е н н я :

30,0:25,7 =  1,17; ^  1,17 =  0,0682;
1п 1,17 =  0,0682:0,4343 =  0,157 =  X =  аТ-,�
0,157 =  а - 3,143; а =  0,157:3,143 =  0,05;

* - а ' ' ад 5 = п г ; * = 0'5 ;

,______________у 9999 • +р-§ — —  — в ’05 — л лпе.
Т 3,143 ~ 1,УУУУ’ ^  ш ~~ 1,9999

5 =  1°26' --= 0,023 радіана;
8 0,023

1,9999 = 0,0 12  сек.

К о л и в а н н я  в і д б у в а ю т ь с я :

11
и

не так : а так : 1
і

нуль 0,000 сек. 0,000 сек. |

праворуч 0,786 сек. 0,774 сек.

нуль 1,572 сек. 1,572 сек.

ліворуч 2,358 сек. 2,346 сек. і

нуль 3,142 сек. 3,142 сек.
. _ ..

праворуч 3,927 сек. 3,915 сек. І

нуль 4,713 сек. 4,713 сек.
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Після цього складімо рівняння руху.
Нехай система пересунулась у простір на к. Зменшення 

потенціальної енергії доважка виразиться роботою mgh, де 
m g— вага доважка, а к — висота його падіння.

Коштом зменшення потенціальної енергії доважка утворю­
ється кінетична енергія рухомих тягарів і блока. Зміна по­
тенціальної енергії рухомих гирок не береться до уваги, бо на 
скільки збільшиться потенціальна енергія однієї з них, на стільки 
зменшиться потенціальна енергія другої.

Будемо розглядати два положення системи, поділені в часі 
проміжком сИ, а в просторі — проміжком dS.

Швидкість падання доважка в даний момент нехай буде V.
сік

Вона дорівнює тобто 'и =  ^ -  3 другого боку, ю, лінійна
швидкість гирок, є разом з тим колова швидкість на ободі 
блока. Якщо його радіус г, а кутова швидкість ш, то, як відомо, 
ю =  т.

Тому сік — тсИ.

Зменшення потенціальної енергії доважка є mgdk або mgrшdt.

Кінетична енергія двох гирок і доважка буде Му2
~2~

Му2
~2~

~2~ , Де М — маса кожної гирки, а от— маса доважка. 
Диференціал цього виразу буде (2М + т) ̂ сію.
Кінетична енергія обертового блока де / — його момент

інерції.
Диференціал цього виразу є Iшdш. 
Маючи на увазі, що ю — гш, дістаємо

сію — га  и,
тому приріст кінетичної енергії гирок і доважка набуває виразу 
(2М -)- от) ■ т • піт, або (2М -ф- от) ггшсІш.

Складаємо рівняння
с щ т с і ї  —  ( 2 М  -ф- от) г 2(Шш -ф- Ітсіш.

Воно виражає ту думку, що система набуває кінетичної 
енергії коштом зменшення потенціальної енергії падаючого до­
важка.

Скорочуємо обидві частини рівняння на ш:

або
m g r d t  =  (2 М ��������� г2йи>����� Шш, 

mgrdt =  [(2М -)- от) г2 -ф- /] dш.

Інтегруємо це рівняння:
і  +  С =  [(2М +  от) г1 +  /] а).
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В початковий момент і  — 0 і ю =  0, тоді і С =  0. Одержуємо: 
[(2 М -|- т) г* -|-1] ю =  пщгі.

Але раніше ми мали:
dh

v s = m > V==M ’
звідси

СО 1 dh�
r d t '

Підставляємо де в попереднє рівняння:
[(2М -f- т)r2 -f- /] dh =  mgrt■ rdt,

або
[(2M -\-m)r2-1-1] dh =  mgrHdi.�

Інтегруємо це й дістаємо:

[(2М -f-m )r2-\-I]-h =  mgr2 -С.

При £ =  0 буде h =  0, отже С =  0, тобто

[(2М —j— /те)г2 -j-I]-h — mgr2~ ,

звідки

або

mgr2 Р
[(2Л4 +  яі)г2+ / ]  ' 2 ’

	� !� cd � � f �
n ~~g ' [(2М-^т) г2 +  ї\ ' Y ’

Ми бачимо, що виходить рівномірно - прискорений рух з при­
скоренням :

mr2
а g ' (2М-\- т) г~ 1 ‘

З а в д а н н я  2. Користуючись цим виразом і беручи до уваги, 
що для блока ми добули 1 =  1842, обчисліть, з яким прискорен­
ням рухалась наша система. Ми одержимо а =  18,4 слцеек2. Це 
вже значно ближче до досліду. Невелика різниця повинна бути 
пояснена тертям, опором повітря та іншими причинами. Поду­
майте, з якого металу вигідніше робити блок для прилади 
Атвуда, якої йому треба надати форми, щоб його вплив най­
менше позначався.

З а в д а н н я  3. За аналогією з розглянутим прикладом порів­
няйте диференціальне рівняння для руху так званого „маятника 
Максвелла“. Якщо у вас його немає, зробіть його самі, або за­
мовте зробити в майстерні.

Дані завдання: М — маса циліндра (кружка); г — радіус осі; 
І — момент інерції циліндра та осі.
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Різниця тиску в точках •  і 2  будб:
(с-cos ср —f— а - sin <р) — (a-sin ср — a-sin ср) =  2а-sin ср.

Тиск у точці Q на віддалі X від 2  буде:

� -cos ср— a-sin ср-|-2а-sin ср- X
2 a ’

або
cos cp— a-sin cp —J- X• sin <p.

Вважаючи віддаль точки прикладання сили від 2  рівною ��  
подібно до попереднього, дістанемо:

2 а
—>��5 cos ср — � ) sin <р -j- X• sin ср)• d• P¢• X =
о

2 а
5 • �— � ‹ �) cos ср — a-sin cp-j-X-sin cp) d5Pw$

5 о
Обчислюючи цей простий інтеграл, маємо:

8а3� ! cos ср-2а2 — a-sin cp-2a2-f-sin с р — =
О

" �• ��5  cos <р-2а — a-sin <p-2a-j-sin <p-2aj); 
6a2a-cos cp — 6a3-sin cp -j- 8a3-sin cp " �•5@b‹5‹Ÿi cp ; 

6a2c-cos c p 2 a 3-sin cp =  2-6ac-cos cp. 
3ac-cos cp-J-a^-sin <p =  3c2-cos cp;

_a(3c-cos cp-j-g-sin cp)
3a-coscp

a(3c +  atg  cp)
3c

, a2

2 = (42)

a j

Рівнодійна буде така:
2a 2а
ˆ (с-cos ср — a-sin ер-)- X sin <р) d�P¢ =  d ˆ ��5 cos <р—b sin cp-j-X sin cp) P¢"
0 o

=  d (c-cos cp-2a — a-sin cp-2a-f- 2a3-sin cp) =  �bd‹5‹Ÿi cp " �r�a $

Знайдімо тепер проекції знайдених сил на горизонтальний
1 вертикальний напрям, беручи до уваги, що ці сили відхилені 
на кут ср або від горизонталі, або від вертикалі.

Маємо:
r�a+  — �bd‹5 cos ср - sin ср;

r�\+ �" �G c G 5 � ‹ ' b $  tgcp)2

F(/VZ) =  - ^ ^ ( c - a t g c p ) 3
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r ,0 3c2-j-a2 tg2 <p c —a tgcp 3c24 -a 2tg2<p— 2c2-|-2ac-tg<p_
L ,b -  6F  3 6c ~

_c2-|-2ac-tgcp4-a2 tg2? _  (c-f- atgy)2
6c 6c

Тепер доведімо, що рівнодійна r§\=  і FJTV] проходить че­
рез �$

Р и с . 4 2 .

Складімо вираз моментів:

Ž�r\ �" �r§\=$]U�" �G 6  (c +  atgy)2-(c~ ~ ^ g-^ ;

Ž§r’  =  r§’=  • ]O  =  (c -  a tg cp)2 • .

Тому що Ž§r\D���Ž§r’=�  то наше припущення доведено. 

Рівнодійна
r§\ ���’D�"

d cos ф , , , .. d cos«?. , d cos? . ,=  —p ( c  +  atg ?)2-----— atg<p)- =  — 2~-4ac-tg<p =

але
=  2afec-sin ? , 

Д/?) =  �bd‹5‹Ÿi ?.
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тіла, 48-2 =  96; загальний момент 20 +  20-}-96=  136. Загальна 
площа 48 -{- 8 =  56.

Віддаль від дна посудини до центра ваги водних мас познач­
мо через * .  Її ми знайдемо з рівняння:

17 З56* = 1 3 6 ; звідки �  =  ����"� �?$
г і

Зробимо таке ж обчислення для рис. 44.
Моменти: для лівої площі 16-4 =  64, для правої 16-4 =  64, 

для нижньої 24-1 = 2 4 . Загальний момент 64-{-64 + 2 4  =  152.
19 оЗагальна площа 56. Звідси 5 6 * =  1 5 2 ;х  =  у  =  2^- �?$

Ці числа вказують на те, що центр ваги водної маси на 
рис. 44 дальше від дна, ніж на рис. 43. А тому що центр ваги 
самого бруска в тому і другому випадку — на однаковій висоті, 
то, виходить, у системи рис. 43 загальний центр ваги нижчий, 
ніж у системи рис. 44 (знайдені центри ваги водних мас на 
рис. 43 і 44 позначені хрестиками, точніше — їх висота).

З а в д а н н я  2. Проробіть такі ж обчислення, припускаючи, 
що брусок зроблений з дерева питомої ваги 0,75 або пробки 
питомої ваги 0,25 (центр ваги бруска вже не збігається з по­
верхнею води). Чи добудете ви той же результат?

Тепер стає зрозумілим, чому брусок у положенні рис. 43 
плаває стійко, а в положенні рис. 44 нестійко.

Очевидно, що центр ваги системи в цілому, тобто води і 
бруска, прямує зайняти якнайнижче положення.

І для положення рис. 43, і для положення рис. 44 формально 
закон Архімеда дійсний, але перше положення стійке, а друге 
нестійке.

Ув а г а .  Об’єм зануреної частини плаваючого тіла з рівно­
мірним розподілом маси однаковий формою і розмірами з об’ємом 
витисненої води. Чи не означає це, що коли центр ваги водних 
мас, які оточують тіло, зайняв положення найнижче, в той же 
самий час центр ваги витиснутої води, або, що однаково, зану­
реної частини тіла зайняв положення найвище (на рис. 43 і 44 
центри ваги зануреної частини тіла позначені кружечками з точ­
ками посередині)?

Щоб довести це, підійдімо до розв’язання запропонованого 
окремого питання так. Порівняймо рис. 43 і рис. 44. Положення 
центра ваги бруска там і тут однакове (при питомій вазі 0,5). 
Пересвідчимося в тому, що центр ваги водних мас на рис. 43 
нижче. Усунемо у думці брусок з води, але заповнимо водою 
утворене поглиблення. Будемо говорити про воду „добавлену“, 
про воду „що була“ і про воду „сумарну“. Центр ваги „сумарної“ 
води для обох рисунків на одній і тій же висоті, але центр 
ваги „добавленої“ води (або, що однаково, центр ваги зануре­
ної частини тіла) на рис. 43 вище, отже, центр ваги води „що 
була“ — нижче. Отже, для даного окремого випадку можемо 
стежити не за висотою центра ваги водних мас, а за центром
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Якби куб плавав так, що ватерлінія ділила б його ребра 
пополам (рис. 43), то центр ваги зануреної частини був би від 
площини ватерлінії на віддалі 0,500 �$

Якби куб плавав так, що ватерлінія збігалася б з його діа­
гональною площиною (рис. 46), то центр ваги зануреної частини 
був би від площини ватерлінії на віддалі 0,471а, бо �  для цього

випадку дорівнювало б г]/2 =  0,471а.
Якщо ж 

'  _  13і/3-а 
� <  48 ;

куб плаває так, 

■ 0,469а.

що ватерлінія шестикутна, то

Не зважаючи на те, що величини 0,500а, 0,471а і 0,469а 
досить близькі одна до одної, особливо 0,471а і 0,469а, куб 
завжди встановлюється так, що його діагональ вертикальна, 
тобто невелика неоднорідність матеріалу, яка завжди можлиза, 
менш впливає, ніж ці результати, що визначають рівновагу.

З а в д а н н я  4. Уявіть собі, що брусок має в перерізі не 
квадрат, а прямокутник (сторони 2�  і �� $  Зобразіть його пла­
ваючим один раз за типом рис. 43, другий раз за типом рис. 46. 
Знайдіть положення центрів ваги зануреної частини для обох 
випадків і вважайте, що вони є на одній висоті (виразіть це 
рівнянням, і ви знайдете, що ,��  0,88а). Приготуйте ряд брусків, 
що мають розміри 100 ??  X  50 ??  X  2 ??�  де =  100 ??�  г2 =  
=  80 ??�� �A =  70 ??�� �  60 ??�� ��  =  57 ??�� �@ =  50 ??�  і пу­
скайте їх плавати на воду один по одному. Ви побачите, що 
тип рівноваги рис. 43 почне переходити в тип рівноваги рис. 46 
при 2 5K == 57 ??  �,��  0,88а).

Підготуйте ще ряд брусків, розмірів 50 ??HG,1�? ? �G�� ??� �
де 2 ] =  100 ??�� � ���  90 ??�� �A =  80 ??�  =  70 ??�� �M == 60 ??�
26 =  50 ??$

Простежте й тут на досліді зміну типів рівноваги і знайдіть 
теоретичне обгрунтування дослідам.

З а в д а н н я  5. Пригадайте, де є загальний центр ваги води 
й бруска для умов рис. 43. Уявіть собі, що брусок від цього
положення поступово підіймається на і на своєї висоти 
доти, поки не вийде з води, або що він від нього ж поступово 
опускається на і на у  своєї висоти, поки цілком не ввійде
у воду. Оцініть для кожного з цих положень, де є загальний 
центр ваги бруска й води. Пересвідчитесь у тому, що найнижче 
його положення відповідає саме рис. 43. Зробіть звідси той 
природний висновок, що брусок, який доторкнувся своєю нижньою 
поверхнею води, опускатиметься доти, поки потенціальна енергія 
системи не досягне мінімального значення.

7 2861. Н. Ф. Платонов. $�
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Обчислюючи наперед час витікання рідини з посудини, ми 
припустимо, що цей коефіцієнт дорівнює 0,5, що дуже близько 
до істини в даних умовах досліду.

Тепер складімо диференціальне рівняння.
Позначмо висоту знижуваного рівня над отвором через Q$ 

Нехай цей рівень за час Pf знизиться на PQ$ Об’єм води, що 
витекла з посудини за 1 сек., буде OPQ� дŒ O— внутрішній пере­
різ посудини. Разом з тим, об’єм води, яка витекла з бічного
отвору за 1 сек., буде < =*�SQ5i5Pf�� I � �̂ — поправочний коефі­
цієнт, a i  — переріз трубки. Тому

OPQ���<�=*�SQ5i5Pf�

або

p q f�� �� � n �p�

Тому що права частина рівняння додатна, а ^  від’ємна (А спа­
дає з часом), то треба рівняння правильніше писати так:

Перетворимо його:

V �" � Q j# Q �" �5 ¤ 5 i FeS5Pf$

Інтегруємо це :
І  ,

2

Припустімо, що А =  А0, коли f��  0; тоді С = 2 А 02 ; звідси:

2 è = - ^ B Ÿ T g . t  +  2 h ? -  2 / А  =  - ^ / 2 / * + 2 / Л 0;

^ - / 2 ^  =  2 (/ F 0- / Â )

Якщо Q =  0, то

s±�F �S5f�"  2"|/А0 ; f�"
4]A 0- S

� O F G > ² '  |*eS5i

Підставимо наші дані. Для вузької трубки s =  0,28 �? 2: 
4/20-205

f% =  308 сек.=  5 хв. 8 сек.,
/2-980-0,28' 

а дослід дав 4 хв. 53 сек, тобто близько 5 хв. 
100
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ЗАДАЧА 25.

ЗМІНА КОНЦЕНТРАЦІЇ РОЗЧИНУ.
Виразити математично процес зміни концентрації солоної�

води при неперервному додаванні чистої води.
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занурюватись до позначки 40, підіймаючись щораз вище. Для 
цього довелося ввести в розчин 666 г солі, враховуючи і поперед­
ні 240 г. Ми відмітили також і всі проміжні ступені занурення — 
20. 25, ЗО, 35 — і записали відповідні кількості солі з тією ме- 
~ою, щоб мати можливість для всього випробування контролю­
вати відповідність між дослідом і теорією.

З початку лекції вище великої посудини з солоною водою 
була поставлена менша посудина, в яку вливалась вода з не 
зовсім відкрученого водопроводного крана. З меншої посудини 
в більшу вода перетікала за допомогою сифона, зробленого 
з скляної трубки. З великої посудини солона вода виливалась 
у таз за допомогою другого скляного сифона. Один із студентів 
регулював кран водопроводу так, щоб рівень води у меншій 
посудині залишався сталим. Другий студент періодично вимі­
рював кількість води, яка витікала з великої посудини, за допо­
могою мензурки (за 1 хвилину). Третій студент за годинником 
відмічав, коли ареометр опускався до відповідної поділки шкали. 
Решта студентів групами підходили і спостерігали проведення 
досліду.

Ось результати. Кількості води, яка витікала за 1 хвилину: 
310 �����  325 �? ‚�  325 �?��  320 �?��  310 �?¯D в середньому 320 �?>7$

Відмітки за годинником: початок досліду — поділка ареоме­
тра 40, час — 2 год. 14 хв. 00 сек.; поділка 35, час — 2 год. 17 хв. 
50 сек.; поділка ЗО, час — 2 год. 22 хв. 40 сек.; поділка 25, час— 
2 год. ЗО хв. 57 сек.; поділка 20, час — 2 год. 40 хв. 30 сек.; 
поділка 15, час — 2 год. 59 хв. 18 сек.— кінець досліду.

Ми склали графік, відкладаючи на горизонтальній осі час, 
на вертикальній — поділки ареометра. Помітно було, що спо­
чатку крива графіка падала швидко, потім повільніше.

Диференціальне рівняння ми склали на основі таких міркувань. 
Нехай від початку досліду минуло до певного моменту часу �$ Не­
хай до ць .го моменту пішло з розчину �  грамів солі. Кількість 
доданої до води солі на початку досліду візьмімо за �  грамів; 
тоді концентрація розчину в розглядуваний проміжок часу буде.

/ �� ��
B

де F — об’єм узятої спочатку води; кількість солі, яка пішла 
з розчину за 1 хвилину, буде

де F — об’єм витікаючої за хвилину води. За час � �  піде солі

� —л;•©•Л.
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Вивід показує, що зусилля, потрібне для розриву півкуль, 
дорівнює добуткові площі розриву (тобто площі екваторіального 
перерізу �,­­�j  на тиск повітря �$ Легко зрозуміти, через що 
це буває. До площадки (.��  прикладено певний тиск �$ Еле­
ментарна сила при розриві, розрахована для цієї площі, дорів­
нює добуткові площі на тиск повітря. Але при розриві ми пе­
ремагаємо не всю силу Е, а лише частину її Е1 =  Е8іпср. Але 
Е = / 7 -с, де а є площа ЛЕСЕ); тому .7" � 5 � 5C іп<р. Віднесімо 
тепер множник зіп <р не до сили, а до площі а. Тоді елементарне 
зусилля дорівнюватиме тискові ��  помноженому на проекцію 
площі о на площину екватора. При складанні всіх елементарних 
.зусиль �  виходить за дужки, а в дужках виходить сума всіх 
проекцій елементарних площ, тобто площа розриву.

З а в д а н н я  1. Діаметр півкуль 20 �?L розрідження у  атмо­
сфери. Розрахуйте, чи вистачить вашої сили, щоб розірвати 
півкулі.

На перший погляд здається, що розглянута задача про маг­
дебурзькі півкулі— незначна і не має зв’язку з актуальними пи­
таннями техніки; але це не так. Укажемо на дві технічні задачі, 
які розв’язуються за допомогою аналогічних міркувань.

Відомо, що для збільшення коефіцієнта корисної дії парової 
машини треба підвищувати в ній температуру робочої пари, 
а отже і її тиск, що зв’язано з побудовою міцніших котлів, 
паропроводів і паротрубок. При розрахунку міцності котла, 
паропроводу або трубки треба припускати можливість розриву 
їх по деякому середньому перерізу. Для прикладу зробимо 
розрахунок.

Нехай довжина циліндричного, котла E� �? L його діаметр 1� � ? ; 
площа середнього перерізу котла буде 3� �?� ; товщина стінки 
нехай буде х �?L площа стінки, яка розривається, в її перерізі 
буде 2 75�� �? �  (приблизно, вважаючи котел досить довгим і не 
беручи до уваги передньої й задньої стінки); тиск пари нехай 
буде �  атмосфер, тобто /�����?�$  Тоді сила, яка діє по всій площі, 
охоплюваній стінкою, яка розривається, становитиме приблизно 
E515�� ��$ Звідси границя міцності

с г г ��*�?�

Для заліза це буде 50 ��*??5  або 5000 ����? 2, і, отже,

1�5000 =  ; 5000 =  ^ ; �5$
�7�� ��

а з запасом міцності 5 матимемо:

5 -  5 / � � J � /� �
10000 2000

10000 ’
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ГІПСОМЕТРИЧНА ФОРМУЛА.

Вивести формулу, яка виражає зміну тиску повітря з під­
няттям над земною поверхнею.
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Визначмо тиск повітря на висоті 5000 ?  (Казбек) за цією на' 
ближеною формулою:

Вимір 8 ................�*�? 6 ..................0,013 �*�? 3
Вимір � ................ � ? ..................... 500000 �?
Вимір р о ................г/<диа .................  1000 �*�? 2

Вимір —■ виходить тоді нульовим, як це й повинно бути. 
/  о

Отже, 8Л =  0,0013-500 000 =  650;
8к __ 650
� K 1000 0,65; � �" ��	© ~ №

Обчислюючи, знайдемо, що ����K�,��K�  тобто тиск трохи, 
більше за половину атмосферного.

Розв'яжімо також у першому наближенні задачу про те, 
який був тиск повітря на висоті 19 000 ?�  досягнутій нашими 
героями-льотчиками тт. Годуновим, Прокоф євим і Бірнбаумом.

&Тому що множник — нульового ВИМ'РУ, то ми можемо множ- 
/  о

ник �	  у другій частині знайденого рівняння виразити у мілі­
метрах ртутного стовпа; тоді і �  також виразиться в міліметрах 
ртутного стовпа.

Маємо:
4 "  19000 ?�"  1 900000 �?L 8 =  0,001293 �*�? »; /7 =  1033 �*�?�$  

Підставляючи ці дані, знаходимо:

™�  =  D” 760 — ̂ 0-129^ -0-0-° ^  ̂  � " 7 ”  760—2,38 ■ 0,4343 =  0,8452,

звідки � �" �oK� ??$
А наші льотчики спостерігали на такій висоті тиск 50 ??  

ртутного стовпа.
Тепер спробуємо уточнити наші міркування і візьмемо до 

уваги зміну температури з висотою підняття. При цьому нам 
доведеться виходити з якоїнебудь гіпотези про розподіл тем­
ператури в різних шарах повітря.

Припустімо, що біля поверхні землі пов'тря під час польоту
мало температуру —{— 10° С, а на висоті 19 000 ?�  як це було
відмічено нашими льотчиками, — 60° С і що температура повітря 
рівномірно спадала з висотою. Тоді біля поверхні землі за аб­
солютною шкалою треба взяти 283°, а на висоті 19 000 ?  треба 
взяти 213° С ; падання температури на кожний метр підняття 
. 70° „ .  70°
буде уэооб’ а на кожнии сантиметр підняття буде у^ООШЇО’
що становить 0,000037°; температура на висоті �� �?  буде

283° — 0,000037° l�""�$
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ЗАДАЧА 28.

ОСТИГАННЯ НАГРІТОГО ТІЛА.
��� ���I���@� �C��=�8��� 6�E��� :DE?C�D�=� 6E�D�J8D�E� E� =8I�?>
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Скласти диференціальне рівняння охолодження чайника,�

інтегрувати це рівняння і дати аналіз результатів досліду.
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ЗАДАЧА ЗО.

НАЙМЕНШЕ ВІДХИЛЕННЯ ПРОМЕНЯ У ПРИЗМІ.
На скляну трикутну призму (в перерізі рівнобедрений три­

кутник) падає похило до грані промінь світла. Пройшовши
��N
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ЗАДАЧА 31.

РАДУГА.

Дати фізичне пояснення явища радуги і математично обгрун­
тувати її теорію.
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Зверніть увагу на те, що у Грімзеля подана теорія тільки пер­
шої радуги (у нас рис. 55).

Доповнимо викладене у Грімзеля розглядом теорії другої 
радуги (рис. 56). Подамо з цього питання деякі вказівки. Про­
мінь світла ДА тут вступає на нижню частину краплини в 
точці (  (ми будемо припускати його горизонтальним і сонце — 
на горизонті); він відбивається в точках В і £> і виходить 
у точці /  з краплини в напрямі до ока спостерігача.

ДА і ДД— тонкий пучок паралельних променів; *JC( ( ����	5D  
д ( � / " � �  (дуже малий кут); *J2 / /q� "  (доведіть це);

/  �(.  =  /  �.(  =  /  �.0  =  /  �1/  =  /  � / � �"  р;
/  �/�  =  /  ��/� �  /  � �E  =  А-.

Пересвідчитесь у тому, що *J. ( B �" �	$  — Р;

*J�(.B  =  180°— 2р; /  .B(  =  180°— (а — р) — (180°— V �"  Зр — а � 
*J� � / �  =  а —{— Л — х ; /  ДДД=180° — 2х;

/  � � � "  180°— (а +  А — �  — (180°— 2л) =  За: — а — А.

Умова паралельності ліній .1  і �,  потребує, щоб Зл— а — NN —
NN

�  Зр — а, звідки � �"  р -)- у .

Зверніть увагу на різницю в умовах утворення першої і 
другої радуги. Для першої радуги промені ДА і ДД сходяться 
всередині краплини в точці .�  і це обумовлює симетрію всієї 
побудови відносно лінії �.  і паралельність виходу променів 
із краплини; для другої радуги те саме досягається паралельним
��(
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то догадайтесь, не роблячи ніяких обчислень, що ми добудемо' 
для третьої радуги і для четвертої. Який порядок кольорів у 
цих радугах ? З якою радугою схожа третя радуга і з якою 
четверта? Чому ми звичайно бачимо одну або дві радуги, але 
не три або чотири?

Звернімося знову до рисунка 55. Припустімо, що промінь світла 
падає на краплину в точці �  в горизонтальному напрямі. Всту­
пивши в краплину, він частково відіб’ється від неї у точці /  і 
піде нащд. Будемо переміщати промінь угору, зберігаючи його 
горизонтальність.

Падаючи в точку (�  він відіб’ється від краплини в точці .�� �
що ми бачили й раніше (мінімум відхилення). Граничне поло­
ження його буде tŽ$  Знайдіть відповідне положення для точки ЛГ 
на основі закону заломлення.

З а в д а н н я  8. Припустімо, що промінь займає якесь про­
міжне положення між �/  і SA при куті падання а і заломлення (3.. 
Доведіть, що дуга . /  виражається функцією

r  (а) =  90°— 2р -j- ��� �«	� / � а) =  у  — 2£- f  а, 

або
П-/ \ 71 О . /  s in  а  \
0 � �� � # � 1 � � � 2 3 + � 45 6�0� - � 7 �8 � ��

Знайшовши мінімум для цієї дуги, пересвідчитесь у тому, що* 

виходить попереднє співвідношення sin а =
Як при цьому змінюється положення в точці відбивання?
З а в д а н н я  9. Явище радуги дуже легко відтворити на 

досліді. Для цього треба взяти великого розміру обприскувач 
(таким приладом користуються для змочування екранів або 
обприскування дерев) і в ясний сонячний день розприскувати 
ним воду, повернувшись спиною до сонця. Найкраще це робити 
на фоні трохи затемненому, наприклад поблизу рогу будинку, 
що відкидає тінь. При таких умовах у масі водяного пилу, 
утворюваного обприскуванням, можна виразно побачити і першу,, 
і другу радугу і пересвідчитись у тому, що порядок кольорів 
у другій радузі — зворотний тому, який спостерігається в пер­
шій радузі.

З а в д а н н я  10. Викладаючи наведену тут теорію радуги 
Декарта, не забудьте, що детальніше дослідження виявляє вплив 
дифракційних явищ. Якщо вистачить часу й сил, поширте тему 
про радугу розглядом теорії вінців навколо сонця й місяця.

Матеріал ви можете знайти у Грімзеля, у Фламмаріона („Атмо­
сфера“), у Хвольсона в його курсі фізики (тут можна знайти, 
докладніші бібліографічні вказівки).

У в а г а  1. З питання про те, що треба вважати кутом від­
хилення променя від первісного напряму, корисно пригадати 
попередню задачу ЗО і експеримент, з нею зв’язаний. Спектр
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ЗАДАЧА 33.
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sin2 а ’ ^ ИМ в*н менши®’ тим * вона менша- А 4е призводить до
відшукання максимуму функції.

З а в д а н н я .  Знайдіть умову, при якій тангенс - гальванометр 
дає найточнішу оцінку сили струму.

Ув а г а .  В задачах 32 і 33 розглядається питання, дуже важ­
ливе в практиці фізичних вимірювань. Наведені розв’язання 
цих задач дають можливість з’ясувати, як можна вибрати, ко­
ристуючись тим же інструментом, такі умови для вимірювання, 
які забезпечують найбільшу точність діставаного результату.

Для перевірки теоретичного висновку до затискувачів ба­
тареї з кількох сухих елементів ми увімкнули послідовно тан­
генс - гальванометр (системи Кольбе з рухомою мідною дугою), 
амперметр і реостат з ковзьким контактом. При силі струму 
в 1,4 ампера відхилення струму стрілки тангенс - гальванометра 
було 29,5°. Підставляючи цю величину в рівняння j =  C-tga, 
маємо: 1,4 =  С- 0,566, звідки стала гальванометра ��"  2,4735, 
Знаючи це, обчислимо, які сили струму можуть відхиляти стрілку 
цього гальванометра в різних частинах шкали. Добудемо:

80° . . .  . 14,03 (  45° . . .  . 2,47 (  5° . . . . 0,22 (
79° . . .  . 12,73 (� ##c� $ $ $ � $ 2,39 (� #c� $ $ $ � $ 0,17 А

Звідси робимо висновок, що в межах 79 — 80° помилка в 1° 
викликає помилку у визначенні струму в 1,3 ( ; в межах 44 — 45°— 
в 0,08 (L  в межах 4 — 5°— в 0,05 ($  Але це абсолютні помилки, 
а відносні будуть:

1,3-100для перших границь =  9,2°/0,

0,08-100 ооп. для других границь — — =  3,2%,

0,05-100 ООП, для третіх границь - ^ 22— =  23%,

що цілком збігається з теоретичним висновком.

-(W(X(� A#$

ТЕПЛОВИЙ АМПЕРМЕТР.

З’ясувати, який спосіб закріплення дроту теплового ампер­
метра найкращий.

Будова теплового амперметра показана на рис. 57. Струм 
пропускається через дріт �.(�  укріплений в точках �  і ($ За 
точку .  тягне вниз дріт \rR�  укріплений у точці R� а за точку r  
тягне дріт rs �  перекинутий через блок 2  з стрілкою і сполу­
чений з пружною спіраллю stT�  укріпленою в точці //. При 
проходженні струму дріт �.(  подовжується, точка .  йде вниз,

Відносна помилка, як виявляється, залежить від множника

124





\@�B�� V‚[ A��:8A�5<��� A8DD<�=�� ����E6�]^

W ` �Іт�s|}�а =  Іт�s|}�ші
\@�B�� Іщ�[�A��:8A�5<��� A8DD<�=�� :85�� :D�EAE^� ?5@� ���:D�D8�
S:E=E� ��S� �C� ��8�E:��OA�]�

(�5<��:D<� DC�5�D8� dQ,� =8?�5Q=���� =� ��S65@?E=���9� ��DEH���
E� �C:���7C���� A�589� ���A�J��� 7�:E� dt,� S�� S�����A� �J�E5@� ?�>
��=�QO�T

dQ�` � c-R -R -d t;�
�5C

/ =  Іт�sin ��` � Іт�s|}�фІ,
D�AE

dQ =  с ■ R- 1т-�s|}M�ФІ-dt.

m�	� =8S��78D8� ��5<��:D<� DC�5�D8G� =8?�5Q=���K� E� ���=�?�8�E�
S�� ;�589� �C���?� Т,� D�C	�� ;C� ��=�@��@� �����DC6�E=�D8�� ,8� ?�	E>
=�OA��T

{ �dQ�` �•�T kW xyc� l�x|} L�z��ef��
r D•M�Г
~-\sin-<‘>tdQ>t)

cR ll� z ��  qrs�M * g � �� cR ll�]      L     d(wt)--–� „� M
0

T 7

d(at)—~ �“q r s�2wt-d(2wt)

cR ll N �trt [ s|}�M‚ t
=�M� N� �

cRl'm
)

�
�

H!�[  ‰�s|}�MtrTJ

�[
–�` �E � �̂ H Rb`Mk^� MqrR.` N k ^� s|}MtrŠ�̀ ���

��AE

•
CRl'm� �

vw� a� M
>T - cRln. ■T.

�C�C�� E@=�A�� :�	�G�B�� 7C�CS� D�9� JC� ���=�?�8�� ���D���O� :D�>
589� :D�EA� :858� Іс,� @�89� ��8� D�AE� J������� ��=� D�9�JC� 7�:� =8?�5@O�
&D�5<�8� J� DC�5�D8�� �5@� �<�6�� A8� A�OA�T

��AE

c-R -ll-T

Q =  C-R-ï*c-T.

С-Rim-T �� �M� fm
M� . � k � 9 � M� .

Ck��
] /2

���� A8���8I�?8A�� ?�� ���@DD@� ���� C�C�D8=�89� :D�EA�� ��C�>
D8=�8A� :D�EA�A� S=CD<:@�D��89� :D�EAG�@�89� S�� D�9� JC� ���A�J���
7�:E� E� ���=�?�8�E� ��=��6�� ����E� =8?�5@O� D��E� J� ��5<��:D<� DC�>
5�G� B�� 9� ?��89� SA���89� :D�EA�� -��9?C�C� B�9��� :��==�?��>

�M4



шення показує, що силу ефективного струму можна добути, 
ділячи максимальний струм на <* 2, або приблизно на 1,41. На­
впаки, силу максимального струму можна знайти, помножаючи 
величину ефективного струму на ]/2.

Змінні струми, найчастіше вживані, мають період сек. За
цей час дріт амперметра не встигає прореагувати на кожну 
миттьову зміну, а реєструє лише середню величину струму, 
але не середню арифметичну, а так звану „середню квадра­
тичну“. Тому ми дріт амперметра можемо вважати неначе за 
інтегратор теплового ефекту струму.

Пересвідчимося в квадратичному характері середнього струму 
такими міркуваннями. Нехай /зо є миттьовий струм при пово­
роті катушки на 30°; /да— при повороті на 60° і т. д. Тоді

/зо =  4г sin2 30°; /да =  4г Sin2 60°; ... /ззо =  /от sin2 330°; /зб0 =
=  4  sin2 360°.

Обчислюючи середній квадратичний струїм, дістанемо

■ ] / -
- /бо -{- ...  -j- /ззо “Ь /зео — :

=  Лп
sin2 3 0 °+  sin2 6 0 °+ . . .  4- sin2 330°+ sin2 360°. 

12
Складаючи парами відповідні доданки під другим коренем 

(наприклад, sin2 30° і sin2120°), знайдемо, що кожна пара в сумі 
дорівнює 1, а всі разом дорівнюють 6. Отже,

E " ‰ &
Q…J

1/ 2 ’
що ми й бачили раніше. Те саме ми дістанемо при діленні періоду 
на більше число частин, а при діленні його на нескінченно ве­
лике число частинок наше міркування буде цілком точним.

Отже, тепловий інструмент реєструє саме середній квадра­
тичний струм, який тільки й цікавить інженера - практика.

З а в д а н н я .  Вважаючи, що напруга H�" �H& біп ш/, вивести 
аналогічним способом, що

-(W(X(� A@$

КОЛИВНИЙ РОЗРЯД КОНДЕНСАТОРА.
Скласти диференціальне рівняння для коливного процесу 

в контурі, який складається з самоіндукції і ємності, про- 
Знтегрувати його і обгрунтувати формулу Томсона.

Однією з найістотніших деталей всякого радіоприймача і ра- 
діопередавальиика є коливний контур, що складається з само­
індукції і ємності (рис. 58).
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Отже, припустімо, що ми повинні забезпечити проходження 
сталого струму силою І  ампер через ділянку електричного лан­
цюга опору й  омів. За законом Ома, як відомо, ми повинні для 
цього створити на кінцях ділянки різницю напруг V вольт, при­
чому V =  Щ. Із змінним струмом справа стоїть зовсім інакше. 
Тут треба взяти до уваги не лише омічний опір провідника, 
але і його форму.

Пояснимо, чому це цілком необхідно. Якщо провідник має 
прямолінійну форму, то магнітні силові лінії, які виникають 
навколо нього в процесі проходження струму, розміщуються 
в просторі вздовж провідника більш - менш рівномірно. Якщо ж 
провідник, який несе струм, має форму катушки, то магнітні 
лінії поля, згущуючись в обмеженому просторі, впливають один 
на одного, і проведення струму через такий провідник, як показує 
дослід, вимагає вже значно більшої різниці напруг на його кінцях.

Той опір, який доводиться враховувати при сталому струмі, 
зветься омічним. Той опір, який доводиться враховувати при 
змінному струмі, зветься індуктивним, якщо омічний дуже ма­
лий, і позірним (сполучення омічного та індуктивного), якщо 
він помітний.

Ми будемо говорити далі про такий провідник, у якого оміч­
ний опір відносно дуже малий.

Тепер ми можемо дати поняття про так званий „коефіцієнт 
самоіндукції“ провідника.

Уявімо собі провідник такої форми, що на кінцях його треба 
створити в дану мить різницю напруг в 1 вольт, щоб забез­
печити проходження через нього струму, який зростає при­
близно протягом тієї ж миті на 1 ампер за секунду. Неподат­
ливість такого провідника до зміни в ньому струму оцінюється 
в 1 генрі і є його коефіцієнт самоіндукції. Якщо потрібно при­
класти в дану мить на кінцях провідника різницю напруги 
в 5 вольт, щоб забезпечити проходження через нього струму, 
який також зростає на 1 ампер за секунду, то коефіцієнт само­
індукції такого провідника треба вважати за рівний 5 генрі. За­
гальне ж його позначення /..

Проте, прикладена напруга на кінцях провідника залежатиме 
не тільки від його коефіцієнта самоіндукції, але ще й від швид­
кості зміни струму. Якщо струм збільшуватиметься не на 1 ампер 
за секунду, а на 2 ампери за секунду, то завдяки виникненню 
за той же проміжок часу більшого числа силових ліній і за­
вдяки більшому їх впливові одної на одну потрібно буде при­
класти напругу вдвоє більшу проти попереднього. І тому що

Лішвидкість зміни струму характеризується похідною ^ ( г  —сила
струму), то зрозуміло, що напруга, яку треба прикласти на кінцях 
провідника, щоб провести через нього змінний струм, вира­

зі , йіжається взагалі добутком точніше й Г бо величина
цієї напруги за законом Ленца завжди має супротивний знак по­
рівнюючи із знаком б?/.
9 2861. Н. Ф . Платонов. 129



Тому ми маємо:

v — L -% -
Перетворимо це рівняння. Відомо, що для зарядження кон­

денсатора ємності С до потенціала V необхідно надати йому 
кількість електрики С,), визначувану рівністю:

<3 =  С-У.
Диференціюємо цю рівність:

сІ<3 =  СсІУ,
звідки:

dQ с  dV �
dt dt

Але
dQ .�
dt h

отже,
i =  C d̂ - �1 L dt

Беремо похідну по часу від обох частин рівняння:
di__ d2V�
d t ~ L ' dP

Тепер основне рівняння напишеться так:

& V  � � � 2� � 	 � 	  � t Y l  1 Т / - П  /ссч
17 _  CL dp  ’ C Ld P ^ rV  ° *  dt2 ^ ~ C L V °* ^

Тепер проінтегруємо рівняння (55). Заздалегідь припускаючи 
коливний характер фізичного процесу і наявність у шуканому 
співвідношенні тригонометричних величин, маємо:

dV  d2VV=As\nu>t\ =  Am cos <ot; — Ato2sinu)£;

■ Aw2 sino)£-j-^- A sin ші =  0; AsinaiZ^

А ф  0; sincu^O ;

!+ c / J  — °>

» ’ + ~ = o; . = | / 1 .
CL ’

але

отже,

0) =

2к 1
T У  CL

Це і є формула Томсона.

2тс 
Т ’

Д = 2 и ]/сГ , (56)
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V — швидкість поширення електромагнітних хвиль. Звідси \ =  яТ. 
Ємність конденсатора С =  £г 5, де — коефіцієнт пропорціо- 
нальності, 5 — діюча поверхня конденсатора.

Складімо таку схему, яка полегшує дослідження:
п — т — С — Б — р.

Схема показує, що період коливання Т зв’язаний і з часто­
тою п, і з довжиною хвилі X, і з ємністю С; ємність зв’язана 
з діючою площею 5 ; площа 5 зв’язана з радіусом - вектором р 
і кутом повороту 0.

Задача полягає в тому, щоб установити форму профіля пла­
стинок, знаючи, що X повинна бути пропорціональною кутові 
повороту.

Почнемо її розв’язувати.
Дано, що к =  к2-0, де &2 — множник пропорціональності. Ди­

вимось на вищенаведену схему. Між X і б розміщені в ній Т, С 
і 5. Спираючись на дані раніше рівняння, робимо такі пере­
ходи.

Дано, що X =  к$ ; але X == юТ, звідси к $  — VТ, або

де — множник пропорціональності. Ми зв’язали таким чином 
Т "� 6. Найближчий сусід до Т праворуч у схемі є С\ зв’язуючи 
Т і С, маємо

Т = к і \/С,
де А*— множник пропорціональності (самоіндукцію /. вважаємо 
сталою); тому _

кі\ /С — к А
або

далі підносимо обидві частини рівності до квадрата:
С==йвв»,

�$'
С =  М 2, 

�!2
С =

'�)27
кіБ =  кф\

�$'

кх
�$'

5  =  Ж
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такий же столик ставиться у другому кінці аудиторії на місці 
падання, визначеному попереднім розрахунком.

Дані наших дослідів: висота аудиторії 5 м, ширина 7 м,�
довжина 10 ж; висота двох переносних столиків 0,9 ж; висота 
польоту палички над столиком при вертикальному положенні 
рушниці 3,1 ж, звідси початкова швидкість ю0 — 7,8 м/сек за 
формулою г»о =  2^/г; при а =  45° висота підняття 155 см, даль­
ність польоту 620 см =  6,2 ж, час польоту 1,12 сек., число 
ударів метронома на хвилину 54, команда „нуль—раз“ („нуль“— 
постріл, „раз“— попадання); при горизонтальному націлюванні 
в мішень, поставлену на віддалі 2 ж, паличка попадає нижче 
цілі на 32 см.

ЗАДАЧА 39.

������	���� �	�Q	��� �����

Визначити дослідженням траєкторію польоту кулі і знайти 
нижчу границю для її швидкості.

З дослідів, описаних у попередній задачі, ми перейшли до 
вивчення польоту кулі, випущеної з малокаліберної гвинтівки. 
Для цього ми перенесли наші випробування у збудований на 
подвір’ї інституту студентський тир.

Студенти використали свої знання з геодезії і наперед про- 
нівелювали тир. В результаті їх роботи виявилась можливість 
прокласти по стінах тиру горизонтальну лінію, відносно якої 
і робились наші відмітки.

Ось приклад одного з наших випробувань.
У прицільному станку, поставленому на одному кінці тиру, 

була закріплена малокаліберна гвинтівка. Отвір дула гвинтівки 
був на висоті 3,0 см над горизонталлю, прокладеною по стінах.

У цьому ми пересвідчились натягуванням нитки між лініями 
горизонталі поблизу дула.

У тиру до кроков даху були підвішені в напрямі пострілу довгі 
куски шпалер, що спускалися до землі. Від гвинтівки до пер­
шого куска віддаль була 9,95 м ; від першого куска до другого — 
10,50 м ; від другого до третього — 10,25 ж ; від третього до 
четвертого — 11,30 ж; середнє з цих проміжків було 10,50 м.

Сліди одного із зроблених пострілів лишились на розвішаних 
кусках шпалер вище горизонталі на стільки, скільки показано 
в такому рядку:

№ 1 № 2 № 3 № 4
10.5 см 15,6 см 19,6 см 22,0 см

Віднімаючи від цих чисел зазначені вище 3 см, маємо:
№ 1 № 2 № 3 № 4

7.5 см 12,6 см 16,6 см 19,0 см

Ці числа свідчать про те, що гвинтівка під час пострілу 
була не зовсім горизонтальна, і у нас стався висхідний рух кулі.
Ш
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ристаємо далі. Зразки пробитих фанер з відмітками витраченої 
роботи на деформацію зберігаються для демонстрації.

Далі, для дослідів у тиру ми збудували пристрій, зображений 
на рис. 62. Він являє собою ящик, в якому є дно, задня і пе­
редня стінка (в напрямі від глядача, що дивиться на рисунок), 
а замість правої і лівої стінки зроблені в ньому 2 віконця. 
В ящик кладуться фанерні пластинки 
завтовшки 3 мм, як показано на ри­
сунку. Кладуться вони не суцільною 
масою, а з проміжками. Щоб пла­
стинки не падали, між ними вміщені 
прокладки, які прилягають до стінок 
ящика.

Ящик або закріплявся нерухомо 
на столі, притуленому до стіни, або 
підвішувався на чотирьох шнурках 
до кроков тиру, як це показано на 
рис. 62. На передньому боці ящика 
(від глядача) були нанесені санти­
метрові поділки. Проти нуля цієї 
шкали біля лівого краю ящика була 
забита в землю тонка паличка, за 
якою можна було мати уяву про від­
хилення ящика в момент пострілу.

На рис. 62 подано 8 пластинок, 
але в нас у ящику їх було 20.

Ящик був підвішений на шнурках до кроков тиру і в нього 
був зроблений постріл з дрібнокаліберної гвинтівки на віддалі 
2 м. Потім ящик був знятий із шнурків, укріплений нерухомо 
на столі, притуленому до стіни, і в нього з такої ж віддалі 
був зроблений другий постріл. Після розгляду фанерних пла­
стинок виявилося, що кулі і в тому і в другому випадку про­
били 11 пластинок, лишивши ледве помітні сліди на 12-й пластин­
ці, і впали на дно ящика. Підвішений ящик від удару кулі 
відхилився на 20 см від положення рівноваги; вага ящика 
була 2 кг. Центр ваги ящика від точок почепу був на віддалі 
250 см.

Ці дані дозволяють обчислити висоту підняття ящика від 
пострілу. Як це легко зрозуміти за геометричними даними, вона 
дорівнює :

250 — ]/2502 — 20г =  250 — |/Л 0  • 230 =  250 — 249 =  1 см =  0,01 м.

Робота підняття 2 кгХ0,01 .« =  0,02 кгм — величина зовсім не­
значна порівняно з роботою пробивання. Тому зрозуміло, через 
що число пробитих пластинок в обох випробуваннях було 
однаковим.

Робота пробивання однієї пластинки, як це зазначено вище, 
у нас була 1,2 к гм ; робота пробивання 11 пластинок буде 
1,2 кгм X  И =  13,2 кгм.
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Обидві підставки своїми вирівнювальними гвинтами стають 
в невеликі заглибини постаментів на вишках, завжди в одному 
й тому ж положенні.

Після того, як апарати правильно установлені, приступають 
до здіймання. Один із здіймачів, що є на одній з вишок і ске­
ровує всю роботу, оглядається навкруги, вибирає цікавий для 
нього об’єкт, напрямляє на нього свій апарат, закріплює баран­
чики А і М і оптично сигналізує на другу вишку положення 
свого апарата, показуючи крупно нарисовані цифри й букви. 
Наприклад, при відлічуваннях горизонтального круга А =  63° 
і вертикального / /= 3 0 °  треба, сигналізуючи, послідовно пока­
зувати букви й цифри в такому порядку: А 60, НЗ0. Сигнали 
спостерігаються з другої вишки в гарний бінокль або підзорну 
трубу. При однаковому установленні апаратів оптичні осі їх 
будуть паралельні.

Після деякої паузи керуючий роботою подає сигнал, на­
приклад, махаючи хусткою, і за цим сигналом одночасно прова­
дяться обидва здіймання. Бажано, щоб пластинки в касетах ле­
жали щільно й симетрично; інакше виміри будуть неточні.

III.

Можна розглянути всього 7 поз, або положень, апаратів під 
час здіймання.

П о з а  п е р ша .  Апарати напрямлені оптичними осями в зе­
ніт. Азимут 90°, висота 90°, тобто А =  90°, Н =  90°.

П о з а  д р у г а .  Апарати мають оптичні осі горизонтальні і 
до того ж перпендикулярні до базиса, тобто А =  90°, Н =  0°.

П о з а  т р е т я .  Апарати мають оптичні осі збіжні і до того ж 
звичайно горизонтальні: А =  0°, Н =  0°.

П о з а  ч е т в е р т а .  Апарати мають оптичні осі горизонтальні 
але похилі до базиса: А ^ 0 ° ,  Н =  0°.

П о з а  п’ята . Апарати мають оптичні осі похилі і до того ж 
перпендикулярні до базиса: А =  90°, Н Ф  0°.

По з а  шо с т а .  Апарати мають оптичні осі похилі, але які 
лежать у вертикальній площині, що проходить через базис: 
А =  0°, Н Ф  0°.

П о з а  с ь ома .  Апарати мають оптичні осі похилі і відносно 
базиса, і відносно горизонта: А Ф 0 ° ,Н Ф 0 ° .

Ці 7 випадків перелічуються в порядку (приблизно) їх зро­
стаючої трудності. Ми зупинимо нашу увагу тільки на першому— 
найпростішому, бо на ньому можна з’ясувати самий принцип 
вимірювання, і ще на останньому — найскладнішому, бо з нього 
можна добути на підставі окремих припущень всю решту ви­
падків.

IV.

Звернімося до рис. 64, який ілюструє перший випадок. 
Лівий паралелограм на цьому рисунку в певному спотво­
ренні являє собою фотопластинку, яка лежить на вишці рад*
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ПІСЛЯМОВА.

Вивчивши способи розв’язання наведених у цій книзі задач�
S� подолавши труднощі розгляду їх варіацій, спробуйте поста­
вити собі самостійні запитання.

Не зважайте на те, що спочатку вам будуть доступні лише�
задачі досить елементарні (задачі 14, 15, 16). Не нехтуйте ними,�
дкщо тільки вони дають можливість перевірити добутий ва­
ми висновок на досліді і підтвердити правильність ваших ви­
сновків.

Не нехтуйте також задачами, які здаються, що мають зна­
чення тільки у вузькій сфері лабораторної практики, бо вони�
іноді стоять у зв’язку з важливими технічними проблемами (за­
дачі 12,26) або подіями, на яких концентрується увага гро­
мадськості (задача 27).

Не поспішайте переходити до формальних математичних�
операцій, поки добре не з ’ясували собі зв’язку між особливо­
стями обмірковуваного вами питання і відбиванням їх у складу-�
ваному рівнянні. Навіть помилка в знаці будьякого члена рів­
няння може привести вас до цілком невірних висновків, не�
дивлячись на формально правильний аналіз (задачі 18, 36).

Глибше обміркуйте фізичні закони, на які ви спираєтесь у�
вашому математичному аналізі.

Допомагайте з ’ясувати собі ці закони методом окремих під­
ставлянь. Детальний розгляд окремих випадків допомагає глиб­
шому розумінню і загальних принципів (задача 22).

Приступаючи до експерименту, намагайтесь зібрати якнай­
більший фактичний матеріал, який дозволив би перевірити пра­
вильність ваших теоретичних міркувань і давав би можливість�
говорити про степінь точності одержаних вами результатів�
(задачі 23, 25, 28, 41).

Іноді, можливо, ви вважатимете за краще у ваших матема­
тичних міркуваннях іти скороченим шляхом, відступаючи від�
традиції строго теоретичних курсів, якщо такий прийом підска-�
зується особливостями досліджуваного фізичного явища (за­
дачі 17, 36).

При цьому майте на увазі, що дуже рідко вдається розв’я­
зати питання цілком точно. Дуже часто доводиться вдаватися�
до способу певного спрощення (задача 36), до схематизації, до�
виділення найважливіших факторів і тимчасового усунення фак­
торів другорядного значення (задача 14) і навіть до деякої�
зміни питання (задача 16) і підходити до загального розв’язання�
лише поступово, і після складних обчислень іноді раптово вда­
ється побачити простіший шлях розв’язання, який веде до з’ясу­
вання самої суті питання (кінець задачі 22).

Якщо задача не розв’язується в загальному вигляді, але�
виявляється можливість розв’язати її в першому наближенні,�
це все таки є цінним, бо навіть і наближене розв’язання часто�
задовольняє потреби техніки.

У такій роботі створюються навички самостійного мислення.

�LL



�,"  0� +'-�3����36� (30+�,� # �-0&&0,� .'�-2$%9� (.-�(�� ?2� 3�'<
3%9�630� 4� &'�  �4$"!6:'/'� 3('9D� 3�!'D� # �-0&&0�T�,��2,���;<
 '/'� � �!"#%�

_2� '& 2� #�%(�)2  0�� �� 1"4� + �#"� '3'$!�('� ."&+-23!D9�630 �
$�)� "3�6� .2-2("-+�� �2'-2��; �8� (�3 '(+"(�#��&'.','/'D� 2+3.2I �
-�,2 �%�� �!2� �-2$�� &'$-2� -'#%,"��7� 5'�  2� (3"�  �:"� (�3 '(+� �
,') �� 4�  2'$8"& '� .2-2("-0��� #�� &'.','/'D� $2#.'32-2& 6'/' �
&'3!"&%�� >�!�� ,��2,���+�� .'!0/�9� (� �',%7� 5'� (' �7� #� 3!"( �
	/D3��� �' ��7�9� X �%+�� .-'� .'$"; 2� (�,"-D(�  0� (2!�;� Y�� �"$� �
,') �� $2#.'32-2& ",� &'3!"&)2  0,� .2-23("&;���30� (� �',%7� 5' �
("&&�!6� ("&� �2,!"� &'� >' 10� &'-"( D9� WMP�SOOOOO�+T �� �!27 �
-�#',� #� ��,7� 8"$�� 124� -2#%!6���� %� ,2)�8� (3�� '(!2 �8� .',�!'+ �
(�,"-D(�  0�  2� 9� 1"!+',� ("- �,V� � )2 2-7� 0+�4� #$%&%(�(� ,"3�7 �
#(�;�4 '7� &'$-2� # �9� -'#,"-�  �(� ��)2  07� 0+2� ,'/!'� $� 4'/' �
#-%4 %(����� �-�� ("&+-���"� -%8%� (" 7�$2#� 3%, "(%7� (�# �;��6� .-'<
/� � ,'3�%� ("&� .-'$ '/'�  �(� ��)2  0� "� .2-23("&;��630� (� �',%7 �
5'� 124� .-'/� �  2� .2-2(�5%9� /-� �1"7� (3�� '(!2 '*� .-�+��+'D� �
�!2� 8�'� )� 3�� 2� $2#.'32-2& ",� &'3!"&)2  0,� # �8'&����  �(� <
��)2  07� 0+2� -%4 %9� $%&"(!DV� �"$�� ,'3��� $%&%D�6� &!0� �'/'7 �
5'$� *8� -%4 %(���V

�("&3�� (�& '7� 5'� $2#.'32-2& ",� &'3!"&)2  0,� �-2$�� (�# �<
;���� (� !�$'-��'-"*� !�:2� &20+"� 3��!"7� 0+"� 8�-�+�2-�#%D�6� ,��2<
-"�!� .-�� -"# �8� &2='-,�1"08�� �'!�� )� #-�#+�� ,��2-"�!%� (�.-'N �
$'(� "7� (3D� -2:�%� .��� 6� .'(� 2 � -'#(�0#���� �2'-2��; �4 �
-'#-�8% '+7�0+�4�#�$2#.2;%9�#�.�3� ,"1 '3�"�(�3.'-%&)2  "�


