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ПЕРЕДМОВА ДО УКРАЇНСЬКОГО ВИДАННЯ

Курс з аналітичної геометрії востаннє видано 1916 р., а 
тому бажаних змін і доповнень, а також нового матеріялу 
запроваджено не багато.

З цього видання довелось усунути вступ історичного й 
елементарно-геометричного характеру, а також увесь § 1 
вид. 1916 р. про лінійні Гільбертові аксіоми, аджеж є пов­
ний російський переклад Grundlagen der Geometrie, то й 
немає потреби давати ці аксіоми. Щоб не збільшувати роз­
міру книги, в другій частині (анал. геометрія в просторі) 
викинуто: Х-й розділ—поверхні 2-го порядку, як лінійчаті, 
ХІ-й розділ—визначення поверхень 2-го порядку за даними 
умовами. Та дещо запроваджено й нового, а саме: доповнен­
ня в 1-й частині до розділу про загальні властивості кри­
вих другого порядку, доведення Паскалевої і Бріяншонової 
теорем тощо, а також додано 59-й параграф „Теорія ко­
реляцій (взаємних перетворень)“. У другій частині вставлено 
новий § 22 і, крім того, змінено виклад § 26-го про дотичний 
до сфери конус.

Наприкінці подаємо, за Kötter-ом, короткі історичні вка­
зівки про час відкриття тих чи тих властивостей поверхень 
другого порядку, що далеко менше відомо, ніж історія ко­
нічних перерізів.

Перед загальним викладом аналітичної геометрії на пло­
щині подано в курсі льонґіметрію, тобто, як визначати по­
ложення точки на прямій і деякі твердження, що виплива­
ють з цього. Але, читаючи вперше, цей розділ можна про­
минути, почавши вивчати курс безпосередньо з § 2-го.

У курсі широко вживається як позначень, так і власти­
востей детермінантів (визначників). Гадаємо, що теорія де­
термінантів уже відома читачеві. Проте, в аналітичній ге­
ометрії доводиться користуватися лише детермінантами 2-го 
і 3-го порядків.
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Якщо координата А є ОА — х', а координата В є ОВ — х",
то __

АВ =  х" — х',
В А — х' — х " .

Це саме правило чинне й тоді, коли А і В містяться по 
різні сторони від початку О, наприклад (рис. 2):

А ’А — а — (— а) — 2 а.
Звичайно, щоб дістати ці х' і х", відповідні до точок А  і 5» 

треба виміряти ОА якоюсь одиницею довжини (відтинком 
[0,1]).

Ангармонійне відношення. Хай дано три точки: А, В, С. 
Узявши А і В  за основні, а С за третю змінну, розглянемо, 
як зміняється значіння відношення:

АС& ■ ВС
коли С взяти в різних місцях прямої. Якщо координату С 
позначимо х, а координати А і В відповідно х' і х", то

АС х  — х'
к — ВС — х  — х"

Хай х"^>х'. Тоді при С =  0 і к — 0,

якщо С є середина А В , то & = — 1, х=

С ~  В к — — оо, 
С ЕЕ оо к =  -)- 1.

х ' х"

—оо О А  С В +оо

Рис. 4.

Візьмім чотири точки і складім подвійне відношення;

„ _  АС . А О .
А~~ ВС : ОВ ’

якщо О А =  х', ОВ =  х'г, ОС =  х  і 0£> =



з

то
. _ х — � 	  _ �	�  — � 	� ! " �  — � #) "�	�  — ���

��� $�� ���  • ���  — � � � " � �% & � � "�'���� ' ) '

Це й є так зване а н г а р м о н і й н е  в і д н о ш е н н я .
Чотири точки можна комбінувати в подвійне відношен­

ня 4 ! =  24-ма різними способами.

��� �(
Якщо ££) =   ̂— (���) ), то очевидно, що "��(�  =

� * � ��  1 _  1=-г-; подібно до цього (�������  —� � � �  
Звідси:

Хай

X' =  (.�����

"�����  =  X =  "���)��

��  — � 	  , �	�  — ��� ���  — �	�� "���  — $�

Т О Д І

Х +  )/:

+,� — х ’ �	�  — х  -��	  — � 	�� "��  — ��  

"$ — х') "� '  — ���  — (х" — х') -��  — X)

1

"�  — ���� "��	���� 	�� �

!  (х' — $�  -І- ��  — � ��� "�	�  — X +  X — ���  — "������ 	��"�	�  — х)
(х — ���� "��	���� 	�� �

(X — х") (л'" — ���  +  ���  — х') (х — х")
— (х — х")(х'" — х')

тобто
X, =  1 — X.

Переглядаючи всі комбінації, ми дістаємо шість значінь 
ангармонійного відношення:

1 А, 1 - , 1
�	�� �� �� �� �� ��� �� �� �� �� �� — 1

Цікавий і визначний окремий випадок, коли X =  — 1 
У цьому разі відношення зветься г а р м о н і й н и м .  
Шість значінь ангармонійного відношення зведуться тоді 

лише до трьох:
�
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також: _______________
2 A ASD  =  A D . S / j  — AS. SD  sin ASD,
2 Д  BSD =  B D .SH  — BS. SD  sin B SD .

Звідси:
AD A S  sin ASD
BD BS 'sinBSD '

Таким чином,
AC AD  sin ASC  sin ASD  
~BC:BD sin BSC :sinB SD ‘

Ангармонійне відношення чотирьох точок дорівнює 
ангармонійному відношенню чотирьох променів (півпрямих), 
що сполучають ці точки з довільною точкою площини.

Якщо наші промені перетнемо ще будь-якою прямою, 
то матимемо знову чотири точки А', В С  і П  з тим са­
мим ангармонійним відношенням.

Якщо уявити, що друга пряма злилася з першою (цього 
можна досягти, обертаючи її, наприклад, навколо їхньої 
точки перетину), то цією операцією ми від чотирьох точок 
А, С, D  перейдемо до чотирьох точок тої самої прямої 
і з тим самим ангармонійним відношенням.

Якщо обмежитись лише нашою прямою, то й тут можна 
довести незмінність ангармонійного відношення від деяких 
операцій.

Якщо змінити початок, узявши за нього, замість точки О 
іншу точку О’ (0 0 ' =  а), то дістанемо: х  =  х г -j- а.

�

О О' А
Рис. 6.

Віддаль двох точок при цьому не зміняється: 

х ’ — х  =  (х?і ~\-а) — (лгі +  й) = х \  — хг.

Якщо, зміняючи початок, змінити ще й н а п р я м ,  тобто 
вважати х  за додатні не праворуч, а ліворуч, то віддалі 
змінять знаки, але п р о с т і  в і д н о ш е н н я  не  з м і н я т ь с я  
і з б е р і г а ю т ь  з н а к .
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П р о с т і  в і д н о ш е н н я ,  т о б т о  в і д н о ш е н н я  д в о х  
в і д т и н к і в  п р я м о ї ,  не З МІ НЯ ЮТ Ь С Я  При ЛІ НІ ЙНО'  
му п е р е т в о р е н н і .

Якщо
� �� �� F G E���

то

$
Звідси:

E� 2 — п "F��H
E���� ���"$ ��� $ *)•

Хл Ха F � E F �
� .‘'З Хі  л 3

Так само й ангармонійні відношення чотирьох точок 
прямої: в о н и  не з м і н ю ю т ь с я  із з м і н о ю  с и с т е м и  
к о о р д и н а т  на п р я м і й .  Навіть більше: а н г а р м о н і й ­
не в і д н о ш е н н я  ч о т и р ь о х  т о ч о к  не  з м і н я є т ь с я  
п р и  н а й з а г а л ь н і ш о м у  л і н і й н о м у  п е р е т в о р е н н і :

� F � �

FI�� �F �

� F E� �
Справді, тоді

. _ { А Х '  +  В)(СХ +  П) ( АХ+В) ( СХ'  +  0 )  
СХ' - [ -  / } )  (СХ + О)

"�4 + � � � � � "F � F 	� 	
� " � F 	�� �� � �"�F�� ���  ’ 

�  — ��� F �� �F 	� �F�� � �� 	
�E

�	�
E�J	
E� �

F �� �F�� �F	�� �� �  
F�	�� �F �� �F�EDE��

$	

$

F�	���F�� �F	  +  �  

F � F �� F	��� �F 	
E$	� 	�  # $� F �� �F�� 	�$� $�

Тут ми використовували з а г а л ь н е  л і н і й н е  (д р о ­
бо в е )  п е р е т в о р е н н я .  При такому перетворенні кожна 
точка �  прямої підпорядковує іншу точку $  тої самої (або 
й іншої) прямої так, що координата $  зв’язана з коорди­
натою �  першої точки рівнанням:

� �EDE�
FE�

��  4-А
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734�� =4\37A;AL;>@� A2B� \:7�E::;I7l

СХх +  О х -\-А Х  + В = �/ � X� Z

J�� :7A=7I;�� \A2B>;l
А Х + В

х ~  с х + о

)4N:7� <� 4I6E�4� 643;G;� G7IE� =E6EGA46E::C�� D4� A>G7:4���
A�C]� =4�2N� G49I7�;� =6C�4J� = 6 4 E I G ; A : H � 734� 5 4 � 4 O
5 6 7 8 2 9 : H� A2B=4A2B:2>G@�

�49?2� х,� B4A2�@:4� 4367:2<�� A2B=4A2B7]� G49I7�X � A2B� :EJ��
A\757�2�� A2B�2::7�

��E� �4N:7� =4>G7A;G;� =;G7::C�� 9;� ]� G7I2� G49I;�� D4� \32O
57pG@>C� 2\� >A4J�;� A2B=4A2B:;�;�� ��C� :;M�Х  — х.

�2A:7::C� X�Z� B7]l

 � l� �} �X��} �xZ�w�} �� �u �/ �

�GNE�� �;� B2>G7]�4� BA2� G49I;�� D4� 4B:7� 4B:2<� A2B=4A2O
B7pG@� H� =64]IG;A:4>G2�� A>G7:4A�pA7:2<� 62A:7::C�� X�Z�� �E�
= 4 B A 2 < : 2 � G 4 9 I ;� =64EIG;A:4J� A2B=4A2B:4>G;�

V7� A�7>G;A4>GC�;� IA7B67G4A454� 62A:7::C� ?2� I46E:2� 3HBHG@�
B2<>:2� 2� 62\:2�� I4�;

X��} �xyZ��T� Q �  y / �

�4:;� 62A:2�� CID4� ?E<� A;67\�u �/�� 2� HCA:2�� CID4�A 2 : † / �
V7�EN:4� A2B� ?@454�� 64\62\:CpG@� G6;� G;=;� =64]IG;A:4J�

A2B=4A2B:4>G;� X54�456782JZ�
&:A4�p?2C�� VA464G:E� =E6EGA46E::C� A\757�2� 62\:;G@>C� A2B�

=6C�454w� 2:7ILEl� CID4� G49?2�х г� \7� X�Z� A2B=4A2B7]� G49I7�Х г,�
G4� G49?2�Х х� A� G4�H� >7�4�H� =E6EGA46E::2�X�Z� A2B=4A2B7]�CI7>@�

� � � � ��2:L7� G49I7� СХг +  А >� A\757�2� A2B�2::7� A2B�х х.

*43� ?2� G49I;� \3257�;>@�� G6E37�� D43� X�Z� 3H�4� >;�EG6;9O
:E� D4B4�х � 2�X,� G43G4�� D43� A4:4� :E� \�2:C�4>@�� I4�;� �;�
=E6E�2>G;�4�х � 2�X � 4B:E� :7� �2>?E� 4B:454�� ��C� ?@454� B4I4O
:E9:4� <� B4>G7G:@4�� D43

А =  В
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Рівнання (1) в цьому частковому випадку матиме вигляд:

СХх +  А (Х -у х ) - \-В  =  0. (2)

Така відповідність має назву і н в о л ю ц і й н о !  в і д п о в і д ­
но с т и або і н в о л ю ц і ї .

Тут не лише
А хА -ВХ  =

а и навпаки
Сх +  А 

А Х А -В
С Х ^ -А

Розгляньмо чотири точки: точку х ,  відповідну їй інво-
. ц /0ч А х А~ В , . „ . . .люцшну (2), точку — ^  1 п о д в і й н і  ТОЧКИ ц і є їСх +  В

і н в о л ю ц і ї :  

А-  А * — в с  =  —  А- ’ Де А=^2—в с .

Складім ангармонійне відношення цих чотирьох точок* 
обравши за основні подвійні точки

(  А , У л \  (  А , У 2 \  Ах-А  В
х ~ \ - С + 1 Г )  7 \ - с + - с ) - с ^ А

(  А V Л У  (  А У  А \ Ах А'В
Х \  С С І \  С С )  В х + А

або, помноживши чисельника й знаменника першого відно­
шення на С, —  а другого на С (Сх-{- А ) ,

(.4 +  Сх) — У  А . А -У ~ А (С хА -А ) #
�� �	 �� � � � � � � � �  Л у У Д {С х -\гА ) '

або, скоротивши друге відношення на У  А, матимемо:

�� � �������� � � �� � �	 ����	 �� � �
(Сх +  А) +  У~&' (Сх +  А) +  У  А



�

Пара точок, взаємно відповідних в інволюції, утворю­
ють з двома точками цієї інволюції чотири гармонійні 
точки. Цю теорему можна довести простіше, якщо за по­
чаток лічби (початок координат) узяти середину віддалі 
між подвійними точками (так званий ц е н т р  і н в о л юц і ї ) .  
Тоді �  =  0, і рівнання (2) м а т и м е в и г л я д :

�F��� �� � � �
;

Отже, тепер подвійні точки +  | /  — £, і ангармонійне 

відношення набирає вигляду:

§ 2. Визначення положення точки на площині. Система 
прямокутніх координат.

Якщо точка лежить на площині, то визначити її поло­
ження однією координатою вже не можна. Але є способи — 
і досить різноманітні — визначати положення точки і в 
цьому разі. Найбільш поширені:

Координати прямокутні (Декартові) *). Візьмім дві вза­
ємно перпендикулярні прямі і їхню точку перетину �  
вважаймо для обох прямих за по­
чаткову точку (початок координат)
(рис. 7). Щоб було зручніше, коор­
динати на першій прямій (гори­
зонтальній) позначатимемо х, а на 
другій (вертикальній)—K� а прямі 
зватимемо відповідно: �F  і �2�
Щодо знаків, то умовмося на 
першій прямій вважати за додат­
ний напрям праворуч, а на дру­
гій— догори. Якщо задати для х і K цілком певні значіння 
� " � �P�����  і у (— �Q������  то на осях �F  і ��2  дістанемо

* � �'(?�-'@0/(� 6� 5-��&/(� ����� �%�(D� &-.�(�� BL�
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=6C�;M� A;\:79;G@>C� G49I7�М � 734l� G49I7�М � A;\:797]G@>C�
BA4�7� I446B;:7G7�;� х  — а, у  — Ь,� 2� \7� G7I454� A;\:79E::C�
A4:7� ]� ]B;:7� �4N�;A7�� �7A=7I;�� CID4� G49I7� М � B7:7�� G4�
=64A4B;�4� 9E6E\� :EJ� =6C�2�� =767�E�@:2� B4� 4>E<�ОХ � 2�ОУ,�
2� ?2� =6C�2� A;\:797pG@� :7� 4>CM�ОУ� 2�ОХ � G49I;� Р � 2�N � \� I4O
46B;:7G7�;� у  — Ь� 2�х  =  а,� 2� ?2� G49I;� ]� ]B;:2� �4N�;A2�

V�A�7>G;A4>G;� =767�E�@:;M�=6C�;M� �Ш =  ОР�2�РМ  — ОХ,�
G43G4�� CID4� :7� =6C�2<�ММ� AA7N7G;� \7� =497G4I� G49IH�М,�
G4�ЫМ,� I446B;:7G7� G49I;�М � A2B:4>:4�М,� B462A:p]�I446B;O
:7G2�Р � :7� ОУ� A2B:4>:4�О.� �� CID4� :7� =6C�2<� РМ � AA7N7G;�
\7� =497G4I� G49IH�Р,� G4� I446B;:7G7� G49I;�М � :7� РМ � A2BO
:4>:4� Р � B462A:p]� I446B;:7G2� G49I;�N � :7� ОХ � A2B:4>:4�О.

�GNE�� CID4� G6E37� :7� =�4D;:2� A\CG;� G49IH�� D4� �7]� I4O
46B;:7G;� A2B:4>:4� 4>E<�ОХ � 2�ОУ: х  — а� 2�у  =  Ь,� G4� B2>G7G;�
?p� G49IH� �4N:7� <� 2:L;�� =46CBI4��� 7� >7�El� 3E6E�4� :7� О Х �
G49IH�N � G7I�� D43� JJ� I446B;:7G7�ОЫ — х � B462A:pA7�7�а.�
'E6E\� G49IH�N � =64A4B;�4� =6C�H��=767�E�@:H� B4� 4>2�У,� 2� :7�
?2<� =6C�2<� A2BLHIH]�4� G49IH�М � G7IH�� D43� JJ� I446B;:7G;�
A2B:4>:4�Ы,� G43G4�АГМ,� B462A:pA7�;� Ь.� V64\H�2�4�� D4� ?E�
G7� >7�2>2:@I7�G49I7��D4� �;� �7�;� JJ� 67:2L�� �34� DE� �4N:7� :7�
4>2�ОУ�H\CG;� G49IH�Р � \� I446B;:7G4p� ОР� A2B:4>:4�О,� D4�
B462A:p]� Ь,� =4G2�� =64AE>G;� 9E6E\�Р � =6C�H�� =767�E�@:H� B4�
4E2�ОХ,� 7� ANE� :7� ?2<� =6C�2<� H\CG;� G49IH�М � \� I446B;:7G4p�
РМ � A2B:4>:4�Р,� D4� B462A:p]� а.� V:4AH� G7I;� B2>G7:E�4�
G49IH� \� I446B;:7G7�;� х  =  а� :у  — Ь.� �2>@�ОХ � \AEG@>C�A 2 > @ �
2 I > 2 A� XC�2AZ� 734�A 2 > @ � 7 3 > ? ; > �� 7� A2>@�ОУT XA2 >@� 2 5 6 E O
I2 A � 734� A 2 > @ � 4 6 B ; : 7 G �� V:7I� I4N:4J� \� I446B;:7G� =4I7O
\H]�� A� CI4�H� :7=6C�2� G6E37� JJ� A2BI�7B7G;� :7�A2B=4A2B:2<�4>2�

�ID4� G49I7� �EN;G@� :7� 4B:2<� \� 4>E<�� G4� I446B;:7G7� =4�
?2<� 4>2� ]� A2BB7�@� G49I;� A2B� =497GIH� I446B;:7G� \� A2B=4A2BO
:;�� \:7I4��� 7� B6H57� I446B;:7G7� B462A:p]� :H�EA2�

�ID4�� :7=6��� A2\@�E�4� G49IH� N � :7� 4>2�ОХ,� :7� A2BB7�2�
ОЫ =  а,� G4B2�х  =  а.� *4NB4� у ,� G4� A4:7� ]� A2BB7�@� A2B�N � =4�
=6C�2<��D4� =64M4B;G@� 9E6E\�N � =767�E�@:4� B4� 4>2�ОУ,� 7� ?C�
A2BB7�@� ]� :H�@l� H�u �/�� +B;:7� G49I7�� D4� �7]� 43;BA2� I446O
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динати в цій системі осей ОХ  і ОУ, що дорівнюють нулеві, 
це точка О — початок координат.

Системи осей ОХ  і ОУ скорочено позначають: система 
осей ХОУ. Вона поділяє всю площинула чотири частини,— 
на чотири чверті (квадранти) або кути. У перший чверті, 
утвореній додатним напрямом осей ОХ  і ОУ, містяться 
точки, що мають обидві додатні координати; у другій, об­
меженій додатним напрямом осі у -к ів  і від’ємним — осі 
х - ів ,  містяться точки з від’ємними абсцисами й додатними 
ординатами; у третьому куті, обмеженому від’ємними на­
прямами обох осей, обидві координати від’ємні, а в четвер­
тому, обмеженому додатним напрямом осі х - ів  і від’єм­
ним— осі у- ів,  абсциси додатні, а ординати від’ємні.

§ 3. Основні задачі в прямокутніх 
координатах

Розв’яжемо за допомогою цієї 
системи кілька задач.

Задача 1. В і д д а л ь  п о м і ж  
д в о м а  т о ч к а м и .  Хай точка А 
має координати х1 і у 1( а точка 
В — координати ха і у2.

Проведемо через А і В прямі, 
паралельні до осей. Вони перетнуть 
вісь ОУ у точках і ЛА2, а вісь 
ОУ— у точках Р х і Р2 і утворять прямокутник АСВй  з дія- 
гоналею АВ  (рис. 8).

Л 52 =  АО2 +  Ж >2 =  АС2 +  СВ*.
Тому

АО  =  СВ =  Л̂ ЛА, =  ха — х х.
Але __  ___

АС — ИВ  =  РхРй = у 2 —у,.

Отже, шукана віддаль ^ визначиться рівністю:

=  (ха —  Хі)* +  (у, —Уі)2. (1)
Звідси:

(і =  +  У (х, — х х)2 +  (у2 — у і)2.
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Подвійний знак відповідає різним напрямам віддалі: або 
+� є ���  тобто віддаль від �  до ��  або, навпаки, "�� �� ���  
тобто віддаль від �  до ��  Звичайно за віддаль поміж двома 
точками вважають абсолютну величину цієї віддалі і тому 
перед коренем беруть лише знак .

Задача 2. В і д д а л ь  т о ч к и  в і д  п о ч а т к у  к о о р д и ­
нат.  Це окремий випадок попередньої задачі. Хай � /� K % 
є координати точки ��  Якщо провести прямі � Q DD� F і 
�PDD�2�  то ��  буде діягоналею прямокутника �Q�P  
(рис. 9) і гіпотенузою прямокутнього трикутника �P��  Ка­

тети �P  і �Q  є і K / тобто коор­
динати точки ��  Звідси, позначивши 
віддаль точки від початку  �  маємо:

 I�� �� I � 2�I  (2)
і

г +  К ^ + Х і
«V*"Ш

5  ™ Звичайно береться абсолютне зна- 
Рис. 9. чіння цієї віддалі, тому треба корінь

брати лише із знаком -[-.
Задача 3. К о о р д и н а т и  с е р е д и н и  в і д т и н к у .  Хай. 

знову координати точки �  і �  є 
відповідно � г , K   і � ��� K ��  Треба 
визначити координати точки T — 
середини відтинку ���

Проводимо Q�� DDQ 3T DDQ %�DDF �
І �2  (рис. 10). 
�T  =  T��  то 
Q�Q��� �Q�Q �

і
З того, що

P�P�  =  P3P�  і =  П/Я , ЯК

відтинки, утворені паралельними 
прямими на прямих � �  та �F  з 
одного боку і ��  та Q2— з дру­
гого. Отже:

Звідси:

� ����� %� �  �� �� ��

Хо �2 �� 2 U�K ��

������ хг -|- х2; ‘̂ Уа—УїЛ'Уі
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Рис. 11.
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і

Так само знайдемо

лг0 = тха — пх1
т — п

ту а — пу, 
т — п

(4,)

(42)

б) Шукана точка С лежить на відтинку АВ між Л і 5. 
Віддаль С від А і В  відкладаємо в протилежних напрямах, 
тому їхнє відношення буде від’ємне:

а що

то

і

Звідси:

АС_ т
ВС /Г

АС _ Р ХР \
ВС N,N '0 Рг Р ’

х0 — х г_ т
Х0-- -*2 п

т (х0 — х2) -{- п (х0 — Ху) == 0 .

_  /пха +  «х,
Х° ~~ т -\-п

Так само знайдемо, що

.У« =
ту2-\-пу1 _

т -\-п

(5і>

(5,)

Поділім у правих частинах (4 ^ 4 ^  і у (5Х, 52) чисель-
т ,ника і знаменника на п і позначмо —  — к;п

дістанемо:

х 0--=х, +  кха
1 к Уо Уі +  Ьу*

1 -ь  &

Дві пари формул можна сполучити в одну:

х = *1
1

— кХг
— к ’ У Уі — Ьу*

1 — к ’
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якщо для /г надавати не лише додатні, а й від’ємні зна­
чіння. При всіляких значіннях �  ці формули дають коор­
динати точок на тій прямій, що сполучає дві дані точки. 
Кожній точці цієї прямої відповідає цілком певне значіння ��  
що є відношення її віддалей (з відповідними знаками) від 
двох даних точок; і, навпаки, кожному значінню Л відпо­
відає цілком певна точка прямої.

Якщо точка міститься між �  і ��  то �  від’ємне; для �  
воно дорівнює нулеві, для середини поміж �  і �  — ���  — 1, 
і з наближенням до �  воно зростає своєю абсолютною ве­
личиною, а для �  обертається на — оо.

Переміщуючись по прямій да­
лі за �  в тому самому напрямі, 
зустрінемо точки, що для них �  
додатне, і що ближче точка до �  
то більше буде �D зменшується 
воно, коли віддалятися від �  
до 1.

Задача 5. П л о щ а  т р и к у т ­
н и к а  за  к о о р д и н а т а м и  
й о г о  в е р ш и н .  Хай дано три 
точки ��� �  і �  з координатами 
�  �� K  ]� �  �� Уі \ -*з. 2�E Якщо проведемо

�N  ̂  |] ��;_  �� �P_ 1| �2�  
то

площа �����  пл. P��P �  — пл. Л^АСАЇд— пл. _̀��P  
або

� �Y � \  (Уі+Уї) (х2~ -хі)�$ �\  (У і-У і) �7V.$$V(:�$ �\  ІУз+Уз)� Y

Y � Сх2�$ �X,)�Z �у ,  (хв�$ �X,)�Z �� !� "#$�� $ �х2)

або

Y �H [ ) � (уз ~ Х2)Z х2 (уі - у ь)�Z �V+�Су2 -  хі)

Якщо трикутник у такому положенні, як на рис. 13, то 
навпаки:

Д  �����  пл. А^ЛСЛ^ 4- пд. Л^СЩ , — пл. Л/і��P а.
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а) коли значіння у х зростають за тим самим порядком 
або навпаки — зменшуються, тобто або .Уі < y s < у 3, або 
У і ^ У з ^ У в  > і

б) інші можливі випадки. В останньому випадку проведемо 
через точку, що має середню на величину ординату, пряму, 
паралельну до осі абсцис, а через точку із середньою на 
величину абсцисою також пряму, паралельну до осі орди­
нат; їхня точка перетину лежатиме в середині трикутника 
(на рисунку точка D). Маємо:

пл.АВС — пл. � � � 	 ��� � � � � 	 � �� �� ��

Але
пл. ABD  =  пл .EBD, 

пл. ADC  =  пл./D C , 

і таким чином

пл. ABC — пл. EDB -f~ пл JB C .

А що

Д  EDB — х і) (Уз— У і)

ї

Д  JBC 2 ' xù  (У з У і) »

то, якщо винесемо в другому доданку з першого чинника 
за дужку знак мінус, дістанемо:

&АВС-- (*»—Х і)  (у *  — У ь ) ~ ( Х з  —  *«) ( у2 —уг)]
Щождо першого випадку, то тут точка D  лежить поза 

трикутником, і ми матимемо:
пл. АСВ =  — пл. ABD  4~ пл. BDC-f- пл. ACD

або
пл. ABC — пл. ABD  -j- пл, BCD — пл. ACD

але, якщо додержувати правила щодо знаку площі то ви­
раз дістанемо той самий.
2 . Сінцов. Аналітична геометрія
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Зазначмо ще окремий випадок, коли один з вершків 
трикутника лежить у початку координат, наприклад, � �  =  
—У-і =  0; з формули матимемо:

Д  � � �  =  у  ^ 2-Уі ~

Ум о в а ,  щ о б  т р и  т о ч к и  л е ж а л и  на о д н і й  пря-  
м і й. Якщо три точки лежать на одній прямій, то площа 
трикутника, утвореного цими точками, дорівнює нулеві. І, 
навпаки, площа трикутника може дорівнювати нулеві лише 
тоді, коли два його вершки зливаються або коли третій 
вершок лежить на тій прямій, що сполучає дві перші. 
Отже шукана умова є *

� � � Ух� �

Уч� � � � � � �

х3 Уз� �
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	��
X У �
Хх Ух �� �

Х2 У» �

бо в цьому випадку площа трикутника, утвореного трьома 
точками, дорівнює нулеві. Узявши другий вигляд формули 
для цлощі трикутника, дістанемо те саме рівнання у ви­
гляді :

х  —  У  ~ У х  = 0
� �� � � � �  2 � �

або
(х — х2) �����	 � ��  — (х3 — х г) ( у  	 � ��  =  0

Можна дістати рівнання прямої, що проходить через Дві 
точки, і інакше, не користуючись із формули для площі 
трикутника.

Можна використати виведені формули для координат 
точки, що лежать на прямій, поділяючи її в даному відно­
шенні к.

хг — &х3 �� � � � �	 �� � �

Х — Т = Г ’ у — Г = Г

Ці формули прн всіх значіннях к дають точки прямої, 
що проходять через дві дані точки, тому можна визначити 
координати всіх її точок.

За змінною й ці формули можна розглядати, як рівнання 
прямої в так званій п а р а м е т р и ч н і й  фо р мі .  Щоб ді­
стати рівнання в звичайній формі, треба „виключити“ па­
раметр к, цю допомічну змінну.

Для цього розв’яжемо кожну з двох різностей відносно 
к. Матимемо:

х — X}_ — � � �  — � �  _  — �
х 2— Х| 1 — к ’ у 2— Уі 1 — к

А що в обох рівностях значіння к те саме, то для всіх 
точок прямої, що сполучає дві дані точки,

У  — Ух _ х  —  Х і

Уг—Ух х 2 — х 1
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Ця рівність відбиває ту властивість точок ��� ��� �  пря­
ної (рис. П), то Д  ЛСД  подібний до Д  ЛВД, бо, справді, 
з цього виникає:

� � � ��  
�� � ��"

а коли ці пропорції подати в координатних символах, то 
це й буде наше рівнання.

Воно набирає надзвичайно простого вигляду, якщо дані 
точки лежать на координатних осях; справді, хай � �  =  й, 
K   =  0, K ���  0, Kі =  ��  Рівнання тоді буде:

K � �  — �  
�  � �

або

Не подаючи докищо інших, вартих уваги, виглядів рів­
нання прямої, ми зупиняємось на виводі рівнань деяких 
інших ліній і передусім виведемо р і в н а н н я  кола .

2. Безпосередньо визначаємо, що квадрат віддалі точки 
(� �� K�  від точки (а, ��  є дана величина г2:

"�  — ���  -(- "K — f�_  — г2 =  0

Це рівнання, що його справджу­
ють усі точки цього кола, і лише 
вони єдині.

Хай, далі, центр кола зіллється 
з початком координат. Як відомо, 
перпендикуляр із точки кола на ді­
аметр є середнє геометричне поміж 
відтинками діяметра:

� 7 �

У

тобто
у  =  (х +  г )(г --х )
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B 2 G @ � 5 E 4 � E G 6 ; 9 : E � 2 > � �
?E� G 4 9 4 I � � 6 2 A : 4 A 2 B B 7 � �
� E : ; M � A 2 B � B 7 : 4 J � = 6 C O
�4 J � 2� B 7 : 4 J � G 49 I ; �

�2BB7�@�G49I;�М �A2B�=6C��
а,� 7� A2BB7�@� A2B� G49I;� ��4J� ]� =E6=E:B;IH�C6� $QX’�u �MQ�

МР =  У  ( х - а у 2- у у \

V7� H�4A4p� \7B792

XM�ˆv7Z��u �XM T�=Z�} # ��� 734� у 2 — 4ах�T�

?E� I6;A7�� D4� �7]� :7\AH� = 7 6 7 3 4 � 2 �
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4. П р я м а  с т а л о й  д о в ж и н и  а-{-Ь с п и р а є т ь с я  
с в о ї м и  к і н ц я м и  на д в і  в з а є м н о  п е р п е н д и к у ­
л я р н і  пр я мі .  З н а й д і т ь  г е о м е т р и ч н е  м і с ц е  т о ч к и

. ■ ■ аМ, що  п о д і л я є  п р я м у  в в і д н о ш е н н і - ^

За умовою MB  =  b ; МА =  а , 

якщо /_ M B M = t,  то /_ МАР — — t

M N = y  =  sin t, MP =  x  =  a c o s t
Виключивши t\ дістанемо:

� � � � � 2“ С08’ <+5іп“< = 1
Ця крива є е л і п с а .
5. На  п р я м у  АВ  ( п о п е р е д н я  

з а д а ч а )  с п у с к а є м  о п е р п е н д и ­
к у л я р  і з  п о ч а т к у  к о о р д и н а т ;  
й о г о  п і д о ш в а  Q о п и с у є  к р и ­
ву,  що з в е т ь с я  „ ч о т и р и л и -  
с т к о в и й  в і н ч и к “

/_ QOB =  -^ t

х  =  OS =  OQ sin t  — OB sin2 t 

у  =  ОТ --  OQ cos t  — OA cos21 

OA =  (a -f- b) sin t ; OB =  (a-\-b)cos t
Отже

x  =  {a-\-b) sin21cos t \  у  — (a -f-6) cos21 sin t
Звідси:
x2-j-y2 =  (a-f-^)2sin2^c°s2ii, xy =  (a-j-b)2 sin3 £ cos3 / 

і таким чином шукане рівнання

(х2 -j-y2)3 — (a -(- Ь)г х гу 2

Цими прикладами ми докищо й обмежимось і перей­
демо до систематичного викладу застосований методи ко­
ординат, до вивчення прямої, кола і конічних перерізів,
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тобто ліній, що визначаються рівнаннями 1-го й 2-го сте­
пеня. Ці лінії важливі й цікаві не лише тим, що їм нале­
жать визначні властивості, а й тим, що з них користаються 
в прикладній математиці. Але вони становлять майже ви­
ключно зміст’ звичайних курсів аналітичної геометрії на 
площині з тих причин, що, визначаючись у Декартових ко­
ординатах порівняно нескладними рівнаннями, вони най- 
придатніші для того, щоб на них показати суть ме­
тоди координат, як способу вивчати властивості геометрич­
них образів. На них бо досить просто можна з ’ясувати, 
як с а м е  властивості кривої випливають із її рівнання; з 
рівнання, так би мовити, можна „вичитати“ властивості 
кривої, і, таким чином, стає зрозумілим, чому ми, виявля­
ючи властивості кривої, заміняємо криву на її рівнання.

)./�0�1/� r�� +�0�1�rrs� .�4r�rX� �./4/��
1) Геометричне місце точки, сума віддалей якої від двох 

даних точок величина стала, є еліпса.
Віддаль між двома точками хай дорівнює �+ ; дана стала 

величина �����+�  Координатні осі обираємо так, щоб ко­
ординати даних точнк (+ с ,  0). Якщо покласти а2— +  ����[  
то рівнання кривої #2х2 -}- �CK� =  а*й2.

2) Геометричне місце точки, що ріжниця її віддалей від 
двох даних точок (-{- +� 0) і (— +� 0) величина стала 2�  <  �+�  
є гіперболи. Якщо покласти ��  -}- +� =  ���  то рівнання кри­
вої й2л2 — ��K	����������

3) Геометричне місце точок таких, що добуток їхніх 
віддалей від двох даних точок є величина стала ( =  а2), 
рівнання (х2E-EK�4 -е2)2 — 4с2х3— с 4 = 0 .  Якщо ����+ �  то 
крива зветься лемніската.
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Пряма лінія

^� ��� �2\:2� A;B;� 62A:7::C� =6C�4J

��� �6C�7�� =767�E�@:7� B4� 4>2� I446B;:7G�� �ID4� =6C2�7�
=767�E�@:7� B4� 4>2�у ���2A�� G4� A>2� JJ� G49I;� 4B:7I4A4� A2BB7�E:2�
A2B� 4>2�� 07<� ?C� A2BB7�@� B462A:p]�а.� �4B2� B�C� A>2M� G494I�
=6C�4J� 73>?;>7�х  — а.� �GNE�� х  — а� ]� 62A:7::C�� D4� <454�
AB4A4�@:CpG@� H>2� G49I;� =6C�4J�� =767�E�@:4J� B4� 4>2�у - 2A�T�
?E� ]� 62A:7::C� :7L4J� =6C�4J�� V4I6E�7� 62A:7::C� >7�4J� 4>2�
у ���2A� ] M �u �/ �

�49I;� =6C�4J�� =767�E�@:4J� B4� 4>2�х - ів , � CID4� A4:;�
A2BB7�E:2�A2B� :EJ� :7�Ь,�H>2� �7pG@� 46B;:7G;�у  — Ь.� �4�H� у  — Ь�
]� 62A:7::C�� D4� <454� AB4A4�@:CpG@� H>2� G49I;� G7I4J� =6C�4J��
V4I6E�7�у  —�/� ]� 62A:7::C� 4>2� � �2A�

��� �6C�7�� D4� =64M4B;G@� 9E6E\� =497G4I� I446B;:7G�� 07<�
(х і> УіZ� ]� CI7>@� G49I7� G7I4J� =6C�4J�� V� =4B23:4>G;� G6;IHGO
:;I2A� OMN � 2�ОМ1М1� �7]�4l

�

у
��E� A2B:4LE::C� � � ]� AE�;9;:7

> G 7 � 7� <� B462A:p]� jf� а,� CID4�
7 u �U$#� � ( ��

�4\:79�4� <454� т.�
�2A:7::C� �7G;�E� A;5�CBl

Рис. 18.

734
у  — тх.



26

3. Пряма, що утворює з віссю х - і в  кут а =  т), а 
на осі у -ів  відрізає відтинок, що дорівнює Ь.

Хай дана пряма перетинається з віссю у - і в  у точці В. 
{О В— Ь). Проведім ВР\\ОХ. Кут МВР =  а. Хоч як ми 
візьмемо точку М  на прямій, відношення

У

В
або

О Ж X

МР
пп =  стале =  tg а

■ У— & /л.

��?�� )*�� Розв'язуючи його відносно у , маємо:

=  /ид: -)- &

тобто рівнання прямої, що задана напрямом і відтинком на 
осі _у-ків. Звичайно, в такому вигляді не можна дістати

,, . «рівнання прямої, паралельної до осі ^ - ів , бо тоді л-=.—

і ^ g  а  =  о о

4. Нормальний вид рівнання прямої (О. Hesse). Хай 
пряму задано завдовжки р  перпендикуляра, спущеного 
на неї з початку координат, і кутом %D�що його утворює 
цей перпендикуляр з віссю х  - ів. Візьмім на прямій 
будь - яку точку М  і проведім OQ J_ AB, M N  _L ОХ, 
N S  J_ OQ і ML _L NS.

(бо /_ MNL =  /  SON)
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Отже шукане рівнання:

�  СОЗ а EDEK він а ��. ����

5. Загальне рівнання прямої. Усі попередні рівнання 
прямої є рівнання першого степеня ВІДНОСНО $ і K� 
І, навпаки, з а г а л ь н е  р і в н а н н я  п е р ш о г о  с т е п е н я  
в і д н о с н о  �  і K

з а в ж д и  в и з н а ч а є  п р я м у  л і н і ю.

Справді, якщо два з коефіцієнтів ��� ��� +  дорівнюють ну­
леві, то рівнання зводиться до вигляду ����  0, або �K��  0, 
тобто х; =  0 або _у =  0, і тоді воно визначає одну з осей 
координат. Якщо один із трьох коефіцієнтів дорівнює ну­
леві, а два не дорівнюють нулеві, то рівнання зводиться 
до одного з трьох виглядів: � �uE� �� ���� �KEDE� ����  або 
� �uE�K��  0 і, за попереднім, визначає або пряму, пара­
лельну до одної з осей, або (3-й випадок) пряму, що про­
ходить через початок координат.

Якщо, наостанку, всі три коефіцієнти відмінні від нуля, 
то ми можемо звести рівнання до одного з трьох рівно­
значних (еквівалентних) виглядів:

поділяючи (1)на величину конечну і відмінну відО. Справді, 
щоб звести до першого вигляду, поділяємо на � �  (якщо 
� u  0) і дістанемо:

� �  +  �K  -{- �  =  0 О)

K ���' �  -ф- �

�  соз а EDEK э т  а — . ����

�

Отже
�
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�4\AqC\Hp9;� A2B:4>:4�у, � �7G;�E�4� X=6;� В ф �/Zl

А С  . А Су —�T „ х T� =4I�7AL;� i�u �jfe � = — ^ � 2�Ь = �T�п  п  В и

�;� �7]�4� B6H5;<� A;5�CB�
�74>G7:IH�� D43� \AE>G;� B4� :46�7�@:454� A;5�CBH�� G6E37�

=4�:4N;G;�:7�G7IH�AE�;9;:H� к,�D43�I4E82?2]:G;� �4N:7� 3H�4�
AA7N7G;� \7� I4>;:H>�2�>;:H>�CI454>@�B2<>:454� IHG7�кА�u �”h€�7�

kB —�€kb�7�� \A2B>;�№ (Аг 4 - Вг) —� ��� G43G4�к — 4����
Š� � 5 � #� F� — у А '  +  ВР

а,� \:79;G@��р — С
У Ж ф В *

�7I;�� 9;:4��� \7� A>CI;M� \:792:@� I4E82?2]:G2A� А, В, С� 62A��
:7::C� А х-\~В у-\~С ~ �/� \7ANB;� A;\:797]� =6C�H� �2:2p�� �4�H�
A4:4� \AEG@>C� \757�@:E� 62A:7::C� =6C�4J�

^� Y�� �>:4A:2� \7B792� :7� =6C�H

"4E82?2]:G;�А, В, С� �4NHG@� =6;<�7G;� A>2�CI2� \:792::C��
7�E� 4B;:� 2\� :;M� 434AqC\I4A4� �H>;G@� 3HG;� A2B�2::;<� A2B� ���
�4�H� :7� 4B;:� 2\� I4E82?2]:G2A� \7ANB;� �4N:7� =4B2�;G;�� �7O
I;�� 9;:4��� B4A2�@:;�;� CA�CpG@>C� :E� >7�2� I4E82?2]:G;�� 7�
A2B:4LE::C� BA4M� 2\� :;M� B4� G6EG@454�� 4G4Nl� \757�@:E� 62AO
:7::C� =6C�4J� �7]�BA2� B4A2�@:2� AE�;9;:;�� B A 7 �= 7 6 7 � E G 6 ; � �
CI;�� �4N:7� :7B7A7G;� B4A2�@:2� \:792::C�� D43;� =6C�7� AB4O
A4�@:C�7� G2� 9;� G2� H�4A;�

��� *43;� =6C�7� A2B62\7�7� :7� 4>CM� A2BG;:I;�а�734�Ь,� JJ� 62AO
:7::C� =4A;::4� >=67ABNHA7G;>C� =2B>G7A�E::C�l�х  =  а , у  —�/�
2� х �u �/�� у �u �Ь;� ?E� B7]� BA7� >=2AA2B:4LE::C� =4�2N� I4E82O
?2]:G7�;l� Аа-\~С —�/�� В Ь ф С —�/�� \A2BI2�@� B2>G7:E�4l

�� �
$�u �T � z �  w� x �u � T Q �  а Ь

7�� =2B>G7A;AL;� JM� H� 62A:7::C�� �7G;�E�4l�T� T 2 ˆ u /
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Якщо треба, щоб пряма проходила через дану точку 
(*і > Уі)> т0 Де зводиться до умови

Ах± —(— Вуї —|— С =  0

з якої видно, що координати даної точки справджують рів­
няння прямої. Один коефіцієнт звідси й визначається; най­
зручніше знайти С:

С =  — Ах1 — Ву1

Підставивши отаке С в рівнання, знайдемо з а г а л ь н е  
р і в н я н н я  п р я м и х ,  що  п р о х о д я т ь  ч е р е з  д а н у  
т о ч к у :

А (х  — х г)-\-В{у  —у х) =  0

Відношення А до В  залишається довільним: через дану 
точку проходить не одна пряма, а безліч їх; сукупність їх 
зветься в ’я з к а  п р я м и х ;  їхня спільна точка, в даному 
разі (.*!, Уі) зветься вершок або ц е н т р  в ’яз ки .

2. Пряма, що проходить через дві дані точки. Якщо 
дано й другу точку (хгу 2), то її координати також повинні 
справджувати рівнання прямої; отже, ми маємо ще додат­
кову умову:

А (х2 — х х) +  В (у 2 — уі) =  0

звідки знаходимо значіння відношення

цій прямій:
А
В

У*~У і 
х% х 2

А
~В' що відповідає

Вставивши це в рівнання прямої, матимемо:

—^ — §  (* — х,) +  (у ■— у,) =  0Л%
або

(х2 — х1 (у —у  Л — (у  2 —  у х)  (х— х,) =  0

Можна було б міркувати й так: пряма, визначена рів­
нянням

Ах Ву С =  0
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5&-A-��08� <3&3.� �	�!�� (*! , K  �� 7�2D� @̂%:D� �'>-� ��-�-�8/�$  
O08?�� ��(� @4-��a

� �   -)- �K  -)- ���  0,
� � �  -{- �K�  -|- �  =  0.

Якщо ці три рівняння згідні (сумісні) відносно ��� ��  С, 
то умова згідности цих рівнянь дасть рівняння:

$ 2
F� 2�
I� 2�

=  ,

або, розв’язуючи два умовні рівняння відносно 
тимемо:

�� �

�!
�

_  2I� 2�2

або
I�2IE

�

�2N

в

в

�� +

Z��
� �� � � 2�� [

— с
2 U� 2� Z� � ��K�� �K  � �

> ма-

а, підставивши це в рівнання прямої, матимемо :

� �"2 2 ��2���� 2 "������  ����"� �K����K �� ��  =  0

це легко зводиться до того самого вигляду, що ми мали 
й раніш.

3. Пряма, що проходить через дану точку й має даний 
напрям. Пряма, що проходить через точку -� г , _у2) ,

��"�  — �  �� ��"K  — K � =  0

утворює з віссю л-ів кут �� � � �� �'��  якщо відношення
2 � 2�� �  . . . . .  � �D-— — (а воно для прямої незмінне і дорівнює — „ дорівню- 
� � � �� D� � �
ватиме �� � '�  Отже, рівнання такої прямої буде;

2 ��K %�� �' " � �� ��  �

Є ще один визначний окремий випадок задачі про про­
ведення прямої через дану точку, а саме, коли точку за-
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B7:4� :E� JJ� I446B;:7G7�;�� 7� CI� =E6EG;:� BA4M� =6C�;M�� A;\:7O
9E:;M� JM:2�;� 62A:7::C�;�� �E<� A;=7B4I� 64\5�C:E�4� 4I6E�4�

4. Провести пряму через точку перетину двох даних.

�(� � � � � � �!' � ���� % � 0 � � ���� �� � ��' � �2�� �, � % � 0

V7�2>G@� G454�� D43� LHI7G;� G49IH� =E6EG;:H� XB;A�� B7�2Z��
=4�297]�4��D4��=4�:4N;AL;��2A2�97>G;:;�62A:7:@� :7� B4A2�@:2�
9;::;I;� |�� sB�� 2� B4B7p9;�� B2>G7:E�4l

|� (Агх ��—��В1 у ��Z�� �Z�} �6�XА 2х �} � В2у ��—��С%) —�/�
734

х �X0$�� 6��Z��•�� у �X0����•��6��Z�  �0�  �6�u �/

�E� 62A:7::C� =E6L454� >GE=E:C�� 4GNE�� A4:4� <� A;\:797]�
=6C�H�� "446B;:7G;� >=2�@:4J� G49I;� 43E6G7pG@� :7� :H�@� 43;O
BA7� G6;9�E:;�� D4� >G4CG@� H� BHNI7M�4I6E�4�� 7�� \:79;G@�� A4:;�
>=67ABNHpG@� 2� A>E� 62A:7::C� \7� A>CI;M� \:792:@� |� 2��� �� �GNE��
?E� <� ]� LHI7:7� =6C�7� X5E4�EG6;9:E� \:792::C� �2A4J� 97>G;:;�
3HBE� B7�2Z�

5. Точка перетину двох прямих:

А х1�} � Вгу �} � С1�u �/�

А 2х��•�� Ві у �  ��u �4

"446B;:7G;� J J �AB4A4�@:CpG@� 43;BA7� 62A:7::C�� �4\AqC\HO
p9;� JM �>HIH=:4�� B2>G7:E�4l

3 �4 5� � 4 � 3 � � � , �3 �� � 3 �, �

T $����T ��$�q� У ~ � � # T ��$�

\:792::C� B2>G7]�4� ?2�I4�� 4\:79E:2�� 34

$ �� ��T�� �$7�ф �/

�ID4�N� $ 	��T�x �� ��u �/�� G4� 734� �Z�9;>E�@:;I;�=6;�?@4�H�
:7� :H�@� :E� 43E6G7pG@>C�� 2� G4B2� B�C�х � 2�у � I4:E9:;M� \:792:@�
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паралельні (і для них тангенси кутів з віссю х- і в  дорів-
А А \

нюють — -~ = — 2г ]  ’ а^° ^  чисельники також обертаються 

на нуль, тоді х і у  неозначені, але тоді

А\
А2

В у_ С 1 
Вг С2 ’

рівнання відрізняється лише чинником, прямі зливаються, і 
кожна їхня точка є точка перетину.

6. Умови перетину трьох прямих. Три прямі:

Ах ~\-Ву -\~С — 0 
А±х В^у — Сі = : 0 
Агх  -{- В2у  С2 — 0

проходять через одну точку, якщо координати точки пере­
тину двох із них справджують рівнання третьої. Тому, 
якщо підставити знайдені координати перетину другої і 
третьої прямої у перше рівнання і помножити на спільного 
знаменника, то матимемо:

0 = А  ( а д  -  а д ) + в  (С А  -  а хс9) +  с  (л ,д , -  я  А )
або, записавши це детермінантом (як умову іхньої згідности):

А В �
Л Вг Сг
Л в , ��

Можна й запобігти обчисленням цього—до деякої міри— 
складного виразу, якщо звернути увагу, що вся суть у тому, 
щоб третє рівнання можна було звести до вигляду рівнання 
прямої, що проходить через точку перетину двох інших.

Аналітично це призводить, звичайно, до того ж самого, 
але із тотожности

А х-\-В у  -}- С — X (А1х -\-В 1у-\-С^)-\-\>.{А2х  В3у  -(-С,)

виникають для X і ^ три рівнання:
А >А — \^А2 
В =  )~В1 рВ2 
С  =  Х С і і аС 2
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Ці рівнання будуть згідні за тої умови, що її виведено 
раніш. З цього можна помітити: якщо альгебрична сума 
лівих частин трьох рівнань тотожньо дорівнює нулеві, то 
три прямі проходять через одну точку.

П р и к л а д .  Медіяни трикутника перетинаються в одній 
точці.

7. Кут двох прямих. Умова паралельности й перпенди­
кулярності!. Якщо дві прямі утворюють з віссю х- і в кути 
а  і а', то кут поміж ними 2 � s — а' (при а>*а') і

і § ї /  = tg и — tg s	 
1

Якщо прямі задано рівнаннями: 
K � ' � EDE� �� K �� �' ��EDE� 	

а ��'�  tg s, == '	

tg V
'  — ' �
1 -{- 	'',

Якщо прямі задано рівнаннями:
� �  -]- �K  -(- �  =  0, 

� 	�EDE� 	K �� ��	�� ���

�
�%

�	�  — ��	
� � 	�� ���	

Звідси умова паралельности

V =  0; '  =  ' D  або � ��  — � � 	 �  0;

«кщо прямі паралельні, коефіцієнти при �  і K в їхніх рів 
яаннях пропорціональні.
З  ��rz�4�  Аналітична геояегрія



+C
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��Q ��тт’�u �/�� 734� т' —�T
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АА' +  ВВ' = �/

Q
т

jf� V = ос

Висновок І.� �6C�2

Ах �Q��Ву С = �/�
А х - \ - В у - \ -й u /

A2B62\:CpG@>C� �;LE� A2�@:;�;� 9�E:7�;�� 4GNE�� A4:;� =767O
�E�@:2�

Висновок II.� �6C�2

А х  +  В у А г С  =  0
В х T Ау �C$�В = �,

A\7]�:4� =E6=E:B;IH�C6:2�
^� S�� 'E6E\� B7:H� G49IH�7�$bD�yQ� =64AE>G;�=6C�H��=E6=E:B;O

IH�C6:H� B4� B7:4J� =6C�4J�
�HI7:E� 62A:7::C� 3HBEl

т ( у —у 0  +  (х - х г)

R�� V� B7:4J� G49I;� :7� B7:H� =6C�H� >=H>G;G;� =E6=E:B;O
IH�C6�

�2A:7::C� ?2]J� =6C�4J� �;� ANE� �7�;�� �6E37� �;LE� \:7<G;�
B4AN;:H� =E6=E:B;IH�C67�

� E 6 L ; < � > =4> 2 3 �� �4\:79;AL;� х � 2�у � I446B;:7G;� <454�
=2B4\L;�� \:7<BE�4� JM� 2\� 62A:7:@l

у �T � тх �T � Ь = � /

т ( у  —  У і)  +  (х  —  х 1) =  0

=E6LE� \� :;M� B�C� \6H9:4>G2{� \7�2:;�4l

у �� у г�� � т ( х �� � х ��������� � т х 1 —  Ь ~ �	
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розв’язучи їх відносно у —� �  і х — х г , матимемо:

V, — тх і — b
У — Ух =  — ' '  — 1------» х  — хх^  1 +  от2

т (у і— тх j— Ь)

Піднісши до квадрату й додаючи, знайдемо для довжи­
ни 3 шуканого перпендикуляра

у л — тхх
— У і  +  т*

Д р у г и й  с п о с і б .  Хай рівняння прямої дано в нор­
мальному вигляді:

x co sa-j-y  s in a—р~  0

Проведемо через дану точку (Аз , уі) пряму, паралельну 
до даної її рівняння

A- cos a - у  sin a —p ' — 0 .

Величина p' визначається з умо­
ви, що пряма проходить через 
точку (хь Уі)

Аз cos a —j—уз sin а — # � =  0. 

Отже:

р ' — р — х з cosa-f-уз sin а —р, Рис. 22.

ріжниця перпендикулярів (тобто віддаль поміж прямими) 
та сама, що й результат підставлення в нормальнім рівнанні 
даної прямої координат даної точки.

Щождо знака, то якщо дана точка х, у  і початок (0, 0) 
містяться по різні боки прямої, р ’ > /?  імр ' —у >  0, а якщо 
по один бік, то р ' —

Але в першому разі перпендикуляри на пряму з початку 
і з даної точки спускаються в протилежних напрямах, а що 
перший завжди є додатний, то цілком природно другий
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вважати за від’ємний. Якщо ж р ' —/> <  0, то обидва пер­
пендикуляри одного напряму. Отже їх і треба вважати за 
додатні. Виходить, треба покласти р ' —р  = — 8. Таким 
чином

—  8 =  хі cos a  - j - j / i  sin а  — р

Якщо пряму задано рівнанням

А х  -{- Ву С — 0

то спочатку приводимо це рівнання до нормального вигляду, 
поділяючи на

±У
(знак треба брати протилежний знакові вільного члена), і 
підставляємо (хі, у\)

_й___ і Ах і Вуї -{- С
у  А* +  В*

Можна знак ліворуч випустити, і тоді скажемо, що в 
формулі:

^___і Ах  і -(- Вуї --j- С

знак перед правою частиною треба брати той самий, що й 
знак вільного члена С.

Ця формула має численні й різноманітні застосований.
1. З неї можна вивести площу трикутника.
Хай вершки його (хі, у{) (х2, у 2) (х8, _у3), довжина 

одного з боків трикутника, що його приймемо за основу

]/(*! — х гу - \ - { у х ~ у гу  

рівнання цього боку 

X у  1
0=  Хі Уі 1 = х ( У і —  У г ) + у ( Х ъ — � ���� �� 	 �� � � �� y t y 9)

х г у % 1
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А х + В у  +  С =  0, А 'х  +  В'у +  С’ = �/�

�E6=E:B;IH�C6;� =E6E3HA7pG@� H� B7:4�H� A2B:4LE::2� T�œть
CID4� ]� =6C�7

А х - \-В у - \-Сr � �� ш А 'х  В'у��Z��С'
~ У А *  +  ВА ~ • ‰ �� }

V4I6E�7�� CID4� т =  п,� G4� �;� �7]�4� 32>EIG6;>H� IHG7� =4O
�2N� B7:;�;� =6C�;�;l

А х +  Ву +  С� �� А'х +  В 'у - \-С �
vv�ž � V  А'* +  В'*

8 � �� y�
V 7 H A 7 N E : : C �� �E=E6� C>:4� \:792::C� A2B:4LE::C� � � H

62A:7::2� AqC\I;� =6C�;M

y��(Ах�Q��Ву�} � С)�} �sM�(А'х�} � В'у�} � С ) �u �/

D4� =64M4BCG@� 9E6E\� G49IH� =E6EG;:H� BA4M� B7:;Ml� A4:4� =64��
=46?24:7�@:E� A2B:4LE::p� =E6=E:B;IH�C62A��>=HDE:;M� 2\� G4O
94I� =6C�4J� :7� BA2� B7:2� =6C�2�

	�� �2B:4LE::C�� A� CI4�H� =6C�7� А х -\-В у -\-С  —�/�� =4B2�C]�
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рівнює відношенню (з оберненим знаком) перпендикулярів 
(бо вони спускаються на пряму в протилежних напрямах):

' ��v ___Лхі -{- �KU� �  , ���� �K  -{- �
іМ г-{-£2 ‘ 2 ��	E� �TQ

або
'   � �  і -{- �KU -)- �
л � � 2 �K[  —(— �

Наостанок.
4. За допомогою цієї формули можна розв’язати загальну 

задачу перетворення координат прямокутніх на прямокутні: 
д а н о  д в і  в з а є м н о  п е р п е н д и к у л я р н і  прямі :

� �  � �K  —{— �  =  0 

� �EDE�� KEDE� � �

у з я т и  їх з а  н о в і  о с і  к о о р д и н а т .

Треба знайти вираз для нових координат кожної точки 
P  Е  (л, K� за допомогою цих координат і рівнань даних 
прямих. Щоби розв’язати це, помічаємо, що перпендикуляр 
на першу пряму, що ми її приймаємо за вісь �	E�4� буде 
новою координатою K[  а перпендикуляр із P  на другу, що 
ми приймаємо її за вісь K 	Eів, буде новою координатою �	�  
Тоді

& � __ і � � ����K�EDEQ  _ _  , � � �EDE=kEDEB

�  +  ’ 'У1 “  M � �  +  Ь’-

Подвійні знаки відповідають можливості той чи той на­
прям на прямій уважати за додатний.

Ці формули дають змогу за даними координатами точки 
в попередній системі вираховувати її координати в новій 
системі. Але, коли доводиться, переходячи від попередньої 
системи до нової, складати рівнання кривої, то цього не 
досить, а треба знати й обернені формули, тобто вирази 
для старих координат через нові. Тому ми розглянемо це 
досить важливе питання окремо.



РОЗДІЛ IV

Перетворення координат

« 7

Основна задача переходити від одної системи коорди­
нат до другої розпадається на такі дві окремі задачі: 
а) зміна початку координат без зміни напряму осей, Ь) зміна 
напряму осей (повертання їх на кут) без зміни початку 
координат, с) загальний випадок: зміна і початку і напряму

осей, — проте, цей загальний випадок сходить на послідовне 
застосовання двох перших перетворень, а тому в о н и  ма­
ють головне значіння.

І. Зміна початку координат. Нові осі паралельні до 
старих; новий початок має відносно старих осей коорди­
нати а, Ь.

Очевидно:
�/  =  �/%  +  /��/�  =  ���0�  +  О 'А " , а 

ОР =  ОРо +  Р0Р =  ОР{) 4 - О'Р’
тобто

х  =  х'-{-а, у — у'-\-Ь,



C,

&� :7A=7I;
x ' — x T� а, у ' —у T� b.

ŒŒ�� V�2:7� :7=6C�H� 4>E<�� 07<�а� IHG�ХОХ'�u �УОУі,� =64O
A2AL;� M N  ±_ ОХ � 2� M N  ± O X \  N'Q�rš� ОХ� 2� S N  ± M N , �
�7]�4� O N = O Q  — NQ =  OQ — SN'-, MN =  M S+ SN < =
u �M S } N'Q,
7� D4� 2\� G6;IHG:;I7� ON’Ql

OQ — x ’�”h€�7� 2� N'Q�T� x'�€kb�7�

7� 2\� G6;IHG:;I7�MSN':

M S —у'�”h€�e�� �$U��T�Ž��€kb�7
ef

ƒ��=  • �� ”h€�7�T у  €kb�e� і H�T�M ��€kb�e�~j~y ”h€�e

&�� :7A=7I;�� \A2B>;� �4N:7� A;\:79;G;� х � 2�у � I446B;:7G7�;�
х'� 2� . �� 7� >7�El� =4�:4N7p9;� :7� ”h€�7� 2� €kb�7� 2� B4B7p9;�� �7O
G;�E�4l

�� Y � X �gfh���$i$ ĵ�hPk�%�D

7�� =4�:4N;AL;� :7� T €kb�7� 2� ”h€�7� 2� B4B7p9;�� �7G;�E�4l

� �  =  T� A €kb�a �„�Ž�”h€�e �

�2� 846�H�;� �4N:7� 3H�4� 3� B2>G7G;� <� A2B67\H��\7�2G;AL;��
D4� 43E6:E:E� =E6EGA46E::C� >M4B;G@� :7� =E6EM2B� A2B� 4>E<�
Х 'О Т � B4� X O Y �=6;� =4AE6G7::2� :7� IHG� 7� A� 43E6:E:4�H� :7O
=6C�2�� G43G4� :7� T7�

X�6C�;<� :7=6C�� 43E6G7::C� A� 32I�� =64G;�EN:;<� 43E6O
G7::p� 54B;::;I4A4J� >G62�I;Z�

�4�H� G6E37� \7�2:;G;� A� =E6L;M� 846�H�7M� 7� :7� T7� 2� =4O
�2:CG;� �2>?C�;� х ,  у � 2� X і, H�

ŒŒŒ�� V757�@:;<� A;=7B4I�� �E6EM2B� A2B� 4>E<�X O Y �B4� 4>E<�
X ' O Y D4� �7pG@� =497G4I� A� G49?2� / ��u �X7��Ь)� 2� 2:L;<� :7O
=6C��� CI;<� A;\:797]G@>C� IHG4��(ОХ, 0 'Х ')  — а.,� \B2<>:p]�4�
\7� BA7� 67\;��  =497GIH� A2B� 4>E<�X O Y � =E6EM4B;�4� B4� 4>E<�
X'O’Y',� =767�E�@:;M� B4� =4=E6EB:2Ml�ОХЦО’Х ' � 2�OYWO’Y�T�
=E6L;<� A;=7B4I� =E6EGA46E::C�� �2>�C� ?@454� =4AE6G7]�4� 4>2�
:7� IHG� e�T�B6H5;<� >I�7B4I� =E6EGA46E::C�
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§ 8. Поняття про скіснокутні координати

Ми припускали, що положення точки визначається від­
носно д в о х  взаємно-перпендикулярних прямих — осей 
координат. Але цієї ж мети можна досягти, узявши за 
основні осі прямі, що перетинаються під будь-яким кутом 
ш u  0. Треба лише умовитися від­
раховувати віддаль від кожної 
з цих прямих—осей координат— 
прямими, паралельними до дру­
гої осі. Таким чином, якщо дано 
точку P�  то її координати діста­
немо, провівши P…D�2�D�PQDD�F� 
� тоді �(�� �� ���QP  і �Q��
— PP� K�  Щодо знаків, то прий­
мемо ту саму умову, що й у прямокутній системі. І навпаки, 
якщо дано координати � �� � а ,  у  � ���  то відкладаємо по осі 
л-ів ОЛї= я (з відповідним знаком) і Q� � �  (й теж з від­
повідним знаком) і, провівши QPDD��F і ЛШ || �2�  в їхньому

перетині матимемо єдину 
точку P  з координатами 
�  і ��

Розв’язання задач буде 
аналогічне тому, що й у 
прямокутніх координатах. 
Формули маємо тотожні в 
тому разі, коли, виводячи 
їх, користаємось лише по­
дібністю трикутників і па­

ралельністю ліній, що їх проводимо для доведення. Зміню­
ються вони лише в тих випадках, коли використовуємо пер­
пендикулярність координатних ліній. Так, віддаль поміж 
двома точками -�/� у \ )  і "���� у 2) дістанемо не за допомогою 
Пітагорової теореми, а за теоремою — квадрат боку, що ле­
жить у трикутнику проти відомого кута (тут тс — о), якщо о> 
кут між осями). Отже

".  =  "��  — Хі )г +  (K ���K u  4- 2 "���� � Хі) "K���K��  СОБ со
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Віддаль точки фс, у) від початку

r — - \~ Y  *:2-{-У‘і +  2 х у cos«

Щождо формули для координат середини відтинку, а 
також для точки, що поділяє відтинок у даному відно­
шенні, то ці формули залишаються без зміни.

Далі, рівнання прямої даного напряму, що утворює з 
віссю jc- і в  кут я і відрізає на осі у-ів-відтинок Ь, дістанемо 
в тому самому вигляді

у  =  тх -{- b ,

але з іншим значінням т.
Справді, узявши на прямій довільну точку М, із три­

кутника BMQ, в якому M Q\\OY  і BQ\\OX, ^ M B Q  — а,
X  BQM =  т — а), MQ = у  — b, BQ — 
= х, маємо:

у — b _sin а
д: sin (to —  а)

Позначивши сталі відношен­
ня через т, матимемо знову те 
саме рівнання, але т, що й тут 
має назву кутового коефіцієнта, 
уже не тангенс кута з віссю 

j c - і в , а відношення синусів і
. т siniotg а =  — ------------1 -\-т  cos ш

(при ш =  звідси маємо tga==m).

Тому умову паралельности дістанемо із

т sin to _ пі' sin ш
1 -\-т  cos <в 1 in' cos (о ’

вона є та сама: т — т', а умова перпендикулярности 
нюється

т. т sir.- to
(1 -f- т cos ш) (1 4" т ' cos ш) +  '

змі-
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х , у
а ' Ь �u / �

7�E� :46�7�@:E� 62A:7::C� =6C�4J� 3HBEl

�w”h€�7�-\-у�”h€�•	�T� р  = �/ ��
BE
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�B:7I� :E� �7]� =4G6E3;� B4I�7B:4� \H=;:CG;>C� :7� A;O
A4B2� 846�H�� H� >I2>:4IHG:2M� I446B;:7G7M�� �4>;G@� A2BO
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4>C�;�� �;� �4NE�4� BA2� �2:2J�
825H6;� AA7N7G;� \7� I446B;O
:7G:2� 4>2�

�I� 2�p>G67?2p� B4� ?@454��
64\5�C:@�4�\7B79Hl�довести, що�
медіяни трикутника перети­
наються в одній точці.

07<� 34I;� G6;IHG:;I7� АВС�
B462A:ppG@�АС�u �Ь, СВ�u �а,
АВ — с.� �A7N7G;�E�4� 34I;� АС� 2�СВ� \7� 4>2� \y�2A� 2�х-ів.�  EO
6EB;:;� 34I2Al� В', С � 2�А� �7pG@� I446B;:7G;

�2A:7::C� �EB2C:;� А 'А l
2 х , у �
а ‘ Ь

» В’В: а� �

п
2х _ 2 у �

' а  b� q
734

х у
а b
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Віднімаючи із рівнання � 	�  рівнання � ��  почленно, ма­
тимемо:

�
�

тобто рівнання �	��� z�� �  доводить теорема.
Подруге, надзвичайно важливо вміти завжди від системи 

осей скіснокутніх переходити до іншої також скіснокутньої 
чи прямокутньої, або й навпаки; це й розглянемо:

1. Якщо осі мають той самий напрям, а зміняється лише 
початок координат, то формули перетворення ті самі, що 
й за прямокутньої системи:

� �� �� �EDE��� K � K 	EŒ E�

"��� �  є координати нового початку).
2. Якщо дана система скіснокутніх координат з кутом я> 

поміж осями, то, щоб перейти від прямокутньої системи,
досить повернути вісь K E 1В

іт.
на кут 2 — (о:

qR	���� 	 ���� ��D�K  cos ш; 
hR	�� K 	  =_у sin ш. 

Звідси й навпаки

� �^E K' cosec 0), 
� �	 �� � \ � � �gflmn:�

3. Хай від скіснокутньої системи координат $ q ‚  з ку­
том :� переходимо до нової &�23�� � так що ! 4 � � � ��� C�� 
F � J �� �•�

Проводимо
h R DDq ‚ і h R 	DDq ‚ �

Встановимо в точці �  перпендикуляр до лінії q‚  і спу­
стимо на нього перпендикуляри із P  (або R�  і з Л”

qp���qR  cos $qp��� � �sin ш;
qp����c 	  cos $ �qp���$�  sin (w — a)
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бо
X OQ =  ~  — ш - f  а .

QQ’ =  SN ' =  M N' sin (р — ш) =  —у '  sin (ш — р),
отже

X sin (О =  х '  sin (ш — а) -\-у ' sin («О — Р) .
Так само, провівши через О перпендикуляр до ОХ  і 

спустивши на нього перпендикуляри з точок М  і N, мати­
мемо :

OP =  M N  cos (OP, NM) =  M N  cos (OP, OY) —y  sin ш 
OR =  ON' cos (OP, OX') =  x' sin a,
PR  =  MN' cos (OP, MN') =  MN' cos (OP, OY’) = y  sin p.

Отже
у  sinu) — X і sin a -{-у' sinp .

Із цих загальних формул можна вивести як часткові 
(п° 2), як і ті, що ми маємо, переходячи від прямокутніх 
до скіснокутніх, або, навпаки, від скіснокутніх до прямокут­
ніх, або — наостан­
ку — від прямокут­
ніх до прямокутніх.

4. Вихідні осі пря-
_  тс

мокутні. Тоді (О — ~2 >

формули матимуть 
вигляд:
х  — х '  cos a -|~ycos р, 
у  =  х ' sin a -f- у  sin p.

5. Нові осі пря­
мокутні :

Р-
тс

т

■ р === ш— а- тс Рис. ЗО.

X sin ш =  х ’ sin (а) — а) — у '  COS (а) — а), 

у  Sin ш =  jt' sin а - | - у  COS а





РОЗДІЛ V

!-�-

1� ),�� �(�/%//�� '-�%

Ми вже бачили, що в прямокутніх координатах рівнання 
кола з радіюсом   і з центром у точці (а, ��  як кривої, усі
точки якої лежать на віддалі 
  від центра (а, ��  буде

"�  — а)2 4- "K — XK��� ���  0

або, розімкнувши дужки:

х2 _j_ys — 2 ��  — 2 ik  -j- 
-f- <22 -f- — г2 =  0 .

Рівнання кола в скісно- 
кутніх координатах буде:

(х — а)2 +  (у  — 6)2 +  
-j-2(x—m��"k � i�  cos со — r2= 0.

Порівнюючи із загальним рівнанням другого степеня 
щодо х і K�

��E-E���KEDE�BkjEDE�:cEDE�akEDE•�� 0 , 

помічаємо, що останнє визначатиме коло за умови, що

Д =  С, ���  0 

в разі прямокутніх осей і

�  == ��� ��� �8  cos ш

в разі скіснокутніх. Між п’ятьма відношеннями коефіцієн­
тів є, таким чином, два співвідношення, отже, довільних
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коефіцієнтів залишається три: загальне рівняння кола схо­
дить на вигляд:

Xі ~ЬУ1 +  2лу сов (о -{- 2 й х 4- 2Еу -[- Е — 0 

з скіснокутніх, а в прямокутніх координатах воно буде:

-к2 + У  +  2 Ох  +  2Еу +  Е  =  0 .

Зв'язок між коефіцієнтами О, Е, Е  з геометричними еле­
ментами, що визначають коло, координатами центра та 
радіюсом, — такий:

О — — а, Е — — Ь, Е ~ а ? - \-Ь 2 — г3
Отже

г2 =  £>2-1-£2 — /=■
Звідси, якщо

Р — О2 — £ '* > 0,

для т2 дістанемо від’ємне значіння, і рівняння тоді дійсного 
кола не визначає, якщо

то рівняння сходить на

(х -{- О у  +  (.у +  Е)г — 0,

тобто воно справджується лише одною дійсною точкою 
( - Д  — Е).

А що при цьому
г> =  А  +  £ 2 — Е,

то можна сказати, що це є коло^радіюса =  0.
Наостанку, дійсне коло матимемо при 

р — £)2 — £'2< о >

Розгляньмо деякі окремі випадки. Якщо а =  г, 6 =  0, 
рівняння матиме вигляд:

я* 4- 4'2 — 2лх.

Якщо а =  0, & =  г, то в цьому разі коло проходить через 
початок, а центр лежить на одній з осей. Якщо початок
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т о ч к и ,  що  л е ж и т ь  п о з а  к о л о м,  д о р і в н ю є  к в а ­
д р а т о в і  д о т и ч н о ї ,  п р о в е д е н о ї  до  к о л а  з ц і є ї  
т о ч к и .  А якщо точка P  лежить у середині кола, то навпаки

� � � � � � � �� �	 � � � � � � � � � � � � �

можна розглядати, як катет прямокутнього трикутника, що 
за другий катет має P���  а за гіпотенузу  �  Такий трикут­
ник дістанемо, встановивши в P�  (рис. 33) перпендикуляр 
до P��  аж до перетину з колом, тому с т е п е н ь  т о ч к и ,  
що  л е ж и т ь  у с е р е д и н і  кола ,  д о р і в н ю є  в з я т о м у  
з м і н у с о м  к в а д р а т о в і  п і в х о р д и ,  п е р п е н д и к у ­
л я р н о ї  до п р я м о ї ,  що  з л у ч а є  т о ч к у  з ц е н т р о м .

§ 12. Діяметр. Дотична даного напряму

Задача. З н а й т и  т о ч к и  п е р е т и н у  п р я м о ї

з к о л о м
K =  ' �� �  

� ��ED�K� — &��� ��

Ці два рівнання треба розв’язати вкупі; виключивши K� 
маємо:

х2 4- "'�  4-  ���  — г2 =  0 
або

� �"  1 4~ '��  +  �'��  4E � � —  E =  0 .
Звідси

X =  -
1 4 — 14 �'

тобто

*=-т4 4 >+ ^  ■
Отже, дійсні значіння для абсциси точки перетину одер­

жуємо, коли
£2< г 2(14-/и2).

Якщо ���  < г 2(1 EDE'��� то маємо д в а  дійсні значіння для 
абсцис точки перетину, тобто дві такі точки.
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або, підставивши наші позначення:

[ . + E F�

Коли точка P �  рухаючись по кривій, наближається до 
8G	� січна також переміщується, обертаючись навколо точки 
P�  Коли точка 8G	� пройшовши через усі можливі проміжні 
положення, зіллється з точкою 8G� січна може також зай­
няти якесь г р а н і ч н е  положення. Якщо таке граничне 
положення є, то ми говоримо, 
що це є дотична до кривої в 
точці 8G�

Аналітично це означає, що ми 
шукаємо

lim ite ^��
��  —>- о

Якщо ця границя, limite є, то 
її звуть п о х і д н о ю  від K по � � ��� R� R % 
(незалежному змінному). Рис 34

Якщо дано криву, то це зна­
чить дано закон, за яким можна для кожного значіння �  
знайти відповідне значіння K� інакше: відома залежність, що 
її символічно визначено:

2 ��• �"� ��Z
Двом значінням �  та cE<E8c відповідають два значіння K� 

•"c � і • " c  4“ � ���
Похідна є границя (ліміт) відношення приросту функції 

до приросту незалежної змінної:
5im • " c �� �8c�� • "c �

��
& Х — + 0

У диференціяльному численні вказується умови, коли 
може бути похідна, і правила знаходити її, коли вона існує. 
Ми тут для кожного окремого випадку перетворюватимемо 

у' — K
відношення _�  так, щоб можна було дійти до границі

� 	�� ���� K 	 � K �
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Застосовання до кола. Для кола для обох точок М' і М  
маємо:

х '2 �$� � '2 � � �"� � �  4 -� 2 =  г2,

і таким чином
х'2 — х2 =  — у '*+ у*

тобто
(х' — х) (.X' +  Л) =  — (У  —у  О ' + у),

у ' — у   х ’-\-х
х г — У'-{-у

Звідси
А у   2х"+ Ах
Ах 2у -{- А у

Переходячи до границі, ми маємо Ах — 0 і Ау =  0. Отже,
2 х   х

~2у ~у
і- 4у ііш Ах

Длг—>"0
Остаточно рівнання дотичної до кола матиме вигляд:

х
У - У  =  -  у ( Х - х )

що перетворюється до попереднього вигляду.
П р и м і т к а .  Ми вивели рівнання дотичної до кола з 

центром у початку координат; перетворенням координат 
можна поширити це на випадок кола з центром у точці 
(а, Ь). Справді, припустивши

х ’ — х  — а, у ' — у  — Ь,

зведемо рівнання
(х — а)2 -}~ (У — Ь)г — г'2 =  0

до вигляду
х'і -\-У а — г* =  0 ;

дотична до цього кола, за доведеним, визначиться рівнянням: 
Х'х ' +  Г У  — г2 =  0

Переходячи до попереднього (зворотний перехід), матимемо: 
( X — а)(х — а) (У— Ь)(у — Ь) — г2 =  0
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Але ми бачили, що для точки (хХ) у х) у середині кола

� C � � ‘ E  I •  0
на колі 0 і поза колом > 0 .  Отож, якщо точка (хх, K � � в се­
редині кола, то обидва значіння х, а, значить, і K� будуть

уявні, — дотичну до кола 
і з неї провести не мож­
на. Якщо точка "�/� K  �  
лежить на колі, корені х,— 
рівні, дві точки дотику 
зливаються в одну точку

2 і). і, якщо точка"F�
"� �� K-�  лежить поза ко­
лом, із неї можна до ко­
ла провести дві дотичні.

Віднімемо рівнання (� ), 
(� ) одне з одного; одер­
жимо рівнання:

� �  — ххх - |-у 2 —K K %�� 0,

яке, очевидно, справджують ті значіння х і у, що справ­
джують і обидва перші: де є рівнання кола

�D�D2 — P 2=  �
�  4

збудованого на прямій, що злучає точку (х1; K  � з центром 
кола, як на діяметрі. Ми одержали, таким чином, відоме 
з елементарної геометрії побудовання дотичної до кола із 
зовнішньої точки (рис. 35). Якщо точка (хь у х) лежить у се­
редині кола, то це коло лежить цілком у другому колі і 
його не перетинає.

16. Поляра

Розв’язати сукупно рівнання "����"��  це—з геометричного 
боку—однаково, що знайти точки перетину ліній, виражених 
кожним з двох даних рівнань. Друге—є рівнання кола, а перше

ххх + у у і — г2 =  0
є рівнання першого степеня і зовнішнім виглядом на-
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� ���������� X•k�T�a�T� y r2�T� b2)
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jkhb€� •hbk¥ag€���� ������ kh. 1, 2).
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Звідси
� F�F�� ��F��  також і � ��_�� ��� �

Тому:
Q�F_� F�F� !
Q�[� �_�_  
! � F��! ! � �F  
��������  а а ,

або
(РАгААа) =

РАЬ АА,_
� Q �  	 � � � � �€

§ 17. Властивість поляр

І. Я к щ о  т о ч к а  
(х2, Уг) л е ж и т ь  на 
п о л я р і  точки 0*4».Уі)» 
то  і т о ч к а  (хх, у х) 
л е ж и т ь  на п о л я р і  Рис. 37.
т о ч к и  (х2) K ���

Умовою, щоб точка (х2, у 2) лежала на полярі 

Ххх +  Уу1 — г2 =  0
буде

� ��%�EK�2��� � ��� ��]

але це є в той же час і умова, щоб точка (х^ у>2) лежала 
на полярі

Хх2 +  Ууо — г2 =  О
точки (х2, у 2).

Н. Хай дано дві точки (х2, у^) і (х2, K,). їхні поляри

F � �Ey ” K �E Q �� �� �
Хх2 4- ”K_ — г2 =  0 ;

точка Q перетину цих поляр має координати

� / � �
ХіУ*—Уі*і



J,

¥ _ гЧх^— х^) 
х іУ2 —У\Х2

Рівнання прямої, що злучає Мі і Лі2, q

* � � � + � � � �

У2— Уі� -^ 2 � � � ^ 1  

або
х  (у ,  — у г) — У(х2 — Хі) +УіХ2 — х 1у 2 =  0; 

за попереднім координати полюса цієї прямої є

Х  =  — Р , у  =  — Р ,
"�� � ��� � ��"��� "#�������"�

тобто полюс є точка Р. Отже, п е р е т и н  п о л я р  д в о х  
т о ч о к  М 1 \ М 2 є п о л ю с  п р я м о ї ,  що  п р о х о д и т ь  
ч е р е з  ці  т о ч к и .

НІ. Візьмім на прямій МгМ2 якусь точку М'\ її коор­
динати є (§ 3):

тх2 — пхг 
Х т — п

туг — пух 
т — п

Рівнання поляри цієї точки буде:

у тх2 — пх 1 . у  ту2 — пух „2 р 
т — п ' т — п

або
т (Хх2 -{-Уу2 — Р) =  п (Ххі Уу\ — г2) =  0;

таким чином, поляра точки М' проходить через Р  або 
інакш е:

П о л я р и  в с і х  т о ч о к  п р я м о ї  п р о х о д я т ь  ч е р е з  
п о л ю с  ц і є ї  п р я мо ї .

Це можна зформулювати й інакше:
К о л и  т о ч к а  п е р е м і щ а є т ь с я  по пр я мі й ,  т о д і  

ї ї  п о л я р а  о б е р т а є т ь с я  н а в к о л о  п о л ю с а  ці є ї  
п р я мо ї .
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IV. Взаємно-полярні трикутники. )4N:7� \3HBHA7G;� B�C�
B7:4J� 825H6;�� :7=6��� G6;IHG:;I7� 2:L;<�� G7I;<�� D4� <454� 34O
I;� 3HBHG@� =4�C67�;� AE6L;:� =E6L454��7� <454� AE6L;:;T=4O
�p>7�;� 34I2A� X=E6L454� � �I7Z�

 =67AB2�� CID4� A2\@�E�4� G6;� G49I;� XХі �� H2Z�� Xх2,� H�Z��
X™•S�� H 	Z� 2� :7=;LE�4� 62A:7::C� JM:2M� =4�C6l

Ххх +  Yyi — �г2 =  0,
Х х, �} � Уу*�T� г2�u �/�
X x s��•�� Yy%�T�5��u �/�

G4� =E6EG;:;� ?;M� =6C�;M��G43G4� AE6L;:;�B6H5454�G6;IHG:;I7�
3HBHG@� =4�p>7�;� =6C�;M�� D4� \�H97pG@� B7:2� G49I;�� 734�T�
34I;� =E6L454� G6;IHG:;I7� =4�C67�;� AE6L;:� B6H5454�� �\7O
]�:E� A2B:4LE::C� BA4M� G6;IHG:;I2A� ?2�I4�� >;�EG6;9:E��
А A\757�2�T�G6;IHG:;I� 2� <4�H� A\7]�:;<� A2B�2::2�

|V . Автополярні трикутники. �B:7I� �4N:7� \3HBHA7G;�T� і�
:7A2G@� 3E\�29�T�G7I;M� G6;IHG:;I2A�� D4� I4N:7� JM:C� AE6L;:7�
3HBE� =4�p>4�� =64G;�EN:454� 34IH��2�G4�H�32I� 3HBE� =4�C64p�
=64G;�EN:4J� AE6L;:;�

��C� ?@454� �4N:7� A\CG;� B4A2�@:H� G49IH�(хи� H2Z� 2� :7� [[�
=4�C62

Ххі -{-Yyi — r* =  0

GEN� B4A2�@:4�T 2:LH� G49IH�(х2,� H �Z� G7I�� D4

х 1х 2-{-у2у 1 — гі =  0

V7� A�7>G;A2>Gp� 2� =4�C67� G49I;� XM���у 2)� =64<BE� 9E6E\�
G49IH� X�2H2Z�� �4:7� =E6EG:E� =4�C6H� G49I;�{хг, у ь)� A� CI2<>@�
G49?2�(х3,� у 3), CI7� \7� II 3HBE� =4�p>4�� =6C�4J�� D4� \�H97]
��'"�� X02.2Z� 2� XM�H�Z�

)4N:7� 3H�4� 3� A;M4B;G;� 2� \� B4A2�@:4J� =6C�4J

А х ��• �� B y �� X � �С�u � / � X 7 Z

2� 9E6E\� JJ� =4�p>� X’�� 5ZZ� =64AE>G;� B4A2�@:H� =6C�H

А\х +  £ ,у +  С  =  0 (а1)

G7IH�� D4� JJ� =4�p>� Xx2�� G?Z� �EN;G@� :7� =6C�2<�(а);� =6C�7�� D4�
\�H97]� X’�� GˆZ� \� X~k��#$%��� �7]� \7� =4�p>� G49IH� =E6EG;:H�(а)�2�X7�Z�
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VI. Метода взаємних поляр. Побудовання взаємних по­
лярних трикутників, а також подвійний спосіб діставати 
автополярні трикутники, — де є нескладні приклади методи 
перетворення фігур, що базуються на теорії полюсів і по­
ляр; їх звуть методою взаємних поляр.

Кожну фігуру, що складається з прямих і точок, можна 
перетворити на іншу фігуру, таку, що всякій її точці від­
повідатиме пряма — поляра точки, а прямій відповідатиме 
точка — її полюс відносно основного кола.

Надзвичайно цікаво те, що таким чином можна пере­
творювати не лише окремі точки й прямі, а й суцільні лінії. 
Справді, уявім собі якусь криву лінію. Двом безконечно 
близьким її точкам відповідають дві безконечно близькі 
прямі, як — поляри, і їхня точка перетину буде полюсом 
тої прямої, що злучає дві взяті точки. Ця пряма буде до­
тичною до першої кривої, і коли ми поступінно переходи­
тимемо від одної точки кривої до сусідньої і т. д. поляри, 
поступінно зміняючись, визначатимуть у послідовному пе­
ретині також безперервну послідовність точок, що утво­
рюють іншу криву, і цю останню можна уявити собі, як 
сукупність полюсів прямих — дотичних до першої кривої.

Для ілюстрації знайдемо взаємну поляру кола
(я — ����EDE-K — ���  — Д2 =  0 

відносно іншого кола
х2 �-�K�  — г2 =  0

Дотична до першого кола
( X — ��  (х -  а) +  ( Г —  ���"K  -  ��  — =  0,

або
(х — ���F EDE�"K ����� У — [а (х — � �EDE� "K���� �EDE… � 0 

Координати її полюса визначаться за попереднім
Е __ V–� ! ___________—  �__________

х — а K — �� [а (х — а) ~|- Ь (у  — Ь) +  Я2]
тобто
,   —  �  (х — а) ________—  �  (K — �� ______
~  �  (х —- а) -)- �  "K — M�E1- ’ 75 ~  �  (х — � �EDE� "K — ��  -)- /?2
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Щоб дістати співвідношення, що пов’язує с і ■»), коли л: і у  
приймають усі значіння, що справджують рівнання першого 
кола, ми помічаємо, що, піднісши до квадрату й додаючи, 
матимемо:

! +  ^2 =
г і[( х - а ) '  +  { у - Ь ' ) \  

[а(х — а) -{- Ь (у  — Ь) +  /?2]2
__________ г Г ? _________
[а (х — а) +  Ь {у  — Ь) Ц- /?2]2 ’

а, з другого боку, помножаючи ;, т] відповідно на а і Ь й 
додаючи, матимемо :

пі-иь-п— — а )Л-Ь{у — Ь) ]_
,_г [a(x — a) +  b{y  — b) +  R t} ,

і тому
— г2/?3

а!і- +  Ьт~ г2== ь (у/ _  Ь) +  Я2] ■
Порівнюючи два попередні вирази, дістанемо :

Я* (І2 +  т2) =  (о$ +  Ь-п - г 2)2.

Це є рівнання другого степеня відносно ;, т]. Воно визна­
чає коло лише за

а — Ь =  0,

а для інших значінь а і Ь воно визначає якусь криву дру­
гого порядку—еліпсу, гіперболю чи параболю, які ми вивча­
тимемо в подальшому.

§ 18. Система двох кіл

Точки перетину. Радикальна вісь. Хай дано два кола: 
К =  х 2-{-у2— 2ах — 2 Ьу 4-С  = 0 ,  де С = а 2-\-Ь2 — г2,
К! =  х2 + ,у 2 — 2а'х — 2 Ь'у +  С  — 0.

Точки, спільні цим двом рівнянням, справджують і рівнання 
К - К  =  2{а, — а )х -{ -2 ф , — Ь)у-\-С — С, =  0.

Це рівнання—першого степеня — визначає пряму лінію, 
яка існуватиме і в тому разі, коли два кола зовсім не 
перетинаються. Точки цієї прямої мають ту властивість, що
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Точка перетину перших двох осей така, що степені її від­
носно всіх трьох кіл будуть рівні. Отже, вона належить 
і  третій радикальній осі. Можна перевірити це легко за до­
помогою підрахун­
ку. Зветься ця точ­
ка р а д и к а л ь н и м  
ц е н т р о м  3-х к і л 
(див. рис. 39).

Приклад III. Два 
рівнання другого сте­
пеня відносно $ і K 
мають взагалі чо­
тири системи спіль­
них розв’язок. Для 
двох кіл ми знайшли, 
однак, лише дві точ­
ки перетину; щоб 
знайти інші, поміча­
ємо, що, коли ми звели рівнання до однорідности відносно 
координат, увівши замість � � �� K  їхнє відношення до оди-

� � �� K  . . . .ниці довжини  �  а саме: �� % т0 їхні рівнання матимуть 

вигляд (після множення на  ���

� �� K�  — 2 (2��  2�K  -{- + � =  0,
$�  -)-K�  — г "��	 �  -]- 2 �	K 4- +  �  =  0 , 

рівнання, що привело нас до радикальної осі, власне є 

 g��"�	  — ��� �  -{- 2 "M — ��K  -|- (+	 — +�� – =  0

Радикальна вісь визначається другим чинником, щождо 
першого, то він теж призводить до спільних двом колам 
точок, бо обидва рівнання зводяться при цьому до

� I � K •��  0 ,

але 2 =  0 (тобто 1= 0) визначає безконечно віддалену 
пряму, яка з колом — точкою

� ��EDEK� =  0
��rW�4 . Аналітична геометрія
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то помітимо, що є два значіння відношення — — дійсних і
Р

різних, злитих чи уявних, за яких відповідні кола в’язки 
обертаються в точки. Ці дві точки звуться граничними 
точками в’язки (на рис. 42 �  і �	��  Умову, щоб точки були 
дійсні, досить важко визначити в такому вигляді. Для 
спрощення приймаємо радикальну вісь за вісь _у-ів (* =  0)

і лінію центра за 
вісь л;-ів. Тоді рів- 
нання кіл

"�  — а)2 —{-_у2 — г2 
� � � 6 � � % �0 �

або

� �� K ��� �� � � y � �� � �

якщо позначимо змін­
ний параметрі—� �  
�  А і стале а2 — г2=  

��?�� C;�� YY�Z �1;�
Для кіл з дійсни-

ми'точками перетину �% — г2 — 82, а для кіл, що дотикають­
ся, а2 — г2 =  82 =  0; для в’язки з уявними точками перетину 
�C —   ���EDE 82.

Звівши рівнання до вигляду

"�  +  А)2 + у 2 +  82 — А» =  0,

помічаємо, що умова — &2 +  82 =  0 дає за верхнього знака 
дійсне значіння для А =  +  8, а за  8 =  0 і А =  0„ і за нижнього 
знака А — уявне: А =  +  8��

Отже, граничні точки дійсні за умови а2 — г2*<0, тобто 
в тому разі, коли в’язка має уявні точки перетину, уявні,— 
коли в’язка має дійсні точки перетину і вони зливаються 
у в’язці стичних кіл з їхньою точкою стччности.

Віддаль найближчої до радикальної осі точки кола від 
цієї осі дорівнює:

А — / А 2 +  82 = +  82
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Із збільшенням £ ця віддаль зменшується, і, коли & до­
рівнює +  оо, віддаль обертається в нуль: радикальна вісь 
являє собою граничне коло в’язки, коли центр віддаляється 
на безконечність.

Кут перетину двох кіл. Одна з теорем „Евклідових по- 
чатків“, що нині зникла з наших підручників елементарної 
геометрії, стверджує, що не можна через точку дотику 
провести пряму так, щоб вона не зустрічала кола і лежала 
поміж ним і дотичною; інакше кут поміж колом і дотичною 
в точці дотику менший за будь-яку конечну величину, і 
тому його треба вважати за рівний нулеві. Виходить, що за 
кут поміж двома колами треба вважати кут поміж дотич­
ними до цих кіл в їхній точці перетину. До такого погляду 
призводить і уявлення про дотичну, як граничне положен­
ня січної, що злучає дві безконечно близькі точки кривої, 
і тому вона включає безконечно малу частину— „елемент“ 
кривої, яким визначається її напрям у точці дотику.

Звідси кут двох кіл
(х — а )2-|-(_у — Ь у — г2 =  0,
(х — а')* +  (у  — Ь’У —  г2 =  0, 

що їхні дотичні визначаються рівнаннями:

(х — а ) ( Х — а) +  ( у - Ь ) ( У — Ь) — гі =  0,
(х — а')(Х — а') +  (у  — Ь’) (У — Ь') — г2 =  0,

обчисляємо за формулою

tgo  ̂—

де

—
х  — а
у = ь '

х  — а' 
у ^ - Ь '

таким чином
(У — Ь){х — а') — {у — Ь')(х — а)  
(х — а ) ( х - а ' ) - У ( у  — Ь ) ( у — Ь')

цей вираз можна перетворити. Чисельник
== х  {V — Ь) — у  (а ' — а) — аЬ' а'Ь,
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7� \:7�E::;I� �4N:7� =E6EGA46;G;� \7� B4=4�454p� 62A:7::C�
B7:;M� I2��� D4� B�C� JM:@4J� G49I;� =E6EG;:H� 439;>�C]�4� jf 5 ��
�ID4� \:7�E::;I� =4\:79;�4� О,� G43G4

О =  {х — а){х — а!) {у — Ь){у — Ь’) ��

G4�� A2B:2�7p9;

гг =  (х�T� а)2-\-(у �T� Ьу,
\:7<BE�4l

0  — г* =  (х — а ) ( а - а ' )  +  ( у - Ь ) { Ь  — Ь'),

7�� A2B:2�7p9;

5���u �XM�T�а'У +  ( у  — Ь ') \
\:7<BE�4l

О �T� г<г — {х�T� а')�Xа��T� а)� (у �T� Ь')�XЬ'�T� Ь).�

�4B7p9;� ?2� BA7� 62A:7::C�� �7G;�E�4l

� й - г *  — �5���u �Xа ��T�7Z�X7�� �7�Z�} �X,��- Ь ) ( Ь -  Ь�Z �

G43G4

2 й  а  г*�} �5��T�X7�T� а'У�T�XY�T� Ь'У�

�GNE�

�� �� х(Ь'�T� Ь)�— у �X7��T�а)�T� аЬ'�Q��Ьа'
2

�A7� I4�7� 46G454:7�@:2��G43G4� =E6EG;:7pG@>C� =2B� =6C�;��
IHG4��� CID4

гг� u �XB��r �7 �ZF�} �XY�T�3�Z��

�E� �4N:7� 3H�4�3� B2>G7G;� 2� >HG4�5E4�EG6;9:4�� �ID4� I4�7�
=E6EG;:7pG@>C� =2B� =6C�;�� IHG4��� G4� B4G;9:7� B4� =E6L454�
=E6=E:B;IH�C6:7� \� B4G;9:4p� B4� B6H5454� 2�� G7I;�� 9;:4���
\�;A7]G@>C� \� 67B2p>4�� B6H5454� I4�7�� =64AEBE:;�� H� G49IH�
B4G;IH�� G43G4� =64M4B;G@� 9E6E\� ?E:G6� B6H5454� I4�7�� 7� B4O
G;9:7� B4� B6H5454�T�=64M4B;G@� 9E6E\� ?E:G6� =E6L454�� �GNE��
BA7� ?E:G6;� 2� G49I7� =E6EG;:H� HGA46ppG@� G6;IHG:;I�� =6C�4O
IHG:2<� =6;� 4>G7::2<� G49?2�� 2� G4�H� IA7B67G� A2BB7�2� =4�2N�
?E:G67�;� B462A:p]� >H�2� IA7B67G2A� 67B2p>2A�
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�5(�8/%� �-0�</%� ��-A� '(��
N%�%<%�� �&-�3�(08� ?5(�8/@� �-0�</@� �-� ��-A� �%/�A� '(�a

"�� � � ��[E � "K � � ��K�� �г2 Y �0 (� " � �� � � 	2EDE�K�� ��2 �� �&  �� �-��

Рівнання дотичних до кожного кола відповідно в точ­
ках (� �� K�  і (� K 	 �  визначається рівнаннями:

" c E ˜ � - $ E m � �� �- k E i � - ‚ E M � �� �@I
�

" �%�� ��	��"F � �	��� �"K 	  — �	��"2 ���J�  =   '* 

Поділивши перше на  �  а друге на  	  і поклавши
� � �� K  — i-------=  gfh� а, -------=  pPk�а.

 �  

де а є кут радіюса, проведеного в точку дотику з віссю 
�E�4

, � �  — �	� �� �� K 	 — �	cos а = — - — » sin а =  -  E.—

де а' є такий саме кут для другого кола, зведемо рів­
нання до вигляду:

"$  — m� cos a -j- "2  — i�  sin a =  †�

"$  — а') cos а' -j- "2  — M� sin а '=  †�
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Щоб ці два рівнання визначали ту саму пряму, перш за 
все треба, щоб

cos о   sin а
cos а' sin о

звідси має бути:

тобто

отже

Sin о' COS а — sin а cos o' =  0,

sin (а' —  а) =  0,

%'— а — 0, або о' — о� � � ���

Для першого випадку
cos а' =  cos а і sin а' =  sin а,

так що спільне значіння двох попередніх відношень 
буде + 1.

Для другого випадку
COSar =  — cos а і s in a ' =  — sin a,

спільне значіння двох відношень є — 1.
Кожний з цих випадків розглянемо окремо.
Спочатку розглянемо випадок, коли a =  a' і

cos a _  sin a _ , ^
COS of ~~ sin o' ~r

У цьому разі рівнання обертається на такі:
(X  — a) cos о (Y  — b ) sin а =  г,
(X  — a') cos a-\-(Y  — V) sin а =  r',

а що вони визначають ту саму пряму, то ріжниця поміж 
другим рівнянням і першим неодмінно обернеться в нуль,, 
тобто

(іа — a') cos о -}- (Ь — b') sin a =  r' —r.

Це й є друга умова. Повертаючись знову до значінь 
cos а і sin а, знайдемо:

. х  — а . и,\У— Ь г.
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�p� H�4AH� AB4A4�@:CpG@� I446B;:7G;� G494I� B4G;IH� 2\�
>=2�@:;�;� B4G;9:;�;� =E6L454� I4�7�� �4�:4N;AL;� <454�
:7� г,� �7G;�E�4l

(а — а’) ( х T� а)-\-{Ь�T� Ь ')(уT� Ь) — г{г’�T� г)

��C� B6H5454�I4�7� �;�4BE6N;�4�� \7�2:Cp9;� ”h€�7�2�€kb�7�:7

х  — а’ . у �T� b
���� wT� 2�� � � �ґ  г

(х — а/�X7�T�7�Z�} �Xу �T� b') (b — V)�u �ґ �XU���T�5Z�

.�B6H54�H�A;=7BIH�7�u7�X�W5��”h€�†5u�T�”h€�e���€kb�e u �T€kb�e���
G43G4� B2>G7:E�4� 7:7�4529:;�� =46CBI4�� l

{х — а)(а'�T� a)�� • �{у�T� b)�(V �T� Ь) — г(г'� 5Z

� �XM�� �а') {а' -  а)�� �Xу �� �b1) {V -  Ь)�u �ґ �XŠ�} �5Z�

CI� 62A:7::C� M46B� B4G;IH� =E6L454� <� B6H5454� I2�� \� B6H54p�
=764p� >=2�@:;M� B4G;9:;M�� �� D4� G49I7� =E6EG;:H� B4G;9:;M�
]� =4�p>� M46B;�B4G;I2A�� G4� >=2�@:2� B4G;9:2� BA4M� I2�� =E6EG;O
:7pG@>C� A� G49?2�� D4� 3HBE� =4�p>4�� =E6L4J� M46B;� A2B:4>:4�
=E6L454� I4�7� 2� B6H54J� M46B;� A2B:4>:4� B6H5454� I4�7� X\7�
I4N:454� \� BA4M� A;=7BI2AZ�

�4�p>� =6C�4J�

(а — а�Z�(х T a)��„��[b�T� Ь')�(у �T� Ь) =  г�X5��T�5Z�

B2>G7:E�4�� =462A:pp9;� ?E� 62A:7::C� =4�C6;

(х�T� а) (X �T� а)�} � (у �T� b)�(Y T� Ь)�u �г2,�

A2B:4>:4� =E6L454� I4�7w�х � 2�у �T�I446B;:7G;� =4�p>7� )7]�4l

х  — а у �T� b г�
— ґ  — г ’

=E6L2� BA7� A2B:4LE::C� =4I7\HpG@�
:7� �2:2J� ?E:G62A�� 7� I446B;:7G;

�� г(а — а')�х  =  а 4-� ������ ��u

D4� LHI7:7� G49I7� �EN;G@

аг
~7~-

■а г

2

у  =  Ь г(Ь�T� Ь')�
/ �T� г

Ьґ — Ь'г�
ґ �T� г
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Для другого кола дістанемо:

Звідси:

�	  — �	�! �K  — �	  
�  — �	� �	  — M

&
 	E�

�  — �	 і У
� �����	  
& —  

Отже, для хорд дотиків обох кіл полюс справді той 
самий. Цей полюс е точка перетину спільних дотичних 
(має назву ц е н т р  п о д і б н о с т и ,  при чому в нашому разі 
з о в н і ш н і й  ц е н т р  п о д і б н о с т и ) .  З рівнань для ви­
падку � � ��  -{-тс, дістанемо і другий центр подібности— 
внутрішній. Маємо:

�  — �� K  — ��   
�	  — �� M  — ��  		  —  

Звідси видно, що й він лежить на лінії центрів 

-  � ;  4- �	  . �&	GE�	 
���� L � & � %� 2 � E L � & E

Ці назви з ’ясовується з такої властивости цих точок.
Хай 5  є зовнішній центр подібности (рис. 43), �  і � 1— 

точки дотику спільної дотичної з першим і другим колом, 
�  і Сі—їхні центри. Трикутник УАС і трикутник £ЛіСі пря­
мокутні при �  і Лі, і тому вони з паралельними боками 
��  і �D�D] вони подібні, тому

5С ОД 
СА СіА і

Якщо тепер через 5  проведемо довільну січну *P�P�  
що зустрічає перше коло в точці P�  друге у відповідній 
точці P��  то за попереднім

5С 5С,
� P � ���P�  (®)

бо
P��� ����� � � М ,С і~  А\С\ — г'
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з кривою, заданою загальним рівнанням другого порядку 
А тепер лише виразимо, що ця пряма зустрічає коло

Xі -{-у2 4~ 2Ах  -)- 2Ву +  С =  0

в двох злитих точках. Хай V ф  0. Множимо рівнання кола 
на г»2 і заміняємо vy  на — (их-^-т). Одержимо рівнання:

.X2 (к2 г/2) — 2х (Av2 Ви.ч) 4- п'ю) Ц- Сг/2 — 2 4 -  г<У2 =  0,

що має рівні корені за такої умови:

(и2 4- г/2) (Сг/2 4- 2 Bwv  4~ ®/2) =  (Аг/2 — 5иг/ 4“ «®02

Це і є шукана умова. Вона є другого степеня відносно 
А, В, С.

Приклад. Треба провести коло через дві дані точки 
так, щоб воно дотикалось до даної прямої

их 4~ ту/ 4~ ™ — 0 •

Хай віддаль поміж двома даними точками дорівнює 2 с; 
приймемо пряму, що їх злучає, за вісь х-ів, а перпендику­
ляр до середини—за вісь у/-ків і хай є ордината центра. 
Рівнання набирає вигляду:

х2 _|_ уч — 2гіу 4~ С =  0,

і С визначиться з умови
с2 4- С =  0.

тобто
х2 4-у/2 — 2 у\у — с2 — 0 .

Для т] знаходимо квадратове рівнання:
ц2 (щ 4- т)і/)2 4- (к2 4- г/2) (с2г>2 — 2 ути — гг/2) =  0

дістанемо д в а  кола, що проходять через дві дані точки 
до дотичної.

Умова дотику двох кіл, щоб точка дотику лежала на 
лінії центрів, або щоб віддаль центрів дорівнювала сумі чи 
ріжниці радіюсів. Якщо і, і\, р є координати центра і радіюс 
шуканого кола, а, Ь, г — теж для даного кола, то мати­
мемо :

( Е - а ) 24-(т)- & ) 2 =  (г+ р )2.
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Задача ��� 'E6E\� BA2� B7:2� G49I;� =64AEB2G@� I4�4�� D43�
A4:4� B4G;I7�4>@� B4� B7:454� I4�7

(х — а)' +  (у  — Ь)г — �U���u �/�

�;367AL;� GH� >7�H� >;>GE�H� I446B;:7G�� D4� 2� A� =4=E6EBO
:@4�H� =6;I�7B2�� �7G;�E�4� B�C� 62A:C::C� LHI7:454� I4�7

х г� T� 2тіу =  с2,

A� CI4�H� yt� A;\:797]G@>C�62AO
:C::C�l

7��Z�XHt�T 5yZ{�u �X5�—�6Z5�

);� �4NE�4� 43�EN;G;>C�
64\5�CB4�� G2�@I;�?@454�62A��
:7::C��D4� A2B=4A2B7]�A;=7BO
I4A2� \4A:2L:@454�B4G;IH��34�
A2B=4A2B:4� B4�A:HG62L:@454�
B4G;IH� 4BE6N;�4� 62A:C::C��
CIE� A2B62\:C]G@>C� �;LE� \:7I4�� =6;�р,� 2� G4�H� A4:4� �7]� B4O
B7G:;�;� I46E:C�;� A2Bq]�:2� I46E:2� =E6L454�

�6H5E� 62A:7::C�� D4� <454� G6E37� B�C� A;\:79E::C� #� 2� 6y�
B2>G7:E�4� \� H�4A;�� D4� I4�4� =64M4B;G@� 9E6E\� B7:2� G49I;l

KJt�� С2 —�6���

V7� <454� B4=4�454p� =E6LE� 62A:7::C� :73;67]� A;5�CBHl�

а2��—��Ь2�T� с2�T�� т}Ь�u �г2� � рг.

VA2B>;l

¥

а2 Ь2�T� с2�T� г2 г�
� Ь Ь Р •

�>G7A;AL;� A� 4B:E� \� 62A:7:@�� �7G;�E�4� IA7B67G4AE� 62AO
:7::C� B�C� 6

�� г (а2��X��Ь2�T� с2�T� г2)� �� Qс2Ь2�} �X7���X��Ь2�T� с2�T� г2)2
R�T 6� Г2 — Ь2� 6�2� Q�X5��T�Ь2)� T�

�2B=4A2B:4� B4� BA4M� I46E:2A� ?@454� 62A:7::C� �7G;�E�4
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два розв’язки. Додатнім кореням відповідатиме випадок 
зовнішнього дотику, а від’ємним — внутрішнього.

Задача 3. Через дану точку проведіть коло, дотичне до 
двох даних кіл.

Хай дано точку (а", ����  дані кола
"�  — ��2  -(- "K �����K  — г2 =  0,
"�  — �2  — г2 =  0 .

Шукане коло

(х  —  £)2 “Ь (.У —  7і)2 —  р2 =  0.

Умови дотику

($ —  а )2 +  (ті —  Ь ) —  (г + р )2 =  0,
(£ —  о ')2 +  (ті —  Ь') —  (г’ +  р)2 =  0.

Умова проходження кола через дану точку "���� ����

-[��  й")2 +  (̂ і — X K ��  Р2 =  0.

Віднімаючи останнє рівнання з двох перших, дістанемо 
два лінійні відносно £, ■»), р рівнання і одно — квадратове. 
Разом матимемо два розв’язки. З усіх можливих комбінацій 
знаків буде чотири:

-(— [- і -------
+  -  І -  +■

Ці випадки групуються попарно так, що додатні корені 
одного кола відповідають від’ємним кореням другого. Тому 
маємо лише дві системи рівнань з двома розв’язками кожну, 
а разом ч о т и р и  кола, дотичні до двох даних кіл, і всі 
вони проходитимуть через дану точку.

Задача 4 (Аполлонієва). Збудуйте коло, дотйчне до 
трьох даних кіл.

Хай

АГ; =  (х —  а*)2 +  (у  —  Ьі)2 —  Г;2 =  0 (і-,,,,») О)

рівнання трьох даних кіл, а

( х — 1)2 +  0 /  —  *02 —  Я 2 =  0 ���
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рівнання шуканого. З того, що точка дотику двох кіл ле­
жить на лінії їхніх центрів, випливає, що

(І -  +  (V) -  Ь;Г =  Я ±  пУ (3)
або

(£ — аї? +  (т) -  Ь у  — г? =  Я2 ±  2Н п ,
тобто

АГг =  Я2 +  2Ягг.

Подвійний знак відповідає зовнішньому і внутрішньому 
дотикові. Візьмімо будь-яку комбінацію знаків, наприклад, 
УСІ +  -

Із трьох рівнань
(І — аі)2�� �� +���� ЬіУ — г? =  Я2-І- Ж п

можна знайти три невідомі 5, •»] і /?. Цей розв’язок можна 
впорядкувати так: складаємо два рівнання першого степеня 
для І, т) і /?:

звідси:

�	  — ����  2/? (г2 — Гі) 1 
� � � � � �� � � � � 	 � � 	 � � � �

К , - К х __К г - К х = 2 [ г  
Г2 — Гх гъ — п

(4)

(5)

Два перші співвідношення показують, що шукане коло 
має центр на прямій

К ^ Кх^ - К х
Г% —  Гх Гз Г і

що проходить через радикальний центр трьох кіл. Щоб ви­
значити £, т], треба ще одну умову. Виключаючи Я, можна 
скласти рівнання:

4 Кі
К , - К х  
Г2 — Гх

� � � � �  ,
, Гг — п  — 4 п

але це не буде рівнання кола.
Аналітичний розв’язок ми дістанемо, звичайно, досить 

просто, якщо рівнання (4) розв’язати відносно £ і ч) і під­
ставити в одне з рівнань (3); одержимо рівнання другого
6. Сінцов, Аналітична геометрія
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Так само:

(Я +  Y��"— �E �—_� =  Я [(Г! -> з )г -  а32 -  V ]

Отже:

—����—�� —���� —ž
"Y —  �K  — ��~  — V  (а — г3)2 — о32 — й32

Це є пряма, що проходить через точку перетину хорди 
дотиків спільних дотичних кіл —� і —�� з хордою дотиків 
спільних дотичних кіл —� і —_�� Крім того, вона проходить 
і через радикальний центр трьох кіл.

Розглянута раніше задача проведення кола, дотичного до 
двох даних кіл, якщо перше проходить і через дану точку, 
є окремий випадок останньої задачі, а саме, коли радіюс 
одного з трьох даних кіл дорівнюватиме, наприклад, &2 =  0. 
Тоді — для такого кола — точки внутрішнього й зовнішнього 
дотиків зливаються, і число можливих розв’язків змен­
шується удвоє (дорівнює 4). Якщо ще одне коло зводиться 
до точки, наприклад, JD��  0, то число розв’язків знову змен­
шиться удвоє і дорівнюватиме 2. Наостанок, якщо і останнє

коло обертається на точку, одержимо ^ = 1  розв’язок, —

одно коло проходить через три дані точки.

§ 20. Інверсія

Уявімо собі систему полярних координат  �  6 і перейдімо 
від точки з координатами (г, Є) до другої точки " D 6') за 
умовою:

6' =  6,  ��  � �  �

На кожному радіюсі, що виходить із полюса, помічаємо 
точку, що її віддаль від полюса обернено-пропорціональна 
віддалі від центра перетворюваної точки.

У прямокутніх координатах, що їхній початок зливаєть­
ся з полюсом (він тепер відограє ролю ц е н т р а  і н в е р ­
сії), зв’язок поміж координатами (х, K� точки перетво-
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7� �2:2C�� D4� =64M4B;G@� 9E6E\� ?E:G6� 2:AE6>2J� X �u �/Z�� =E6EO
9;>�p]G@>C� :C� =6C�H

Ах' +  Ву'�u �/ �
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B2p>� >8E6;�� G7I� D4�
0 0 ' =  к.� "4N:H� G49IH�
ЛІ� =E6L4J� =�4D;:;�
\�H97]�4� \� =64G;�ENO
:;��I2:?E�� О'�B2C�EG67�
�6C�7� О'М � \H>G6297]� ��?�� CH�

=4AE6M:p� >8E6;� A� G49O
?2�М Mw� ?p� G49IH� \�H97]�4� \�О� 2� ОМ� �� =64B4AN;AL;� B4�
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�4B2� :7� =2B>G7A2� =4B23:4>G;� G6;IHG:;I2A

Д О О 'М ™  А  О’ОМ'
�7]�4l

ОМ _  0 0 '
ОО’ ~  О'М'

\A2B>;l
ОМ . О М '�u �ОО'2�u �к \
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(Л 8) і "&� 8') точок є зв’язок   �����U�  і 6 =  8'. Звідси для 
прямокутніх координат одержимо, як і раніш,

�C�� ��K �
F �  х 'г+ У 2’ 2 � � 	 �� K 	 �	

Наостанку можна покласти, що площини припадають 
одна на одну через паралельне перенесення другої площини 
до злиття з першою так, щоб �	  припало на �  і осі коор­
динат 2 ��F	  злилися з ”�F�  Можна зробити висновок, що 
інверсія встановляє таке перечисления: точки (х, K�� що ле­
жать у колі

� �EDEK��� �� �

( к о л о  і н в е р с і ї )  перечислюються на точки, що лежать 
п о з а  дим колом. Точки, що лежать поза колом, відбива-

P�� �"��  0), P 	T  ( * ' = - .  о)\ � � –
мають гармонійне відношення

ються, навпаки, в середині 
кола, а якщо P  є відбиток 
точки P�  то й, навпаки, P  
є відбиток точки P�  (Точки, 
що лежать на самому колі 
інверсії, не зміняють свого 
положення). При цьому вони 
лежать на одному з діамет­
рів. Вони гармонійно супря- 
жені відносно кінців діяметра. 
Справді, якщо взяти точку P  
на осі �E�4� то чотири точки

. Л =  (й, 0) і ��� �"�����  0)

�P  , �P �  _л: — ^ , � 	  — �
�P  ’ �P	� � ��  +  ^ ‘ � 	  -{- �  ’

�E
5
�

�EDE� � 	� `
� ��

1

тобто:



РОЗДІЛ VI

Криві 2-го порядку. Загальна теорія

§ 21. Загальні зауваження

Криві, що ми їх вивчатимемо в подальшому курсі, ви­
значаються в прямокутніх (а також і в скіснокутніх) ко­
ординатах рівнання 2-го степеня:

А хг -\-2Вху-{-Су2-\- 2£>х +  2Ду +  Д = 0 .  (1)

їх називають криві другого порядку, розуміючи — вза­
галі — під порядком кривої число її точок перетину з до­
вільною прямою.

Справді, якщо дано якусь пряму

у  — ]хх~\~Ь, (2)

то вона перетнеться з кривою, визначеною рівнанням (1) у 
точках, що їхні координати можна визначити, розв’язуючи 
вкупі рівнання (1) і (2). Абсциси точок перетину визна­
чаться рівнанням:

(А +  2 В? +  С ^) х2 +  2 [Ь(В +  Ср) +  £> +  Др.] х +  СЬ* +  2ЕЬ +
� �� � � �

Це рівнання другого степеня відносно х і, таким чином, 
одержимо д в і точки перетину кривої (1) з прямою (2).

Криві ці називають звичайно к о н і ч н и м и  п е р е р і ­
з ами,  бо їх можна мати, перерізаючи прямий (чи косий) 
круговий конус площиною (див. далі розд. X). Можна було б 
і безпосередньо пересвідчитися в цьому, складаючи рів­
нання перерізів прямого кругового конусу площиною, що 
утворює той чи той кут з його віссю. Добираючи на­
лежним чином осі координат у площині перерізу, можна
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ординату кривої (1), треба додати або відняти вели­
чину У.

Лишається дослідити, які значіння може набирати У. 
Для цього згадаймо властивість тричленів вигляду М х2-\- 
4 -2 Мх-\-Р. Треба розрізняти випадки М<С. 0, /И >  0 і, крім 
того, випадки дійсних, рівних чи уявних коренів рівняння

Якщо це рівнання має дійсні нерівні корені х' і х" (тоб­
то якщо /V2— МР^> 0), тричлен розпадається на добуток 
дійсних чинників

Мха +  2Мх -\-Р = М (х  — х ')(х  — х") .

Якщо корені (8) рівні, тобто, якщо Дґ2 — МР — 0, маємо

Якщо, наостанку, корені (8) уявні, то за дійсних коефі' 
цієнтів вони будуть супряжені:

х' — а -}~ $і; х" — а — 

і тричлен стане у вигляді:

ЛГх24 -2 Л /х 4 -Р = 0 . (8)

Мх2 +  2Мх +  Р  =  М (х — х')2.

М х1 +  2Мх +  Р  =  М [(х — а)2 +

У

Рис. 47.
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Ь )  / = 0 .

1 .  ТУ2 —  М Р > 0 ;

У =  У м  (X — х') (х — х").

Коли х '<  л: <  х", тоді під радикалом величина від’ємна, 
між АА' і ВВ" (ОА’ =  х , ОВ' — х!7') немає точок кривої. 
Л і 5  їй належать. Коли 
і їхні значіння зростають, а У 
теж зростає і може стати більше 
за всяку хоч яку велику вели­
чину; так само, коли х  менший 
за х ’ і він спадає. Одержимо дві 
вітини кривої, що розходяться 
по обидві сторони АВ  від А лі­
воруч і від В праворуч і пря­
мують до оо. Ця - крива є г і­
п е р б о л  я.

2. ІУ2 — =  0.

У =  (х — хГ)У~М=*

У дійсне, маємо пару прямих, 
що перетинаються в точці

N
х — ж  У =

' м
'Л/

Рис. 48.

� �;

3. АГ2 — М Р < 0 .
У =  у Щ ( х  — а)2 +  й2]

вираз завжди дійсний, тому що підрадикальна величина 
завжди додатня: кожному значінню х  відповідає два дійсні 
значіння у.  При цьому, коли х  — а, К =ш іп., віддаль точки 
кривої від прямої

_  Вх +  Е

що ми її відлічуємо по ординаті, буде найменша, а із змі-



*J

ною х  від а в той і другий бік, зростає і стає більша за 
всяку хоч яку величину, коли х  хоч яке велике своєю аб­

солютною величиною. 
Крива теж г і п е р б о -  
л я, але вона інакше 
розмістилась.

Докищо ми не звер­
нули іуваги на третій 
можливий випадок:
с) Лі =  0;

В’ — А С ^ О

(при цьому члени 2-го 
степеня в (1) стано­
влять точний квадрат).

Тут
У = У ^М х-\-Р .

Цей випадок підрозділимо також на три:
1. Л і> 0,

К О Л И

У дійсне. Значінь у  два; 
вони зливаються в одно 
( К = 0), коли

А коли Рис- 50-

Х + 2 Ї Ї < 0 ,

тоді немає дійсних точок, — крива вся міститься праворуч

Г
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однак, помітити, що й за Л1 < 0  в цьому разі одержимо 
не лише дійсну точку, а й пару перетятих у ній прямих, 
але не дійсних, а уявних:

У
Вх +  Е  / /V-

С — \ ^  2М, У м .

2. М — 0, N  — 0, при цьому умова (6) знову справджу­
ється, бо Л/’2 — М Р — 0 при С ф О  за умовою.

Прямі паралельні

Вх +  Е  . , „ )  дій“ 1 з а £ > °  |у  — -------^ —  +  у  Р  | злиті за Р  =  0 і-
( уявні за Я<ф0 І

Ми не зачепили й досі той випадок Д =  С — 0, коли (1) 
зводиться до вигляду:

2 Вху  +  2Вх  +  2£>ф -/7==

Тепер це рівнання відносно у  ніби вже не квадратове, 
один із коренів обернувся на безконечність, як відомо із 
елементарної альґебри, а другий визначається рівнаннями:

2Р х-\-Е  Р  2Р Е — ВЕ .
У 2Вх ф- 2Е В + 2В{Вх +  Е ) '

Рис. 52.

О

За х  -- В ' ОО 1

зменшується із зростан- 
Рням х  до — за х  =  со :

якщо х <  ■

В
Е
В ' значіння у

В

від ємне і спадає своєю 
абсолютною величиною 

Р  .до— £  із к., зростанням

абсолютної в е л и ч и н и  х .  

Це г і п е р б о л и  (рівно­

бока). Прямі у  — — 2з і х ~  — р  паралельні до осей, і вони,
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як побачимо, є її а с и м п т о т и  (прямі, до яких крива без­
межно наближається).

§ 23. Спрощення рівнання 2-го степеня 

І. Випадок центральної кривої

/(х , у) — А х2 2Вху -}- Су2 -)- 2Dx -)- 2Еу -)- F  =  0. (1)

Покладаємо осі прямокутніми. Переносимо початок ко­
ординат у точку (І, т)). Рівнання (1) набирає вигляду:

Ах'2 +  2Вх'у' +  Су'2 +  x'f[ +  / Д  + /( ? ,  гі) =  0 
де

/ '= 2 ( A E - f ^ - f - D )

Обираємо тепер £ і rj так, щоб члени з х' і у  зникли, 
тобто, щоб

/ '  =  0 і / , =  0

При цьому всі хорди, що проходять через новий поча­
ток, поділятимуться в ньому навпіл. Ця точка зветься 
ц е н т р о м  к р и в о ї  д р у г о г о  п о р я д к у .

Два лінійні рівнання:

( Лї-]-Вт]УО =  0 I 
І Д?+Ст] +  £  =  0 І '

дають
DC — BE 

•“  АС — В2 ’
A E —BD 

71 ~  АС — В2

Значіння і і rj одержуємо конечні лише за

АС — В2ф  0 

Тому розглянемо спочатку випадки

АС — Я2 =5 0
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д _г
В' — В сов 2а------~— віп 2а

Звідси:

А'С' — £ '2 =

/„  _ А — С . 0
— 16 СОБ 2а ----- ^—  8Ш 2а

тобто:

8 (Л +  С)8 да И - с у »
4 4

А'С' — В,2 =  АС — В2. � �� �

Отже два вирази, складені з коефіцієнтів (1), 

Л +  С і ЛС— б 2

не зміняються, коли повертаємо прямокутні осі координат 
на довільний кут. Вони не зміняються і при перенесенні 
початку, бо тоді члени 2-го степеня, взагалі, не зміняються. 
Отож обидва ці вирази залишаються без зміни, коли пере­
ходимо від одної прямокутньої. Це є і н в а р і я н т и  для 
таких перетворень.

Виберемо тепер кут а так, щоб В '— 0, тобто

За цієї умови а може мати два значіння, що розрізня'

а це дасть

(14)

ються на 2 :
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що відповідає тому, що з двох взаємно-перпендикулярних 
напрямів ми довільний можемо обрати за вісь х-ів, а тоді 
перпендикулярний йому беремо за вісь у -ків.

Формули (12) і (13) дають

Л' +  С' =  А +  С, А 'С  =  АС — В \

тобто шукані коефіцієнти А ’, С  визначено їхньою сумою і 
добутком; таким чином, вони є корені квадратового рів- 
нання

5а — (Л -{- С) 5  +  АС — � � — 0
або

А З  3  Пп'ї
В С — 5

Його детермінант

(Л + С )5— 4(ЛС— 5*) =  (Л — С)* +  4 £ 2> 0  

і тому корені його дійсні.

Н. Крива, що не має центра. Хай тепер

або
АС — £ 2 — 0

А �
' ? �9

Тоді рівнання
Ах  -{- Ву В  =  0 /дч 
Вх +  Су +  ;�/  0 1 '

зводяться до вигляду:
Лх +  Ду +  £> =  0,

Якщо

рл
Ах +  Ву +  ̂  =  0 . 

� � � �° — В ’
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де

С  — — A sin а.-\-В cos aj3=  =  ,Д -{- С .

л , , BD — AE  , Л £  +  5 £
l_J . —і™      J � �    “Т“ .-------*

— у А ^  +  в* “ ] / ^ 2+ в 2

Початок координат докищо був довільний. Перенесемо 
тепер осі координат у точку (£, таку, щоб пропали члени 
з 2у ' і вільний член (тобто переносимо початок у таку 
точку кривої, щоб зник член з першим степенем У). Під­
ставлення:

дасть
(Л +  С) Г2 -)- 2D 'X  — 0,

при чому
(Л +  С>] +  £ '=  З,

звідси
Е

А +  С ’
(А +  С)ф +  2 т  +  2 Е’ц +  F  =  0 

або за допомогою першого
E'i\ +  2D't-)r F =  0

звідси :
, - E ' - n - F

2Z3'

А що ми прийняли BD — А Е ф  0 і, крім того, А -{-С ф О  
(інакше АС — Вг — — (Л2 -)- В2) — 0 дало б нам, що А — В — 
=  С =  0), то для S і дістанемо значіння конечне і цілком 
визначене,

Ми бачимо, таким чином, що рівнання 2-го степеня 
Лх2 +  2 Вху +  Су2 +  2Z)x +  2Еу +  Е  =  0 

виражає пару прямих, якщо

л 5 D
с Е

Z3 Е F
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Ці прямі перетинаються, коли АС — В? ф  0, і паралельні, 
коли АС — Вг =  0. Хай тепер А ф  0. Якщо АС — 8 і ф  0, то 
воно зводиться до вигляду:

А'Х*-\-С'У*ф-Р =  0, 
де

Л' +  С' =  Л +  С, А'С- =  А С — ВА і

Треба розрізняти випадки, коли АС — В2< +  і АС — Б2 +  0. 
За АС — В2ф 0  А' і С  мають той самий знак.

Тому, поділяючи рівнання на Р , матимемо:

+  р-Т2 +  1 =  0 •

�o� �)
5�� (� 5�� 4%O08� -�/%'-�(� ./%'��

1) Якщо вони додатні, то можна покласти їх рівними

±  . ±  
а2 1 №'

Тоді рівнання матиме вигляд:

а*
У
й2+  1 =  0.

Воно, очевидно, не справджується жадними дійсними 
значіннями х і у. Кажемо, що воно виражає уявну криву— 
у я в н у  е л і п с у .

2) Якщо вони від’ємні, то можна покласти
__1 . С ___1_

Р ~  а2 1 р  — Ь2 ’
матимемо:

крива має назву е л і п с и .  Зокрема за а — Ь матимемо коло.
3) Якщо АС — В -ф 0 , А і С мають різні знаки. Поділяючи 

на Р, зведемо рівнання до вигляду:

Z �) �
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матимемо:
А Х 2 +  2B X Y +  СУ2 +  2Х  (Л? +  Вц +  D) +  2У (В% +  Сц +  Е +

+ /(= , ^  =  0, (17)
де

"���� #���	 �$�%�&2 В Ь \�&�� �&� m &� Е щ & е .

Уявімо тепер точку ,SEE(£> гі) і проведімо через неї 
пряму під кутом а до осі х-ів.
Якщо х , у —координати якоїсь 
точки М, а р — її віддаль від S, 
тобто р — MS, то

X  =■ % -{- р COS а,
V =  Т]-|-р sin а .

Якщо шукатимемо точки 
перетину прямої, проведеної 
через 5  з кривою (1), то зада­
ча зводиться за даних і, т) і а 
до визначення р так, щоб (1) справджувалося. Підставляння 
те саме, що й раніш, лише треба взяти в (17)

X  — pcosa і Y — psina.
Таким чином, матимемо:

Р2(Л COS2 а -[-25 cos a Sin a-f-C  sin2 а) +  (18)
-f- 2р [Аі -{- Bf[ -j- Е)) cos ft (Bfe, -{- � *� -{- £) sin а] -j- f  (?, ij) =  0.
Це рівнання квадратове відносно р і ввзначає — взагалі— 

два значіння р .
Відбираючи відповідно £, ч\ і а, ми можемо вивести ряд 

висновків.
1. Геометричне 'значіння лівої частини рівнання (1).

Хай 5  є точка, що не лежить на кривій, М  і М '—точки зу­
стрічі, проведеної через S, прямою з кривої. За власти­
вістю коренів квадратового рівнання

п)SM .SM ' A cos2 а -|- 2В sin а cos а -[- С sin2 а

Отже, р е з у л ь т а т  п і д с т а в л е н н я  к о о р д и н а т  
т о ч к и ,  що  не л е ж и т ь  на к р и в і й  (1), у р і в н а н н я  ( 1)
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п р о п о р ц і о н а д ь н и й  д о б у т к о в і  в і д т и н к і в  с і чно ї ,  
а ч и н н и к  п р о п о р ц і о н а л ь н о с т и  з а л е ж и т ь  л и ш е  
в і д  н а п р я м у  с і ч н о ї ,  а не  в і д  к о о р д и н а т  т о ч к и ,  
з я к о ю  п р о в е д е н о  с і чну .

2. Асимптотичні напрями. Як уже зазначалось, рівнання 
(18) визначає, взагалі, д в а  значіння р, конечні і цілком 
визначені. Але є ще один напрям, за якого обертається в 0 
коефіцієнт при р2.

Для цих напрямів рівнання (IS ) 'обертається в рівнання 
першого степеня і один із його коренів обертається на без­
конечність. Пряма, проведена в одному з цих напрямів, зу­
стрічає криву лише в одній конечно віддаленій точці.

Поділяючи на cos2 а, матимемо :

Рівнання, що дає для ід а два дійсні значіння за 
В2— АС>-0, тобто за АС — Д2< 0 ;  корені його рівні, якщо 
АС — В2 — 0 і уявні за АС — В2 >  0.

Таким чином, асимптотичні напрями дійсні, коли крива є 
гіперболи, уявні, коли — еліпса, а коли рівнання виражає 
параболю, то матимемо лише один напрям, такий, що 
паралельні до нього прямі зустрічають параболю лише 
в одній точці:

3. Діяметр. Знайдемо геометричне місце середин пара­
лельних хорд кривої 2-го порядку. Для цього, помітивши, 
що коли 5 Е (с , *0 є середина хорди, то SM  і SM', — від­
далі від неї точок зустрічі з кривою, рівні величиною і 
спрямовані в протилежні сторони; тому квадратове рів­
нання для р (18) буде неповне, тобто має бути:

(ДЕ -j- B-q -{- D) cos a -f- (5? -j- 3#4��,��E) sin a =  0 , 

або, якщо ввести кутовий коефіцієнт хорд tgoL — m ,

A cos2 a -j- 25 cos a sin a -(- C sin2 a =  0.

C . tg2 a -j- 2B tg a A — 0. (19)

(�� )

A \�-j- Brt $ { �D�� � m�7��� � ������ � E) � �� . ����
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4. Осі. Супряжені діяметри, або краще—діяметр і хорди, 
що він поділяє навпіл, утворюють поміж собою різні кути. 
Можна поставити питання, — за яких умов вони взаємно 
перпендикулярні?

Тоді т т' =  — 1 і співвідношення поміж /ге і /ге' матиме 
вигляд:

А  — В (/ге -{- /ге') ■— С — 0
тобто

. , А — Ст +  /ге=  — д—

Але за /ге /ге' — — 1
, 1 1 — /ге2т-+-пг =  т -----= -----------1 /ге т

таким чином:
2 т   2 В

1 — /ге2 С — А

Але за т =  tg а
2 /ге

1 — /ге3
2а .

Отже а — напрям хорд, перпендикулярних до відповід­
ного діаметра, визначається умовою:

4 о 2 В 
18 2“ =  С = Т

співвідношення, що вже ми мали при перетворенні рівняння 
2-го степеня — (14) стор. 101.

Якщо крива параболя (АС — В3 =  0), усі діяметри мають 
той самий напрям

(порівн. (16) стор. 103), а хорди, перпендикулярні до нього, 
напрямом

Б _  С 
А ~  В
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Діяметри, перпендикулярні до відповідних хорд, є осі 
симетрії кривої, — точки якої лежать попарно симетрично 
на рівних віддалях від такої осі.

Центральні криві мають по дві осі симетрії, що пере­
тинаються в центрі — параболя має одну вісь симетрії. Осі 
симетрії кривої називають просто осями кривої. Задача 
спрощення рівнання (1) розв’язувалась (§ 23) піднесенням 
кривої до її осей симетрії (центральні криві), або до осей 
симетрії і перпендикуляра до неї в точці її перетину з кри­
вої (параболя).

Рівнання осей кривої 2-го порядку.
Діяметр /'х -|- т/у — 0 перпендикулярний до відповідних 

хорд, за умови

т А ~\-Вт 
W + C m

або
Вт} +  (і4 — С)т — 5  — 0.

Підставляючи сюди

одержимо шукане рівнання у вигляді:
5 / 7 - ( л - с ) / ; / ; - 5 / 7 = о .

Можна одержати напрям осей кривої 2-го порядку спо­
собом, що ми його використовуватимемо пізніше для від­
шукування осей поверхень другого порядку.

Рівнання діяметра
(Ах -j- By -(- D) cos a -f- (Bx -f- Су -f- E) sin a =  0 

відповідно до хорд
x  sin а —у  cos a =  0 

буде тотожне з прямою
X cos а -{-у sin а -f-k — 0 , 

перпендикулярною до цих хорд. Отже
A cos л-\~В sin a  В cos a-f- C sin a

cos a sin a
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Отже:

))+

5, — А
В tg«i

1
tg *2 ’

Таким чином ^  і 52 е коефіцієнти при я2 і у 1.
Точки зустрічі осей симетрії з кривою мають назву 

в е р ш и н  к р и в о ї .
5. Дотична. Ми визначили дотичну, як границю січної, 

що її дві точки перетину з кривою зливаються. Для кри­
вої 2-го порядку звідси одержимо, що дотична має з кри­
вою лише одну спільну точку. Тому, якщо в рівнанні (18) 
приймемо, що (£, т]) точка кривої (1), — так що /(£, ■>])== 0, 
то рівнання матиме вигляд:

(A cos2 а -{- 2В sin а cos а 4- С sin2 а) р2 -]- 
2р [(Л| -f-Вт\ -j- D) c o sa -f-(5 i-f  Су\-\-Е) sin а] =  0,

Щоб і другий корінь цього рівнання обертався на 0, 
треба, щоб

(А£ -j-Вг\ -(- D) cos a {ВИ 4~ Ct\ -f- E) sin a == 0 .

Звідси кутовий коефіцієнт дотичної у (1) У ТОЧЦІ ЇЇ  (S, Tj)

т! =  tg a == АЬ +  Вч +  D  
ВІ-\-Ст\ +  Е '

(24)

Тому рівнання дотичної напишеться

або

A $ - f - +  D .у  
ВІ-\-Су\ - \ - Е кл

(A54-5ij +  D) ( X — $)4-(Д$ +  Сіі +  Е )(У — ї] ) = 0 .

Вільний член можна перетворити за допомогою/(£, т)) =  0. 
Справді, він дорівнює

=  — [А?2 4- 2Вщ 4- Ст)2 4- Ш 4- Е-ц] ,

додаючи до цього
� " U � � <��� % � , + � 9 � � � < �V �� � % �A9 � � BC 9 � �D�E �� � F �% � 0 � �

матимемо, що вільний член

Сінцов. Аналітичні геометрія
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Отже рівнання дотичної остаточно зводиться до вигляду:

(ДІ +  £7) +  Я ) * + ( Я | +  С7) +  £')Г+£>& +  £ 'гі +  /7== 0 . (25)

Помічаємо, що рівнання симетричне відносно X, V, з 
одного боку, і ^ — з другого; його можна записати
(А Х + В У +  E� �#�� �� � � �  С Г +  F�  т) +  G��� �F " �  /=■*= 0. (25')

Помічаємо ще, що те саме рівнання можна дістати, ви­
ходячи із загального означення дотичної безпосередньо і 
розшукуючи за загальними правилами похідну неявної 
функції

йу _  /4 2 (Ах - \-B y-\-О)
сіх }'у 2 ф х  +  С у + Е )

Підставляючи в загальне рівнання дотичної,

матимемо те саме рівнання, що й раніш. Тільки тут ми 
позначили х, у  — координати точки дотику.

Наостанку, можна дістати рівнання січної і, як його 
границю, рівнання дотичної з указаного вище виразу для 
відтинків січної

SM .SM ! ___________f j X ,  Y)___________
A C O S2 a -j- 2В sin а cos а -|-  С sin5 а

де 5  є точка січної— з координатами X, Y. Справді,
SM  cos а — х х — X  SM  sin а —у 1 — Y
SM' cos а =  х3 — X  SM' sin а =  уя — Y

і, таким чином, якщо звільнимося від їхніх знаменників, то 
матимемо:

f { X ,  Y) =  A (x 1- X ) ( x2- X )  +
+  В [(Xl- Х ) ( у 2- У )  +  (х2- Х )  іУі -  К)] +  (26)

+  С CVi — У) ІУі — Y) -
Це рівнання січної, — бо члени 2-го степеня у X, Y  право­
руч і ліворуч взаємно знищуються, і рівнання справджується 
за Х  =  х { і Y —Уі і за Х  =  х 2, Y — у 2.
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різних точкдх, дійсних чи уявних, і, таким чином, вона є 
хорда стичности дотичних, що проходять через дану точку.

Кожній точці площини відповідає цілком визначена пря* 
ма (28). Початкові координат належить пряма

+  +  0 .

Виняток буде для центра кривої, бо для нього це рів­
няння обертається на

О х  о -|- Еуо -}- Т7 =  0 ,

де х 0 і уо є координати центра.
Можна сказати, що центрові відповідає безконечно від­

далена пряма.
Пряма (28) має назву п о л я р и точки (х1г у х) відносно 

кривої (1).
І, навпаки, для кожної прямої

ах� ; � �� � 7 =  0

можна знайти точку, що для неї ця пряма буде полярою 
відносно кривої (1). Справді, для цього пряма повинна бути 
тотожньою з прямою (28) за відповідних значінь х и у и що 
й дає для визначення х и у х рівнання:

А х і -|- Вух -{- О   Вхх -|- Су і —)— Е   О хх Еух /■"
o� V� yy� �� �

або:
Ахх Вуї — О о , а
Вхі +  Сух Е  =  о . р (29)
Ох1^г Еу1~{~ , Р = а . т .

Ця точка зветься п о л ю с о м  прямої ах-\~$у-\~ч =  0.
Саме рівнання дотичної, проведеної до кривої (1) із 

точки (хХ) у х) можна одержати так. Якщо (х , ,^ )  дана точка 
і (х, у)  будь-яка точка на дотичній, то всяка третя точка 
прямої, що злучає перші дві (тобто тої самої дотичної), 
має координати

тхх — пх тух — пу
—--------------------------- ,  .-----------— .

т — п т — п
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Виразимо, що ця точка належить кривій (1)

або, помноживши на {т — я)2:

пі1 (А*!2 2 Вх1у 1 +  Су і 2 +■ 2ИХу 4~ 2 Еуі -)- Г) —
— 2 тп[х (Ахі 4- Вуі +  П) - у  (Вх1 -}- Суг +  £')-{- 

~Ь {В)хг -}- Еу14“ В) ] 4~
4- я2 [Ах2 4- 2 Вху  4- Су2 4- 2 Г>х 4~ 2 Еу 4- /=] =  0, 

або, подаючи це в скороченому вигляді:

т2/ ( х г, у г) — 2тп [х (Ах} 4- Вуг 4- П) 4- у  (Вх14- Суг 4- Е) 4- 
4“ іРх і +  Еух +  Е)} +  п ї (*и У) =  0.

”  Якщо пряма дотикається до кривої (1), то вона зустрі­
чає її у двох злитих точках, і тому це останнє рівнання 
повинно мати два рівні корені, тобто мусить бути

/С*і> Л ) . / ( * .  У) =
=  [х(Ах1 +  Ву1 +  0 ) + у ( В х і +  Су1 +  Е) +  (ЗО)

4“ Охі 4 “ ЕУх -\~Е]2

Отаке співвідношення, що його за даних хх, у х повинні 
справджувати координати кожної точки, що проходять че­
рез (хи Уі) дотичних до (1). Воно 2-го степеня відносно 
х, у. Отже це і є рівнання сукупности цих двох дотичних.

Умов у ,  що б  д а н а  п р я м а  д о т и к а л а с ь  к р и в о ї  
(1), дістанемо, виразивши, що дві точки перетину прямої з 
кривою зливаються, і тому рівнання, яке ми дістанемо, ви­
ключаючи одну із координат, має рівні корені.

У більш симетричному вигляді ми дістанемо це саме 
рівнання, якщо використаємо рівнання дотичної до кривої 
(1) і утотожнимо його з рівнанням даної прямої

ах 4- Ву -|- 7 =  0 -



118

��C� ?@454� G6E37�� D43� 3H�4

� � �� ��K�� �� � � � � �� ��KGE�T ! � � �� �T K � �T
а� �� �� �

734�� AA4BC9;� 9;::;I� =64=46?24:7�@:4>G;l

� � ��Z���K �} � � �� �47
В *  +  С у +  £  =  ар (29 )

� � ��•�� TK��•��UWu �	�

"62�� G454�� I446B;:7G;�� D4� 825H6HpG@� GHG�� ]� G49I;� B4G;IH��
A4:;� �7pG@� >=67ABNHA7G;� 2� 62A:7::C� =6C�4Jl

�� �} ��H�} � 2�% �4��

�;I�p97p9;� \� 94G;6@4M� 62A:7:@� ��� K � 2� >�� �7G;�E�4�� CI�
H�4AH� JM:@4J� \52B:4>G;

� � � �
� с T 6
� T �W �Š2
7 	 � /

�E� ]� LHI7:7� H�4A7� B4G;IH� =6C�4J� \� I6;A4p� X�Z�
�ID4� A=46CBIHA7G;� X	�Z� \7� >GE=E:C�;� 7�� 6� 2� H�� G4� 4BE6O

N;�4� 4B:462B:E� IA7B67G4AE� 62A:7::C�� D4� <454� >=67ABNHO
A7G;�HG@� I4E82?2]:G;� 62A:7:@� H>2M� =6C�;M�� B4G;9:;M�B4� X�Z�

�ID4�=4�2G;�4�� D4� ?2�I4E82?2]:G;��4N:7�AA7N7G;�\7� I446O
B;:7G;�=6C�4J� XG7I� \A7:2�G 7 : o E : ? 2 C � @ : 2 � I 4 4 6 B ; : 7 G ; Z � �
G4� ?E� ]� 62A:7::C� I6;A4J� X�Z� G7:oE:?2C�@:;M� I446B;:7G��
 =67AB2�� CID4� A� G4�H� 62A:7::C� 7�� 6�� W� AA7N7G;� \7� \�2::2��
G4� A4:4� A;B2�C]� \� H>2M� �4N�;A;M� =6C�;M� =�4D;:;

�� ��•�� �K ��•�W�u �/ �

G2�� D4� B4G;I7pG@>C� B4� I6;A4J� X�Z�� G43G4� =64M4BCG@� 9E6E\�
BA2� 3E\I4:E9:4� 3�;\@I2� G49I;� I6;A4J�� 1E\I4:E9:4� �7�7�
M46B7�� D4� \�H97]� ?2� G49I;�� :7�EN;G@� 4B:7I4A4� 2� B4G;9O
:2<� 2� I6;A2<�� A4:7� ]�� G7I;�� 9;:4���567:;?Ep� �:454IHG:;I2A��
\� 3E\I4:E9:4� �7�;�;� 34I7�;�� �6C�7�� B4G;9:7� B4� I6;A4J��
=E6E�2DH]G@>C� G7I�� D4� =4>�2B4A:4� B4GH�C]G@>C� B4� I6;A4J��
\�;A7p9;>@� \� :Ep� =4A\� 3E\I4:E9:4� �7�454� =6C�4�2:2<:454



))*

„елемента“ — вона, як кажуть, „огинає“ криву (обгортка 
кривої).

Хай тепер дано точку (л ,̂ уО; прямі, що проходить че­
рез неї, мають такі а, (3, у, що справджують рівнання

а*і +  £Уі +  ї = 0-

Прямі, що вдовольняють це рівнання і рівнання (31), 
є дотичні до кривої (1), що проходять через точку (Х1г У!), 
їх дві.

Клясою кривої зветься, взагалі, число дотичних, що їх 
можна провести до кривої з тої точки, що на цій кривій 
не лежить. Із попереднього випливає: |  кр и в а д р у г о г о  
п о р я д к у  є к р и в а  д р у г о ї  к л я с и .



РОЗДІЛ VII

Еліпса

§ 26. Вигляд і форма

Крива, визначена рівнанням

а ' Т  Ь* ’ (32)

не може мати точок з абсцисами, своєю абсолютною вели­
чиною більшими за а, або, щоб ордината своєю абсолют­
ною величиною була більша за Ь. Крім того, коли х  =  +  а, 
тоді має бути у  =  0, а коли у  =  +  &, тоді х  =  0. Останні 
чотири точки звуться в е р ш и н а м и  кривої, а віддаль двох 
перших, тобто 2 а, і двох останніх, тобто 2 Ь, зветься 
о с я ми .  Звичайно покладають, що а^>Ь (інакше можна

було б повернути осі на 
С 90°), і тоді 2 а — б і л ь- 

ш а в і сь ,  що йде віссю 
х-ів, а 2 Ь — мала вісь, що 
йде віссю у-ків.

А Якщо на осях від­
класти від початку па 
осі ОХ  відтинки О А і ОА', 
що дорівнюватимуть а, і 
по осі у-ків — відтинки 
ОВ і ОВ', що дорівнюють 
Ь, то, провівши через 

А і А' прямі, паралельні до осі ОУ, а через В і В ’ — прямі,
паралельні — ОХ, пересвідчимось, що крива замкнута у 
здобутому таким чином прямокутнику ПЮСС'.

Вона складається з чотирьох симетричних часток, ба 
рівнання не зміняється, якщо замінити х  на—х, або у  на —у
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або

х 2 (Ь2 -{- а2/га2) 2 ткаїх -}- я2 (£2 — &2) =  0 ,

за властивістю коренів квадратового рівнання

/тг&а2
х і ~г х 2 й2 -(- агт2

Отже координати середини хорди будуть
/и£а2 тка2

Я — ^  **4-а*«* '
або

б2 а2/«2 ’ 

Г = ь ч
ь2 4- я2™2

Зміняючи А, матимемо різні точки; проте, всі вони є 
точки середин паралельних хорд, що мають напрям т. 
Виключаючи Л, матимемо співвідношення, що його вдо­
вольняють усі ці точки, тобто рівнання їхнього геометрич­
ного місця. Для цього досить узяти відношення

У ___ Ь̂ _
X  а2/я

Отже в е л і п с і  (1) г е о м е т р и ч н е  м і с ц е  с е р е д и н  
п а р а л е л ь н и х  х о р д  є п р я м а

ЬгГ = ---- °— Х,сРт. (33)

що п р о х о д и т ь  ч е р е з  п о ч а т о к .  Кутовий коефіцієнт 
діяметра

і тому
Ь2

тт’ ==----- ; ■ (34)а2
Звідси, навпаки

й2 т агт!
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Отож, напрями т і т' зв’язані співвідношенням (34), 
тому вони с у п р я ж е н і  в тому розумінні,що х о р д и ,  па­
р а л е л ь н і  о д н о м у  н а п р я м о в і ,  м а ю т ь  д і я  метр» 
п а р а л е л ь н и й  і н ш о м у .  Дві прямі, що проходять через 
початок і таким чином зв’язані, звуться с у п р я ж е н и м и  
д і я м е т р а м и .

Початок координат для еліпси (32) є точка, що через 
неї проходять усі діяметри і в ній поділяються навпіл усі 
ті хорди, що через неї проходять. Це є ц е н т р  е л і п с и .

Якщо Ь ф а , то супряжені діяметри не перпендикулярні 
поміж собою. Однак е одна пара взаємно-перпендикулярних 
супряжених діяметрів,—а саме, коли т. — 0, т!— со, а також, 
коли /п' =  0 і /я =  оо: о с і є п а р а  с у п р я ж е н и х  д і я м е т ­
р і в  в з а є м н о  п е р п е н д и к у л я р н и х .

1� ;K�� �-0�</%� �-� 3�(5?�

Пряма
у  =  тх -}- к

дотикається до еліпси, якщо дві її точки перетину з еліпсою 
зливаються. Але тоді рівняння, що визначає абсциси точок 
перетину, повинні мати рівні корені. Отож, має бути:

(Ь2 -|- а2т?) а2 (к2 —  Ь2) =  т2к2а ' 
або

а2Ь2к2 — а2Ь2 (Ь2 +  а2т2) =  0 .

Отже мусить бути
к2 =  Ь2ф а 2т2,

і пряма
у =  тх +  \ г Ь2 +  а2т2 [(35)

дотикається до еліпси.
Д о т и ч н у  до  е л і п с и  в д а н і й  ї ї  т о ч ц і  (хи 'у{)  

можна одержати із щойно виведеного рівняння дотичної 
даного напряму. Справді, пряма

у — Уі =  т ( х ~  х,)
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Це саме рівнання можна, звичайно, одержати і із загаль­
ного рівнання дотичної:

г - у  =
йу
СІХ

( Х - х ) .

Справді, похідна неявної функції у, визначеної рівнан' 
ням (1):

__ / х ____2х ' 2 у____ VіХш.
� �  д* : * + � � � , � � �

Проте, не використовуючи навіть теореми про похідну не­
явної функції, можна знайти безпосередньо, переходячи до 
границі, як у § 14, для кола:

ї ї - У —  У ^ ( х '  +  х)
х  «МУ +  У І

підставивши матимемо те саме рівнання, що й раніш.

§ 29. Дотична із зовнішньої точки. Поляра

Задача. П р о в е д і т ь  д о т и ч н у  д о  е л і п с и  (1) ч е р е з  
т о ч к у  (лгг> у^), що на н ій  не л е ж и т ь .  Хай дано точку 
(*1» Уі) не на еліпсі і треба провести через цю точку до 
еліпси дотичні.

Прямі, ЩО проходять через точку Хи у \
у  —у і =  т (х  — хі), або: у  =  тх -[- (у і — тх{), (а)

будуть до еліпси (1) дотичними, якщо рівнання 
[т х-\-(у\— тх і)]г _

а3 ~т~ Ь3

* ( гт+ ” ’) + - і = о  т

має рівні корені, тобто за умови
/ 1  , т3\ ( ( у і  — тхі)3 _  т'Іуі — тХіУ

¥  1; =а— ¥ —  (с)
Розімкнувши в останньому дужки і звівши, матимемо:

_1_ (У  — м хіУ ___1__ та*
а3 Ь3 а3 Ь3
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або
(у  і — тх{)2 — (Ь2 +  ат2) — 0; (й)

впорядковуючи за степенями т, ми матимемо квадратове 
рівнання для т:

у  і2 — Ь- — 2тхіуі 4- т1 (Хі2 — а2) — 0 (сі')

— через точку (хь уї) можна провести д в і дотичні. Умова 
для їхніх коефіцієнтів:

_  Х і у і +  V Х?У\% — (Хі2 — а2) (у  і2 — Ь2)ПІ — —------------------—;-------г------------------- >Х\2 — а2

що після зведення дає

_  Хі у ї  +  V Ьгх  і2 4- а?Уі — о.гЬТ
т ~  х }2- а 2

дві дотичні дійсні, якщо точка поза еліпсою, уявні, — коли 
вона в середині еліпси, і злиті, коли (.«і, ^ 4  на самій еліпсі.

Координати самих точок дотику матимемо з рівнання (Ь) 
(воно обертається в точний квадрат).

6 т ІУі — тхі) та2 (у г— тхх)
, г П  , т * \ ~  Ь24~а2т2

\а 2 "• Ь2 /

а відповідно

у= = пЛ + (Уі- тХі) =  (у, - тхг) [ - +  1 ] =  

_  (уї — тхі) Ь2
ЬР +  а?т* ’

розглядаючи ці значіння і і % помічаємо, що

Ь ( і_  — тх1(у 1 — тх і), ууі _  уЛУї — т х^  
а2 Ь2 4 -а 2«* ’ Ь2 Ь24~а?т2 ’

отже

Ьсг- . у у \ _  (уі — тхі)2 
аг ~г Ьг Ь2 +  а2т2 ’
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тобто, якщо точка (л ,̂ у г) лежить п о з а  еліпсою. Якщо ж 
дана точка лежить у середині еліпси, корені будуть уявні, 
а поляра еліпси не перетинає.

Кожній точці належить цілком визначена пряма, як її 
поляра. Лише початкові—центрові еліпси—належить пряма, 
виражена неможливим рівнянням :

1 —  0 ,

у цьому разі говорять: п о л я р а  ц е н т р а  є б е з к о н е ч н о  
в і д д а л е н а  пр я ма .

І, навпаки, для кожної прямої можна знайти таку точку 
(полюс) ,  що для неї пряма буде полярою.

Справді, якщо дана пряма
А х -\-В у-\-С  =  §,

то, утотожнюючи її з полярою точки (хи Ух), знайдемо:
*1* у х — 1 
а'А Ь*В С '

тобто полюс прямої має координати:

Уі =  —

Властивості поляр.
1. Я к щ о  д а н о  д в і  т о ч к и  (х1г Ух), (хг, у.2) і д р у г а  

л е ж и т ь  на п о л я р і  п е р ш о ї ,  то  і п е р ш а  л е ж и т ь  
на  п о л я р і  д р у г о ї ,  б о  з а  у м о в о ю

*1*2 , УіУ, , ... п 
а2 3 "і" Ь2

2. Я к щ о  д а н о  д в і  т о ч к и  (хі, уі) (х2, у,), то  п о л ю с  
п р я м о ї ,  що їх з л у ч а є ,  є т о ч к а  п е р е т и н у  ї х н і х  
п о л я р .

3. Я к щ о  т о ч к а  о п и с у є  п р я м у ,  то  ї ї  п о л я р а  
о б е р т а є т ь с я  н а в к о л о  п о л ю с а  ц і є ї  п р я м о ї .

Ці теореми доводиться так само, як і відповідні власти* 
вості для кола.
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§ ЗО. Еліпса, як проекція кола

Порівнюємо еліпсу

5  +  | ~ 1 = 0а
з колом

х 2 -\-у2 — я2 =  0

щ о  його рівнання можна написати так:

^  +  ̂ - 1 = 0  а2 аг

(32')

(32)

Це коло має з еліпсою спільний центр, а більша вісь еліпси 
<буде і діяметром кола. Розв’язуючи (32) відносно у, мати­
мемо:

у  =  +  — V  а2 — х 2— а г

Розв’язуючи (32') відносно у, матимемо:

у  =  +  V  а* — х2

Звідси: о р д и н а т и  е л і п с и  (32) і кола (32') в і д н о ­
с я т ь с я ,  я к  м а л а  в і с ь  (32) в і д н о с и т ь с я  д о  вели-

кої .  Тому можна, позначивши 9 кут, що його косинус — —

(це є дійсний кут, бо - • < ! ) ,  маємо:а
У  еліпси — У к о л а С О З ©

Тому ординати еліпси можна розглядати, як катети пря- 
мокутніх трикутників, що їхні гіпотенузи — це є відповідні 
ординати кола, а прилежний кут — <р, тобто можна розгля­
дати ординати еліпси, як проекції ординат кола, що має 
більшу вісь еліпси за діяметр і лежить у площині, яка s

площиною еліпси утворює кут <р I arc cos^j- Можна тому

сказати: коло з радіюсом а проектуємо ортогонально на 
площину, що проходить через центр його і утворює з його
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тимемо, що відповідна точка еліпси має ту саму абсцису, 
що М", і ту саму ординату, що і М'.

Тому, провівши Р М  || ОХ  і М '^ \ \0 ¥ ,  в їх перетині 
матимемо точку М  еліпси (32).

Справді, для точки М  (рис. 55)

що дотична до еліпси в точці
М  проекція точки М ’ є проекція дотичної до кола в точці М". 
Ця остання, перпендикулярна до ОМ" у точці М", зустрі­
чає більшу вісь еліпси (вісь обертання) у точці Т. Ця 
точка належить і дотичній на еліпсі, і вона є сама своєю 
проекцією. Злучивши М  і Т, матимемо дотичну еліпси.

Не зупиняючись на інших побудованнях, укажемо лише, 
як зазначеним способом можна збудувати діяметр, супряже- 
ний з даним. Зауважимо для цього, що проекція О  точки С,

що поділяє даний відтинок АВ  в даному відношенні — > по-п
діляє також у тому самому відношенні і проекцію А ’В' 
цього відтинку на будь-яку площину; справді, через пара­
лельність перпендикулярних до одної площини прямих АА', 
ВВ', СС  матимемо:

ОЫ = х  — ОМ"�сов �̀ =  а сов і, 
М И — О Р—у  — ОМ'��(5� і = Ь �.(5�і,

отже У

кож зробити, якщо еліпсу роз­
глядати, як проекцію кола 
(рис. 56). Тим способом, що й 
раніш, будуємо точку М на 
еліпсі і проведемо в ній до­
тичну. Для цього, помітивши,

н о ї в точці еліпси можна та-
П о б у д о в а н н я  д о т и ч -

��?�� HH�

АС А'С
СВ ~  С'В
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Тому пара супряжених діяметрів, як прямих, що кожна 
з них поділяє навпіл хорди, паралельні одна одній, мусить 
бути проекцією пари супряжених діяметрів кола, тобто пари

двох його взаємно-перпендикулярних діяметрів. Тому, по­
будувавши перпендикуляр ОМ"і до ОМ" (М " відповідає в 
колі точці М), будуємо точку еліпси Мі, що відповідає 
точці М !\, і тоді ОМ і ОМ\ і є пара супряжених діяметрів.

Розглядаючи еліпсу, як проекцію кола, легко одержати 
метричні співвідношення, що зв’язують довжини супряжених 
півдіяметрів (вони є теж проекції супряжених півдіяметрів 
кола).

Хай х, у , а' є координати кінця й довжина одного, а 
х', У  і Ь — координати кінця й довжина другого діяметра.

За попереднім

У

Рис. 56.

§ 31. Властивості супряжених діяметрів

х ~ а соэі, у — Ъэш і, 
х' =  а сов і', у ' — Ь біп і'

і

тобто
х ' — — а віп і, у ' — Ь ��� �і
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Отже, за ІІ-ою Аполлонієвою теоремою 
а'2 эш 2а =  аЬ

а тому

8іп  2 а  =
2 аЬ

7+J:

Е л і п с а ,  в і д н е с е н а  д о  д в о х  с у п р я ж е н и х  дія" 
м е т р і в .  Якщо два супряжені діяметри обрати за осі коор­
динат і тому центр знову за початок координат, то в рів- 
нанні кривої не буде не лише членів 1-го степеня, а і чле­
нів з х ’у ’, бо кожному значінню х ' (відповідно і у') відпо­
відатимуть два значіння у ’ (відповідно х'), і вони будуть 
рівні величиною, а протилежні знаками. Таким чином, рів* 
нання матиме вигляд:

А х '2-\~Ву'2 =  1
А що за у  — 0, х' — +  а! і за х ' — 0, /  =  +  Ь, то рівнання 
остаточно набирає вигляду:

*2
а'2

ї ї
Ь‘2 (37)

Зокрема, якщо взяти за осі систему рівних супряжених 
діяметрів, то рівнання буде:

у* і
Х 1 у  *  ~~2

але вже осі координат не прямокутні:

він а) 2 аЬ
Ж у ь 2

Зв’язок діяметра з дотичною. Якщо точку дотику (х1,.у1) 
злучити з центром, то діяметр, супряжений з цим напрямом

1П — Ух — )хг
матиме кутовий коефіцієнт

� I�	
Ь2х, 

‘аУх ’
але це є кутовий коефіцієнт дотичної в (хи у х). Отже, д о ­
т и ч н а  є п а р а л е л ь н а  д о  д і я м е т р а ,  с у п р я ж е н о г о  
з п р о в е д е н и м  у т о ч к у  д о т и к у .
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§ 32. Нормаля

Діяметр, проведений в колі у точку дотику, є перпен­
дикулярний до дотичної. В еліпсі це взагалі не буває (а 
лише при вершинах). Перпендикуляр до дотичної в точці 
дотику має рівнання

або

або ще інакше:

Ь2 ( У— У) аЦ Х  — х)
у  х

Ь'У а2Х
у  ' х — —■ Ь2 а2, (38)

він не проходить через початок, якщо а ф Ь  і зветься 
н о р м  алею.  Точки зустрічі нормалі з віссю х-ів мають 
абсцису

Х  =  х ----- -Х--а? ■ х  ■д2 — &2 
а? ~ е 2х , (39)

якщо позначити
•Ь2

(див. далі).
Звідси квадрат довжини нормалі

А/2 = у г -\-{х  — е2х)г = у г -{- х 2 (1 —

V а2/ а4 а2

еф

X і  =

№ Ь2
■~ї («2 — ^ х 1) =  - ( а  — ех) (д +  ех)

§ 33. Фокуси еліпси і їхні властивості

Означення. З вершини малої осі обведемо дугу радію- 
-сом, рівним більшій півосі а. Він перетинає більшу вісь 
еліпси у двох точках Т7 і Г ,  що лежать на віддалі 
£ =  ] /д 2— б2 від центра, і, таким чином, вони мають ко­
ординати ( +  £, 0).
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Р'М =  а-1-ех. (40')

Звідси випливає визначна властивість еліпси:
I. С у м а  ф о к а л ь н и х  р а д і ю с і в - в е к т о р і в  є в е ­

л и ч и н а  с т а л а ,  і в о н а  д о р і в н ю є  б і л ь ш і й  ос і  
е л і п с и ,  бо, справді, додаючи маємо:

Ш - \- Т гМ  =  2а. (41)
Цю властивість можна використати, щоб визначити криву. 
Справді, якщо візьмемо точки

+  0) і Р  =  ( - с ,  0)
і виразимо, що

Ш  +  Т*М=*2а,
то матимемо:

У  ��� —  с)2 +  у2 +  �M�� — 9��� +  у 2 =  2а
або

� ���� 9����$�������0 ��� �?�� ��� 9����/�� � ��

Підносячи до квадрату, матимемо:

���$�9N�N��� �% �95����9 0 � � � �������"b )$���
� ������9� �� 1 �

або після зведення й скорочення на 4:

9� ��� 0��� ��� 0�У  *� ��� 9��� � �	

Підносячи ще раз до квадрату, матимемо: 
9�� � ���� 0 �9� ��"�� 0O���0 � ��"���� 9���$���$ �

або
х2 (а2 — с2) а2у 2 — а2 (а2 — с2) .

За а > с  можна покласти 0 ���� 9��=  &�"� і дійдемо до рівнання
Ь2х 2Аг а2у 2 =  а2Ь2.

II. Ф о к а л ь н і  р а д і ю с и - в е к т о р и  о д н а к о в о  п о ­
х и л е н і  до  д о т и ч н о ї .  Інакше: н о р м а л я  п о д і л я є
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к у т  п о м і ж  ф о к а л ь н и м и  р а д і ю с а м и - в е к т о р а м и  
н а в п і л .  Треба довести, що в «трикутнику Q	PQ нормаля 
P«  є бісектриса. Але за попереднім � _ �� �ˆ���

Звідси:
Q *  =  + -|- ̂ �� ����ˆEDE�̂ �� �� �+�" � ˆ � �
Q*� � +  — ˆ��  =  �ˆ  — ˆ�� �� �+"�  — ˆ��

І таким чином
Q ¢ �!!��� �ˆ�� Q P  
Q¢� � — ˆ�� QP

Це й показує за відомою теоремою елементарної геометрії, 
P _  є бісектриса кута. Ця властивість з’ясовує назву

фокусів: промені, що виходять з одного фокуса і видбиті 
кривою, сходяться в другому фокусі.

III. Д о б у т о к  п е р п е н д и к у л я р і в ,  с п у щ е н и х  із 
ф о к у с і в  на  д о т и ч н у ,  є в е л и ч и н а  с т а л а ,  і д о ­
р і в н ю є  в о н а  к в а д р а т о в і  м а л о ї  п і в о с і .

Перпендикуляри ці спускається в одному напрямі, тому 
їхній добуток додатний. Якщо основи перпендикулярів по­
значимо — і — � то

4 -  — — 1
+�� �

�
J  
X4

$ � %$ �  =
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ч и н а  с т а л а ,  і д о р і в н ю є  в о н а  е к с ц е н т р и с и т е ­
т о в і  е л і п с и .

Справді, РМ =  а,— ех (див. вище), а перпендикуляр із 
М  на директрису

а 1

Звідси

£ Ш = ~ — х-- е

РМ

(е — ех)

ОМ (42)

Також і для 2-го фокуса: Р' — (— с, 0), що йому відпо­
відає директриса

Маємо
Р М :

М П :

а
е

а-{-ех
а .
- + х

Звідси знову 
Р М
М П (420

Отже і, навпаки, г е о м е т р и ч н е  м і с ц е  т о ч о к ,  що  
їх в і д д а л і  в і д  д а н о ї  т о ч к и  і в і д  д а н о ї  п р я м о ї  
п е р е б у в а ю т ь  у д а н о м у  в і д н о ш е н н і  е (менше 
від одиниці), є е л і п с а .

Справді, якщо (?, і)) є дана точка і у  =  т х-{-к— дана 
пряма, то шукане геометричне місце має, як ми бачили, 
рівнання:

е2 (у  — тх — К)г( х - ^ - И у - 7 ) ) ’ 

еі

■ *) +

1 +/га2
У цьому рівнанні члени 2-го степеня 

т? \ , „ „ т

0 .

і
АС ■ В* (‘

1 -{-пі 

е2т2

2ег

1 -{-пі 
за умови, коли е<{ 1 .

1-{-т2

\  Л -------£Іі) (

х у + у Ц і

/та Vі
т2) 1 -\-ж

14- т 2/

=  1— <?2 > 0
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§ 35. Напрямне коло

Властивість І дозволяє дати таке побудовання еліпси за 
допомогою кола, обведеного з фокусів радіюсом, що до­
рівнює більшій осі; це коло зветься н а п р я м н е  к о л о .

Продовжимо один Із фокальних радіюсів, наприклад, 
Q P  і відкладемо на ньо­
му Ж ? =  /=Ж

Через те, що
Q P � Q P �� ����  

матимемо

/=■'<2�) � 2617

Збудована таким чи­
ном точка <2 лежить на 
колі, обведеному з фоку­
са радіюсом =  2��  І, нав­
паки, на кожному раді- 
юсі напрямного кола знай­
демо точку еліпси, збу­
дувавши рівнораменний трикутник з основою, що дорівнює 
віддалі точки <2 від другого фокуса Д (бо QP  =  P®��  Для 
цього, як відомо, треба Q(2 поділити навпіл і в середній 
точці /. встановити перпендикуляр до Q	"2. Перетин цього 
перпендикуляра з Q 3 і є шукана точка P  еліпси.

Крім того, через те що кути P�  з Q P  і QP� тобто 
� �QP �  і • ;�QPQ�  вертикальний кутові �P � �  будуть рівні, 
то P �  є д о т и ч н а  д о  е л і п с и  в т о ч ц і  P�

§ 36. Полярне рівнання еліпси, віднесеної до фокуса і осі

Візьмімо фокус за полюс полярної системи координат^ 
а більшу вісь еліпси — в напрямі від фокуса до вершини — 
за полярну вісь. Тоді фокальний радіюс-вектор буде і по­
лярним радіюсом-вектором, а його кут з указаним напря­
мом осі буде полярним кутом. Зв’язок з Декартовими ко­
ординатами виразиться рівністю:

 ����  — ˆ�
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§ 37. Вигляд і форма гіперболі

Крива, що визначається рівнанням
х2 у 2

—  1 = 0 (45)

зустрічає вісь х-ів у точках (х — +  а , у  =  0), а вісь у-кін 
не зустрічає зовсім,—бо за х =  0 маємо у 2 = — Ьг.

Точки ( + а ,  0) звуться в е р ш и н а м и :  гіперболя має 
дві вершини; пряма, що злучає ці вершини, зветься попе­
речною віссю гіперболі; віддаль між вершинами =  2а.

Вісь у-ків, перпендику­
лярна до поперечної осі гі­
перболі, як і остання, є вісь 
симетрії кривої. Вона має 
назву у я в н о ї  ос і  гіпер­
болі. Щоб ясніш уявити ви­
гляд кривої, розв’яжемо (1) 
відносно у:

За х г< а2, тобто за — а < х - <  +  я, для у  "матимемо зна­
чіння уявні: у смузі поміж х = — а і х  — -\-а  немає жадної 
точки кривої. Навпаки, кожному значінню х * > а 2 відпові­
дає два значіння у, — тобто дві точки кривої, і вони симе­
тричні до осі х-ів і тим більш віддалені від осі, що біль­
ше X.

Крім цього, завжди
х2 — а2 > у 2,
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тобто ордината кривої залишається своєю абсолютною ве­
личиною менша за відповідну ординату прямої

Природно порівняти ці ординати: їхня різниця

X "� � ! � -����2 x � �%��E���E‘E2 $ �  - � 2) _
0 D � ”� { �� � �� �2 � � � � �

_ Ь "�  — � �  +  а2) __ аЬ
�"��D�2 ��� —а2) � EDE2 �� � — а2

спадає із зростанням ��  і, коли �  іде до границі =  � � , вона 
прямує до 0 .

Прямі
і ^K �� �� �E �  — �

мають назву а с и м п т о т  кривої, — крива наближається до 
них асимптотично, тобто не перетинає їх і не зливається з 
ними, а безконечно до них наближається.

За цих даних можна тепер побудувати наближено дуги 
кривої, провівши їх через �  і � 	  в середині кутів, утворе­
них асимптотами, у вигляді дуг, що їх опуклість напрямлена 
до асимптот.

* 2  у2
Підставивши в тричлен — ~ — 1 координати тої точ­

ки, що не лежить на кривій, подивімось, який знак матиме 
результат підставлення. Якщо х2-< а2, то результат буде 
від’ємний. А коли � �� ���  наприклад, х < а ,  на одній орди­
наті візьмемо три точки: одну на самій кривій, одну ближче 
до поперечної. осі і одну далі від неі. Для точки кривої 
результат підставлення дорівнює нулеві; для точки, що ле­
жить ближче до осі, результат буде додатний (бо від’ємник 
став менший). І, наостанку, для точки, більш віддаленої від 
осі, навпаки, результат буде від’ємний. Підсумовуючи це, 
можна сказати: результат підставлення координат точки, що 
лежить у тій із двох частин, на які крива розподіляє пло­
щину, де лежить, центр кривої, — буде від’ємний, а для то­
чок, що лежать у другій частині, — він додатний.
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і не зустрічають ті, для яких

т2< Р
а2

Прямі, що проходять через початок — центр гіперболі, 
зустрічають або дану гіперболю, або супряжену гіперболю.

Якщо повернемо осі координат на 45°, то рівнання рів­
нобічної гіперболі після підставлення

+ /
V 2 У =

� I� ' �
V ;

набирає вигляду:

2х'у' =  а2 і х 'у ’ =  -і- о2

До такого ж вигляду зводиться і рівнання гіперболі, 
віднесеної до асимптот— взагалі, лише координатні осі не 
будуть прямокутніми.

У формулах перечисления покладемо о> =  -̂ -

tg * =  —
b
\� іа

при чому

sin а =  

sin р =

Таким чином

b а
------ —  -  > COS : -

V  а2 -ф Ь2 V  а2 +  Ь2
b а- 7 = = >  C0Sp =  -7= .

У а 2Л -Ь 2 V a 2 +  b2

г _ а ( х ' + У І  Ь{	� Xі� � !
3 о 2 - f-  Q2� "� RS�515Q2

х 2 у 2 (x '- f -y )2 — (х '-\-у ')2 4 х’у '
a2 Ь~2~  Ж + Т 2 ' ~  Ж - f b 2

так що рівнання матиме вигляд:

х'у' = а2+ Ь 2
4
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де кут між осями 9 визначається з того, що

§ 38. Дотична до гіперболі

Пряма, проведена через точку "��� K�

2�K �� �'� "F � ��

буде дотичною, якщо дві точки її перетину з кривою зли­
ваються. Вносячи значіння K у рівнання (45), матимемо:

$ �
агE � ����E" ' F �� K ����' �K  — 1 =  0

або

Це рівнання має рівні корені за умови:

або
1 "K — '��3  , 'C
�C� � ��� `

Заміняючи за рівнанням гіперболі (45)

знайдемо:
'�K 2 . 2 ' �K� � �  

����  о*
тобто

і
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Той самий результат одержимо, якщо за нравилами 
диференціяльного числення безпосередньо знайдемо:

т — йу
йх =  1і т ^ -У  і

-

У даному випадку
у 2 _ х  
¥2~ а 2

2уу’ _  2х
¥  а1

звідси
й у _Ь2х
сіх а2у

і рівнання дотичної

У - у = - £ ( Х  — х) а2у
або

у ( У — у) х ( Х — х) 
Ь2 а2

За допомогою рівнання гіперболі воно спрощується:

х Х _ у У в=* ? _ £ ==
а2 Ь2 а2 Ь2

і остаточно матиме вигляд

х Х _ у У
а2 Ь2 ( 4 7 )

де х, у  є координати точки дотику.
Д о т и ч н і ,  п а р а л е л ь н і  д а н і й  п р я м і й .  Якщо на­

прям дотичної дано, то в рівнанні
у  =  т х-\-к

кутовий коефіцієнт т відомий, і треба визначити к так, 
щоб дві точки перетину прямої з кривою зливались. Для 
цього рівнання, що визначає абсцису точок перетину,

х2 (тх к)2 _.
а2 ¥
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тобто
уя І 1 m2\ 2mkX k2 1 _  ОA U 2 b2} b2 b* 1 U

повинно мати рівні корені, тобто

*�  т}\ І . k2\ __т2к2
la 2 V2) 

або
от* 1 k2

7Ї2 0^2 ^
це дасть

k2 =  о?т? — Ь2, 
k — +  ]/ а?т� —  b�

Рівнання дотичної даного напряму, що характеризуємо 
кутовим коефіцієнтом от, буде:

_у =  отх +  W ot'2 — #2 (48)

Під радикалом одержимо додатну величину, тобто а2от2—
£2 Ь Ь— Ь2У> 0, якщо от2 "> і тобто от )> -  або от <Г-----^  а2 а а

Д о т и ч н у  до  г і п е р б о л і ,  що  п р о х о д и т ь  п а ­
р а л е л ь н о  п р я м і й  у  =  отл:, м о ж н а  п р о в е с т и  л и ш е  
в т о м у  раз і ,  я к щ о  ця п р я м а  л е ж и т ь  не в т о м у  
к у т і  а с и м п т о т ,  у я к о м у  р о з т а ш о в а н а  с а м а  

Ь2к р и в а .  Якщоот* =  ^і ) то дотична зливається з асимп­

тотою.

§ 39. Дотична з точки, що лежить на гіперболі. Поляра

Задача. П р о в е д і т ь  д о т и ч н у  д о  г і п е р б о л і  ч е ­
р е з  т о ч к у  (хи у  у, що  не  л е ж и т ь  на с а м і й  г і ­
п е р б о л і .

Якщо дотична в точці (х , у) гіперболі проходить через 
точку (хг, уУ, то координати останньої справджують рів­
нання дотичної (47). Це дає умову

і
а2 b (49)
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Властивості поляри щодо гіперболі аналогічні властиво­
стям поляр відносно еліпси.

1. Я к щ о  т о ч к а  А л е ж и т ь  на  п о л я р і  т о ч к и  В, 
то  і т о ч к а  В л е ж и т ь  на  п о л я р і  т о ч к и  А. 
Справді, якщо (л ,̂ і (х2, у а) є координати цих точок, 
то і перша і друга умови дають те саме співвідношення 
поміж координатами:

Х1Х2_У \У 2 _  і
а2 Ь2

2. Я к щ о  т о ч к а  А п е р е м і щ у є т ь с я  п о в з  п р я ­
мої ,  то  ї ї  п о л я р а  о б е р т а є т ь с я  н а в к о л о  п о ­
л ю с а  п р я м о ї .

3. П о л ю с  п р я м о ї ,  що  з л у ч а є  д в і  т о ч к и ,  є 
т о ч к а  п е р е т и ц у  п о л я р  у цих  т о ч к а х .

Ці властивості є висновки з того, що рівнання поляри 
лінійне відносно координат полюса.

§ 40. Дія метр

Якщо візьмемо пряму
у  =  тх &

го абсциси точок перетину її з гіперболею
х
а2

Г
Ь'1 1 = 0

визначається, як ми бачили й раніш, рівнанням
' 1 т2\ 2 ткх

- І к2+ і )  0а2 Ь2 Ь2
За властивістю коренів квадратового рівнання

Х1-\~Х2
2 тк 1 ТП‘ 2та?Іі
Ь2 \а 2 Ь2,

Абсциса середини хорди тому є 
» та?1і

Ь2-

~~ Ь2 — а2т2
а відповідна ордината за рівнанням прямої: 

та2к , , Ь2к
Ь2 — а2т2 т -р к Ь2-
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Взявши відношення у] : £, бачимо, що к зникає, і таким 
чином, хоч яке було б ^

7 |_  Ь2
? та? '

то це рівнання геометричного місця всіх цих точок. Отже, 
г е о м е т р и ч н е  м і с ц е  с е р е д и н  п а р а л е л ь н и х  п о ­
м і ж  с о б о ю  х о р д  з кутовим коефіцієнтом т є пряма

92
�!��  2—  ? (50)

що п р о х о д и т ь  ч е р е з  п о ч а т о к  к о о р д и н а т — 
ц е н т р  г і п е р б о л і .  Ця пряма зветься д і я м е т р о м .

Кутові коефіцієнти т і тг хорд і відповідного їм дія- 
метра, таким чином, зв’язані співвідношенням:

Ь2т т '— —̂  (51а1
Це співвідношення симетричне відносно т і т’ і тому 

тим хордам, що мають кутові коефіцієнти т', відповідає 
діяметр з кутовим коефіцієнтом т\ справді,

Ь2 Ь2
а?т' „ Ь2 т'а2. —,—  а2т

Такі два напрями зветься с у п р я ж е н и м и ,  а самі дія- 
метри називають с у п р я ж е н и м и  д і я м е т р а м и .

А що добуток тт! додатний, то о б и д в а  су п р я ж е н і  
д і я м е т р и  л е ж а т ь  в о д н о м у  к у т і  к о о р д и н а т  (або

осей). До цього, якщо т<<^> то і навпаки. По­

рівнюючи це з попереднім (стор. 145), бачимо, що з д в о х  
с у п р я ж е н и х  д і я м е т р і в  о д и н  з у с т р і ч а є  д а н у  гі- 
п е р б о л ю (45), а д р у г и й  — ї ї  с у п р я ж е н у .

Якщо назвемо а! і Ь' довжини двох супряжених діяметрів, 
х, у  і х', у' координати їхніх кінців, тобто

а'2 =  х 2+ у 2, 9)�	 �� �) � " �  
то

* ^ _ / 2
а2 і 2 1 а2 Ь2
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1. Р і з н и ц я  к в а д р а т і в  д в о х  с у п р я ж е н и х  пів-  
д і я м е т р і в  є в е л и ч и н а  с т а л а ,  і д о р і в н ю є  в о н а  
р і з н и ц і  к в а д р а т і в  п і в о с е й .

Складемо далі вираз подвоєної площі трикутника, утво­
реного двома супряженими півдіяметрами

2 Д  — ±  ( * /  — Ух')

заміняючи у ’ і х ’ на їхні значіння

У , &
— а х

матимемо:

ху аЬ а2
У 
Ь2 ■аЬ. (53)

II. П л о щ а  т р и к у т н и к а ,  з б у д о в а н о г о  на д в о х  
с у п р я ж е н и х  п і в д і я м е т р а х ,  є в е л и ч и н а  с т а л а ,  і 
д о р і в н ю є  в о н а  п л о щ і  т р и к у т н и к а ,  з б у д о в а н о г о  
на осях.

Г і п е р б о л я ,  п і д н е с е н а  до д в о х  с у п р я ж е н и х  
д і я м е т р і в .  Приймаючи пару супряжених діяметрів за ко­
ординатні осі, зводимо рівнання до вигляду:

���N�� �� � �N B

бо в кожному х ’ ( у ’) повинно відповідати два значіння у  (х')> 
рівні величиною і протилежні знаком.

Супряжена гіперболя матиме рівнання
А х'2 +  В'2 =  — 1

і як діяметр у  =  0 зустрічає першу в точці (а 0), а діа­
метр а-' —0 зустрічає другу в точці (0, 6'), то Аа'2-  1 
ВЬ'2 =  — 1, і рівнання матиме вигляд;

З в ’я з о к  д і я  м е т р а  з д о т и ч н о ю .  Проведімо пряму

У =  У- Х  (54)х
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Супряжений діяметр має кутовий коефіцієнт
Ь2 Ьгх

той саме, що й дотична у точці (х, у): д о т и ч н а  п а р а ­
л е л ь н а  : д і я м е т р о в і ,  су п р я ж е н о м у  з п р о в е д е ­
ним у т о ч к у  д о т и к у .

§ 41. Нормаля

Перпендикуляр до дотичної в точці її дотику зветься 
н о р м а л е ю. Її рівнання

§ 42. Фокуси гіперболі і їхні властивості

Обведімо з центра радіюсом с =  | / я 2-|-£ г коло, що пе­
ретинає осі в 4-х точках. Дві точки Д і Т7' (+ £ , 0), що ле­
жать на поперечній осі, правлять за фокуси гіперболі

(45>
а інші дві є фокуси супряженої гіперболі.

І. В і д д а л ь  т о ч к и  (х ,у) г і п е р б о л і  в і д  ф о к у с а  є 
л і н і й н а  ф у н к ц і я  а б с ц и с и .  Справді,

РМ* =  (х — с)2 -\-у^ — х 2 — 2 сх аг -(- й2 -|- — хг — й2 =

або
д2(Х — х) Ь Ц У -У ) (55)х У

Вона зустрічає вісь ОХ  у точці з абсцисою

якщо ввести те саме позначення

2
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сх
а*~~1

Перпендикуляр із фокуса Р — (+  с, 0) дорівнює

Р К =

а із фокуса Г Е ( — гі 0)

Р'К =

] /а ї  +
Г
б4

ся
а2 1

] /  а4 +  й4
Помічаючи, що з рівнання гіперболі

я* у 8 х* , 1 (х2 \ 1 Іс*хг \
04 + й4 а4_1~ ^ \ а 2 ] 53\ а4 /

знаходимо звідси, що добуток

1 с*х*

РК.Р'К ' =
Ь2 (с*х

\ а 4

=  — Ь* (58)

IV. Д о т и ч н а  до  г і п е р б о л і  п о д і л я є  н а в п і л  
к у т  м і ж ф о к а л ь н и м и  р а д і ю с а м и - в е к т о р а м и .

Сг2
Справді, 07’ =  —(рис. 63), а віддаль Р Т  точка Т  поді- 

ляє на частки Р 'Т =  с-\~— = -{а -{-ех )  і ТБ — с — — =

=  - ( — а-]-ех). їхнє відношення і дорівнює відношенню х>
прилежних боків Р'Л1 =  а-\-ех  і БМ = — а-\-ех, і тому 
М Т  є бісектриса кута Р’МР, що і треба було довести.

§ 43. Директриса

Поляра фокуса є пряма, перпендикулярна до попереч- 
аех сі

ної осі:—£---- 1= 0, або х =  - \  вона зустрічає вісь у точці,а &
що лежить між вершиною і центром (ексцентриситет е >  1).
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V. В і д н о ш е н н я  в і д д а л е й  т о ч к и  г і п е р б о л і  
в і д  ф о к у с а  і в і д  д и р е к т р и с и  є в е л и ч и н а  с т а л а  
і д о р і в н ю є  з о н а  е к с ц е н т р и с и т е т о в і  г і п е р б о л і .

Справді, віддаль ЛЮ точки М  від директриси дорівнює
„  а . . .  .  . РМX — -д л я  правої вітини, тобто дорівнює-^-* а для лівої
а . а РМ  -  +  х, тобто ----е 1 е

§ 44. Полярне рівняння гіперболі

Якщо запровадимо і для гіперболі позначення — =  р, то,

взявши фокус за полюс, а поперечну в ісь— від фокуса до 
вершини — за полярну вісь, матимемо

г — ех — а,
а із трикутника /ТИР:

х  — ае — —гсов б
Виключаючи х, матимемо

г =  ае3 — a — re cos б — р  — re cos Q 
бо

аг +  62 б2ае- — а =  — 1--------а — — =  оа а
Звідси

г = 1 -\-е cos б (59)
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РОЗДІЛ IX

Параболи

§ 45. Вигляд і форма параболі

Крива, виражена рівнанням
у 2 =  2р.х  (60)

вся лежить (якщо р  >  0) праворуч від осі _у-ків, там, де х-и 
додатні. Із зростанням абсциси х  ордината у  безмежно збіль­
шується, кожному додатному значінню х  відповідає два 
значіння у

у �� �� � У

рівні своєю абсолютною величиною, а протилежні знаком. 
А що у � є середня геометрична між абсцисою х і сталою 
довжиною 2р, то, відклавши на осі х-ів від О ліворуч дов­
жину O F = 2p  і збудувавши на РО +  ON =  2р -j- х, як на 
діяметрі кола, матимемо в перетині їх з віссю OY  довжини 
OQ, OQ'. Ці довжини є ординати відповідних точок пара­
болі, і, таким чином, будуємо скільки завгодно пар точок 
кривої: М  і M u М  і М злучивши їх безперервною лі­
нією, матимемо криву, що має о д н у  вітину, а її дуги ле­
жать вище і нижче осі ОХ.

Але ці дуги цілком іншого типу, ніж дуги гіперболі, бо 
немає жадної прямої такої, що до неї дуга параболі набли­
жалася б безмежно.

Справді, не може бути прямої, паралельної осі х-ів 
y  =  k, такої, щоб

lim (У 2рх  — Щ =  0
Л'-->-со

а також не може бути прямої у ~  m x-\-k  такої, щоб 

lim (У 2рх  — тх — k) — 0
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або (де однаково)

Ііш (У 2р х — mx) =  k, — конечній величині, 
бо

У~2рх — тх =  У х  ( ] / >  — т У х ) ,  

не може бути

Ііш (У  2 — т У х) =  0 .
X---->-СО

§ 46. Дотична до параболі

а) Д о т и ч н а  д а н о г о  на ­
п р я му .  Пряма у  — тх -j- k  доти­
кається до параболі, якщо рівнан- 
ня для абсцис точок перетину

(тх - f  k'f — 2рх — 0

має рівні корені, тобто, коли

(mk —  /7 )2 =  т}кг
або

р% — 2 mpk =  0
звідси

Отже, у параболі є лише одна дотична з кутовим кое­
фіцієнтом т, а саме

у = т х + і й  (61)

Ь) Д о т и ч н а  в д а н і й  т о ч ц і  (х, у )  п а р а б о л і .  
Утотожнюючи пряму

У— у  — т (X  — х)

Рис. 65.

з щойно одержаною дотичною, маємо:
р — у  — тх,2т

41. Сінцов, Аналітична геометрія
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Рівнання (63) виражає одну визначну властивість параболі. 
Проведімо н о р м а л ю  в точці М  (тобто перпендикуляр 
до дотичної в точці її дотику); вона зустріне вісь ОХ  у 
точці N. ^ Р М Ы  — о. і t g a = y .  3 [\ РМЫ \ РЫ — М Р а, 
тобто РЫ —уу ' або за (63): РЫ =  р.

В і д д а л ь  п о м і ж  т о ч к о ю  з у с т р і ч і  н о р м а л і  з 
в і с с ю  п а р а б о л і  і п і д о ш в о ю  п е р п е н д и к у л я р а  
з т о ч к и  на  в і с ь  (так звана п і д н о р м а л я )  ма є  у в с і х  
т о ч к а х  п а р а б о л і  т у  с а м у  в е л и ч и н у  р. Ко­
ротше: у п а р а б о л і  п і д н о р м а л я  с т а л а .  Рівнання 
нормалі:

У - у ^ ^ ( Х - х )

§ 47. Дотична із зовнішньої точки. Поляра

Задача. П р о в е д і т ь  д о т и ч н у  з т о ч к и  (х^ ух), що 
не л е ж и т ь  на п а р а б о л і .

Шукана точка дотику лежить на параболі
у 1 — 2рх — 0 (60)

а дотична до неї проходить через (хи у х), тобто

УУі— +  =  0 (64)
Отже, шукані точки дотику — це є точки перетину па­

раболі (60) з прямою (64), що її звуть п о л я р о ю  точки 
(хх, Уі) відносно параболі (60).

Цих точок дві. їхні абсциси визначається з рівнання
р * (х х,)г — 2рух2х  =  0 

або
р х2 — 2х (у і2—р хх) +  р х !2 =  0

Ці абсциси дійсні, якщо
( У і — рХі)' — р'1х х2> б

тобто, коли
У х І У і—  2/»х,)>0

Але уу2 — 2р х х >  0, якщо точка лежить п о з а  параболею, тоб­
то далі від осі, ніж точка параболі, що має ту саму абсцису.
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Отже, з т о ч к и  п о з а  п а р а б о л е ю  м о ж н а  п р о ­
в е с т и  д о  не ї  д в і  д о т и ч н і .

Кожній точці належить цілком визначена пряма, як по­
ляра. І, навпаки, для кожної прямої

а* + £ у + ї  =  о
можна знайти таку точку, що для неї ця пряма буде поля­
рою відносно параболі (60), і ця точка має назву полю с.а. 

Має бути
— рх  і

Р «  Т
звідси:

*  =  у ^ - р \  (65)

Властивості поляр і полюсів відносно параболі ті ж самі, 
що і властивості поляр і полюсів відносно еліпси і гіперболі.

§ 48. Діяметр

Візьмімо ряд паралельних прямих у  =  т х -|- /г і визначмо 
координати середин хорд, вирізуваних на них параболею 
(60). Абсциси точок перетину визначаються рівнанням:

(тх -}- &)2 —<2рх =  0
За властивістю квадратового рівнання абсциса середини 

хорд
_х г х3   т к— р   р  А

2 т2 т? т
а ордината

Р_
т

Отже, всі ті середини хорд мають ту саму ординату,— 
тобто вони лежать на прямій

т)== £

т ’

(66)

що і є шукане геометричне місце; вона зветься діяметром.
У сі д і я м е т р и  п а р а б о л і  п а р а л е л ь н і  мі ж 

с о б о ю.
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2) В і д д а л ь  т о ч к и  п а р а б о л і  в і д  ф о к у с а  і 
в і д  д и р е к т р и с и  р і вні ,  — справді, і перша і друга від-

і Oдалі дорівнюють

3) Д о т и ч н а  у т в о р ю є  з ф о к а л ь н и м  р а д і ю с о м -  
в е к т о р о м  і з д і я м е т р о м ,  п р о в е д е н и м  у т о ч к у

д о т и к у ,  рівні кути, 
Справді, дотична

У у  — р  (X  х) =  0

зустрічає вісь у точці 
Т; ця точка має абс­
цису— х; таким чином

ТР =  х  +  ^  =  МР

і трикутник ТМР рів- 
нораменний, а тому 
/  /  ТМР, а

МТР, як кути відпо-

П о л я р н е  р і в н а н н я  п а р а б о л і .  Взявши Р  за по­
люс полярної системи і спрямувавши полярну вісь від фо­
куса до вершини параболі, матимемо:

х  — ̂  =  — тсовб

тобто
Г - | - Г С О 3 0 = / 7

а звідси і дістанемо полярне рівнання параболі у вигляді

1 -{-сов 6

кут дотичної з діяметром дорівнює



Загальні властивості конічних перерізів

§ 50. Параболя, як граница еліпси й гіперболі
Розглядаючи кожну з трьох кривих окремо, ми упевни­

лись, що всі криві мають ту властивість, що відношення 
віддалей їх точок від фокуса і від директриси є величина 
стала, і дорівнює вона ексцентриситетові кривої, тобто вона 
менша, ніж одиниця, для еліпси і дорівнює одиниці для 
параболі, а більша за одиницю для гіперболі.

І, навпаки, ми вже бачили, що геометричне місце тих 
точок, що їхні віддалі від даної точки (а, р) і від даної 
прямої у  — тх -{- к мають дане відношення е, виражається 
рівнянням:

РОЗДІЛ X

Воно виражає еліпсу, гіперболю чи параболю, залежно від 
того, чи буде добуток коефіцієнтів при х  і у  більший, мен­
ший, чи рівний квадратові половини коефіцієнта при х ,у ,— 
тобто залежно від значіння

л саме, чи буде £ < Ч ,  чи в о н о > 1, чи = 1.
Також і полярне рівняння відносно фокуса й осі буде 

те саме для всіх трьох кривих,—а саме рівняння

виражає еліпсу з £ < 1, гіперболю за е >  1 і параболю 
за е — 1.

(*-<*)* + ( .у -р )*

\ - \ - e � ��#� "
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подібно до цього, переносячи в гіперболі початок коорди­
нат у точку 0) і залишаючи вісь л:-ів попередню,
дістанемо формули перечислення

х  — х '-\-а , у — у ' 
і рівнання гіперболі набирає вигляду:

(■У +  Д)а /* _ ■ ,
а2 Ь2

Ь2
або, розв’язавши відносно у 'г і позначивши — — рСІ

у '2 =  2рх' -{- -  х 'г

Якщо уявимо собі, що розміри більшої осі еліпси й по­
перечної осі гіперболі зростають безмежно, а мала й уявна

Ь1осі також зростають, але так, що р, тобто відношення;—СІ
зберігає конечнеї значіння, то, переходячи до границі, 
обидва рівнання перечисляються в те саме граничне рівнання

у 'г -  2рх',
тобто рівнання параболі, що має ту саму вершину, вісь і 
параметр.

Отже, п а р а б о л ю  м о ж н а  р о з г л я д а т и ,  я к  г р а ­
н и ц ю  е л і п с и  і г і п е р б о л і .

З цього погляду стають ясними ті властивості параболі, 
що на перший погляд відхиляються від властивостей еліпси 
й гіперболі.

Справді, всі діяметри еліпси й гіперболі проходять через 
центр. Із зростанням а до безконечности віддаль від вер­
шини до центра безмежно зростає, а центр по осі відда­
ляється в безконечність; діяметри,“ і далі проходячи через 
нього (центр), матимуть з віссю спільну, безконечно відда­
лену точку, тобто вони стають паралельними до осі,—отже 
у параболі всі діяметри паралельні.

Дотичні у еліпси утворюють рівні кути з фокальними 
радіюсами-векторами. Із зростанням а в граничному поло­
женні другий фокус (при нашому розположенні — правий) 
віддаляється в безконечність по осі, а відповідний фокаль­
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ний радіюс-вектор стає паралельним до осі, і, таким чином, 
він зливається з відповідним діаметром: у п а р а б о л і  
д о т и ч н а  у т в о р ю є  р і в н і  к у т и  з ф о к а л ь н и м  
р а д і ю с о м - в е к т о р о м  і д і я м е т р о м .

Далі, ексцентриситет
V  а* — №е =  ------------а

для еліпси і
] / а 24- Vіе — ------1— •а

для гіперболі. Обидва вирази можна подати так:

Є==] / 1 ± а
У граничному положенні, коли а — оо , а р — конечне, 

ексцентриситет р  набирає значіння, рівне одиниці, а у фор­
мулах, де е фігурує, для параболі треба підставити це його 
значіння. Таким чином, приходимо до полярного рівнання 
параболі, до рівнання, відносно фокуса і директриси:

< * - « ) * о

д л я  п а р а б о л і  в і д д а л і  в і д  ф о к у с а  і в і д  д и ­
р е к т р и с и  р і в н і  о д н а  о д н і й .

Рівнання, що ми їх одержуємо для трьох конічних пе­
рерізів, беручи вісь кривої за вісь х-ів, а вершину за поча­
ток координат,

у і — 2рх— ̂ х 2 еліпса, 

у* — 2рх  параболя,
• у г — 2рх -(- ~ Xі гіперболя

мають цікаве геометричне значіння: вони виражають, що в 
параболі ордината є бік квадрата, рівновеликого прямо­
кутникові. що має дану основу 2р  і висотою абсцису (па­
р а б о л і ч н е  побудовання), для еліпси квадрат, збудований 
на ординаті, менший від прямокутника, збудованого на сталій 
довжині 2р, як основі, і з висотою, що дорівнює абсцисі, на
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На ІВ  точка Н  така, що О.Н\\АІ. і НА А _А І,

АСіНА =  АП

що й дає точки еліпси Е  
і симетричної до неї Ег 
Зручніш, звичайно, збу­
дувати лише Н  і звідси 
шукати квадрат АГ, рів­
новеликий прямокутни­
кові АС^НА.

Для цього відкладає­
мо на АЬ АІ =  АС}, на АІ, 
як на діяметрі описуємо 
коло. АЕ _і_ АЬ зустрі­
чає його в К. АГ  — АК  
це й є шукані точки, 

л і. Для гіперболі

у і — 2рх-\-^-хі =

Відкладаючи АгА =  2 а 
ліворуч, АВ  =  2р від­
кладаємо вниз. На ді- 
ягоналі А^Н беремо 
довільну точку НА: 

АА =  х ;

Л0 — 2/7+ - х .  г  1 а
АІ =  Л0. На АІ опи­
сують коло, як на ді­
яметрі, що його пере­
тинає

ДЕ ^ А А 1 в К,
А Г = А К
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це й є шукані точки

АГ2 — АК2 =  АІ. АА

У2 =  \2р +  ~ х ) х

§ 51. Плоскі перерізи прямого кругового конусу

Візьмімо прямий круговий конус. Перетинаючи його 
площинами, перпендикулярними до його осі, дістанемо в 
перерізі круги. Перетинаючи площинами, що проходять 
через вершину, дістанемо або дві дійсні прямі — творчі ко­
нусу, або дві злиті прямі, — якщо площина дотикається до 
конусу, — або лише одну точку — вершину конусу, якщо 
площина зустрічає всі творчі конусу лише в його вершині. 
В останньому разі для одноманітности говоримо, що пло­
щина перетинає конус по двох уявних прямих.

Якщо ж перетинатимемо конус іншими площинами, тоді 
дістанемо в перерізі нові лінії. Ці лінії власне і носять 
назву конічних перерізів. Вони є трьох типів: 1) Кут (най­
менший) січної площини з віссю конусу більший за поло­
вину кута розхилу конусу (і менший чи дорівнює прямому). 
Січна площина зустрічає всі творчі конусу по один бік від 
вершини і в таких точках, що віддалені на конечній від­
далі від вершини (тип е л і пс и ,  граничний випадок — 
коло) .  2) Кут січної площини менший за половину кута 
розхилу конусу (і більший чи дорівнює нулеві); площина 
зустрічає обидві поли конусу. Крива складається з двох 
вітин (тип г і п е р б о л і ;  граничний випадок — пара прямих, 
якщо січна проходить через вершину). 3) (Переходовий ви­
падок). Січна площина паралельна до одної з творчих ко­
нусу. Площина зустрічає всі творчі по один бік від вер­
шини, але точки зустрічі січної площини з тою творчою, 
що паралельно віддаляється на безконечність. Крива має 
лише одну вітину, що віддаляється в безконечність (тип 
п а р а б о л і ) .
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Таким чином, виведене нами співвідношення набирає ви­
гляду:

A N .N B '
NAP

AB'z
Ш .А А '

( =  const.).

Це й є рівнання кривої, лише докищо виражене в геоме­
тричній формі (так його й дав Аполлоній).

Виразимо в координатних символах, взявши за вісь л>ів 
пряму АВ', а за вісь у-ів перпендикуляр до АВГ у сере­
дині О.

Тоді ОЫ — х, Ы М = у.
Якщо позначимо АВ' — 2а, то ЫА =  О А — ОМ — а — х  

В 'М ^В ’О ^-О Ы ^а +  х . _______
Якщо позначимо ще і В В \ АА' — 46*, то одержане спів­

відношення можна переписати так: 2
(а — х) (а +  л :) а2

У2 *2
або

0A�� � � � У
0 � №

і остаточно
х г .у *  
а* ' 1

2. Хай с і ч н а  п л о щ и н а  перерізає площину рисунка 
по прямій АВ, що зустрічає вісь під якимсь кутом 
(півкута розхилу конусу), а творчі конусу-, що лежать у 
площині рисунка, в точках В  і А  (рис. 74).

Через А, В і будь-яку точку М, що лежить на лінії пе­
рерізу, проводимо площини, перпендикулярні до осі конусу; 
ці площини перетнуть конус кругами АА', ВВ\ PMQ.

З подібности трикутників / \Q N B  і / \А 'А В  матимемо:
QN _ Ш  
Ш  АВ

А  з подібности Д  NAP  і Д  ВАВ' матимемо:

N P  Ш
NA АВ
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Перемноживши ці дві пропорції, матимемо:

Ш .М Р  Ж А .& В  
3 % 3 � � А В2

Але за відомою властивістю для кіл маємо в колі РМСІ 

Отже, наша рівність набирає вигляду:

Ш р  аГа .Ж в  .=  — г—:—  ( =  согш.)
Ш . ЫА АВ*

Виразимо це співвідношення в координатних символах. 
У площині перерізу візьмімо систему координат. За осі 

координатні візьмімо: АВ  — за вісь х-ів і перпендикуляр 
до АВ  із середини О відтинку АВ  за вісь у-ів. Хай

АВ =  2а і А'А • В'В — 4й* 
тоді
N M = y , МВ =  а-{-х, NA =  x — а,

виведене співвідношення набирає 
вигляду:

у і  _  4^,2

х* — а1 4 аА 
або

у *  х* — аА

і остаточно

а2 Ь*

Те саме співвідношення поміж х  і у  одержимо, взявши 
точку М  на перетині площини з другою полою конусу.

3. Січна площина паралельна творчій. Хай вона перети­
нає площину рисунка по лінії A N \\A 'C  творчої. З подіб- 
ности трикутників NAP  і А'СА маємо:

A N  СА7
N P АА'
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Тут за основу взято прямий круговий конус. Проте, 
можна було б розглядати і косий круговий конус. Цей ре­
зультат ми використаємо, вивчаючи аналітичну геометрію 
в просторі. А саме ми покажемо,, що першкй-ліпший конус 
другого порядку (що має за основу якусь криву 2-го по­
рядку), можна — і при тому подвійним1 образом — розгля­
дати, як косий круговий конус.

Виявляється, що із суто-геометричного погляду всі три 
криві другого порядку споріднені. Тому можна поставити 
питання, чи не можна схарактеризувати з ;одного погляду 
й суто-геометрично різність цих кривих, тобто, крім аналі­
тичного критерію (знак АС — В2), встановити геометричний 
критерій (який, звичайно, може бути лише геометричною 
інтерпретацією аналітичного критерію).

Можна, справді, вважати за такий критерій відношення 
кривих до безконечно віддаленої прямої

X VВвівши (1) однорідні координати — і ~ замість х, у, пе­

репишемо рівнання, помноживши на 22, у вигляді:
А х2 4~ 2Вху +  Су2 г  {2Их 4- 2Еу 4~ /7г) — 0 

З безконечно віддаленою прямою
2  =  0

ця крива перетинається в точках, що їх визначається си­
стемою рівнань:

А хі +  2Вху-\- Єу2 =  0, 2 =  0
Але перше з них виражає пару прямих. Ці прямі уявні 

для еліпси, дійсні для гіперболі і злиті для параболі. Тому 
можна сказати: криві другого порядку мають з безконечно 
віддаленою прямою або д в і  д і й с н і  с п і л ь н і  точки 
(тип г і п е р б о л і ) ,  або д в і  у я в н і  (тип ел і пси) ,  або 
д в і  з л ит і ,  тобто д о т и к а ю т ь с я  безконечно віддаленої 
пр ямої (тип п а р а б о л і ) .

Зокрема коло з числа еліпс відзначається тим, що його 
дві спільні з безконечно віддаленою прямою точки це є 
так звані циклічні точки на безконечності

х 2 4-у/2 =  0, 2 =  0



РОЗДІЛ XI

Визначення конічних перерізів за даними умовами

§ 52.

Загальне рівнання 2-го степеня

f(x ,  y)= ^A x‘t +  2Bxy +  Cy2Ar 2Dx-{-2Ey +  F ^ 0  (1)

має шість коефіцієнтів. Але воно не зміниться, якщо на 
один із них (відмінний від нуля) поділити, бо після ділення 
на ІіфО  нове рівнання

~ {а х 2 +  2 Вху  +  Су2 +  2Dx +  2Еу +  =  0

справджується тими самими значіннями х, у, що і вихідне (1). 
Тому, довільних коефіцієнтів у рівнанні (1) буде лише 
п’ять.

Ці коефіцієнти можна зміняти за нашим добором, щоб 
крива виповнювала ті чи ті поставлені нами умови. Так, 
якщо крива має проходити через початок координат, то її 
рівнання повинно справджуватися підставленням х — 0 
у  — 0, тобто повинно бути

F =  0.

Взагалі, якщо дано, що точка (хх, Уі) має лежати на 
кривій, або що крива має проходити через точку (xt , у у), 
то підставлення в (1) координаті точки обертатиме рівнання 
на тотожність, — тобто коефіцієнти А, В... F  мають бути 
такі, що

А х*  +  2Вх1у і +  Су* +  <2.Dx1 2 Fy1 -f- F =  0 2

За невизначених коефіцієнтів це дає співвідношення 
поміж коефіцієнтами таке, що воно справджується для
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де а, 6,... а є мінори детермінанта кривої
А В D 

А =  В С Е  
D Е F

саме:
* =  CF — Е 2, 8 =  ED  — BF, y =  AF — D2, 5 =  ВЕ  — CD, 

s =  BD — AE, es =  AC — B2.
Отже, ця умова, відмінно від (2), є другого степеня від­
носно коефіцієнтів А, В... F

Та можна задати для визначення кривої й інші умови. 
Можна поставити умову, щоб крива була певного типу: 

Якщо ми шукаємо п а р а б о л  ю, то має бути АС — В2 =  0. 
Якщо шукаємо к о л о ,  то треба, щоб А =  С, В =  A cos ш, 

де «J є кут поміж осями, і тому 5  — 0, коли осі прямокутні.
Якщо шукаємо р і в н о б і ч н у  г і п е р б о л ю ,  то в на­

веденому рівнанні коефіцієнти при х г і у 2 повинні бути 
рівні своєю величиною і протилежні знаком:

А'-\-С ' =  0 за Л' +  С' =  Л +  С 
отже, повинно бути

д +  С =  0

До цієї умови дійдемо також, помітивши, що в рівно­
бічній гіперболі асимптоти взаємно-перпендикулярні, і тому 
рівнання, що визначає їх напрям

А 2Вт -j- Cm2 — 0
матиме корені т1г т2 такі, що тгтг -  — 1, тобто 

g  =  — 1 або Л -f- С — 0

Якщо є потреба знайти п а р у  п р я м и х ,  то треба, щоб
А В D 
В С Е =  0 
D Е F

Не зупиняючись докищо на інших умовах, що їх по­
винна задовольняти шукана крива, візьмімо лише той ви­
падок, коли дано точки й дотичні.
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Через те, що в загальному рівнанні (1) є п’ять довіль­
них параметрів, то, щоб їх цілком визначити, треба мати 
5 умов, тобто, якщо говорити про завдання точок, то 
п ’я т ь  т о ч о к  ц і л к о м  в и з н а ч а ю т ь  к р и в у  2 -го 
п о р я д к у .  А що всі умовні рівнання лінійні відносно не­
відомих, то п ’я т ь  т о ч о к  в и з н а ч а ю т ь  л и ш е  о д н у  
к р и в у  д р у г о г о  п о р я д к у .

До цього, однак, треба зазначити, що да н і  т о ч к и  не 
м о ж у т ь  л е ж а т и  по т р и  на о д н і й  п р я мі й .  Якщо 
три точки лежать на одній прямій, то крива другого по­
рядку складається з цієї прямої і другої прямої, що про­
ходить через останні дві точки. Склавши їхнє рівнання й 
перемноживши, матимемо шукане рівнання. Якщо чотири 
точки лежать на одній прямій, то можна додати довільну 
пряму, що проходить через п’яту точку, і рівнання матиме 
ще один довільний параметр. Якщо, наостанку, всі п’ять 
точок лежать на одній прямій, то, помножаючи її рівнання 
на довільний тричлен А гх В 'у - \ - С ' , матимемо рівнання, 
що справджуватиме поставлені умови. Відкидаючи ці ви­
падки, ми маємо при п’ятьох даних точках п’ять лінійних 
рівнань між п’ятьма невідомими А, В... Р і, таким чином, 
маємо: ч е р е з  п ’я т ь  т о ч о к  мо жн а ,  в з а г а л і ,  п р о ­
в е с т и  л и ш е  о д н у  к р и в у  д р у г о г о  п о р я д к у .

Якщо дано чотири точки, що через них має проходити 
крива, і вона повинна дотикатися ще й до даної прямої, 
то, щоб визначити коефіцієнти її рівнання, маємо чотири 
рівнання лінійні і одно рівнання другого степеня. Розв’язу­
ючи їх укупі, одержимо дві системи значінь для коефіцієн­
тів (1): ч о т и р и  т о ч к и  і о д н а  д о т и ч н а  в и з н а ч а ю т ь  
д в і  к р и в і  д р у г  от о п о р я д к у .

Я к щ о  д а н о  т р и  т о ч к и  і д в і  пря мі ,  то к р и в  их 
д р у г о г о  п о р я д к у ,  що  п р о х о д я т ь  ч е р е з  дан|і 
т о ч к и  і д о т и к а ю т ь с я  до  д а н и х  п р я ми х ,  дістанемо 
чотири, бо коефіцієнти визначається трьома рівнаннями 
першого степеня і двома рівнаннями другого, а вони мають 
чотири системи розв’язок.

Аналогічно можна було б сподіватись, що кривих дру­
гою порядку, що проходять через д в і дані точки, таких,
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Тому, якщо перемножимо детермінанти А і А'> то

Ла +  Др +  £>8, + С р  +  Д8, Оа +  Др +  ДЗ
А А '=  А^ +  Вч +  И е, ЯР +  Су +  Да, Д>р+Ду-{-Дє =

Л 8  4 - ^ 5 4 - / > р ,  Д 8 4 - С е  4 - £<р» £ 8 - | .  Д з - ( - Д ®

А 0 0
0 А 0
0 0 А

Далі, з виписаних рівнань ми можемо і навпаки вира­
зити,— А, В.... Д через а, р,.„ ср. Справді, рівнання 1, 4 і 7
тобто:

дають:

Л = X
А'

А
0
0

Ла4-Др-|-£>8 =  Л, 
Лр — Д у  � P�'  =  0  , 

Л8 Ве -{- 7?? =  0

Р
Q

8
з
?

(т<р„ є*)

В (7.) £> Ре — у? 
Л

(7і)

(7*)

Розв’язуючи сумісно 2-е, 5-е і 8-е, тобто

В а+  Ср +  Д8 = 0 ,
ДР +  Су +  Де =  Л,
Д8 -}- Сз -{- Дф =  0 ,

знайдемо:

С І Х (а?. _ 8ї)і (74) Д =  Х ф §_ ає) (7.) 

Наостанку, з трьох останніх рівнань матимемо;

Р—� ���� ���� 	 ��� � � � �

Отже, якщо відомо а, р, у, 8, з, ф, то знайдемо аж до 

чинника ~  і коефіцієнти рівнання (1). Тому, якщо дано 5 

прямих, що до них дотикається шукана крива, то умова (4),
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взята у вигляді (4), справджується всіма п’ятьма даними 
прямими, і, отже, маємо п’ять рівнань вигляду (4); розв’язу­
ючи їх відносно а, [3,... ср, дістанемо єдину систему значінь 
їхніх відношень до одного з них, а тому, як і вказувалось, 
знайдемо єдину систему значінь для А, В,... Р. Таким чи­
ном, до п ’я т ь о х  д а н и х  п р я м и х  д о т и к а є т ь с я  о д и н  
к о н і ч н и й  п е р е р і з .

Зауважмо, що поміж виразом (1) за допомогою а, р,... ср 
і виразом (4) є точнісінька аналогія, а тому, вносячи в (1) 
значіння (7� ����  (76), можна записати де рівнання у вигляді 
детермінанта

а р 8 X
3 { з У
0 с ср 1
X У � 0

Це рівнання 2-го степеня відносно а, р,... ср. Тому, якщо 
дано одну точку і чотири дотичні, то ми маємо одне рів­
нання типу (8) 2-го степеня відносно а... ср і чотири — ви­
гляду (4), лінійних відносно а, р,... ср. Для цих величин ма­
тимемо тому дві системи значінь, а, значить, і д в і  системи 
значінь А, В,... Р. Отже, ч е р е з  о д н у  т о ч к у  п р о х о ­
д я т ь  і д о  ч о т и р ь о х  п р я м и х  д о т и к а ю т ь с я  д в а  
к о н і ч н і  п е р е р і з и .

Якщо дано дві точки і три дотичні, то маємо два рів­
нання (8) 2-го степеня і три рівнання 1-го степеня (4) від­
носно а, р,... ср; розв’язуючи їх, маємо чотири системи зна­
чінь. Тому, ч е р е з  д в і  т о ч к и  п р о х о д я т ь  і д о т и к а ­
ю т ь с я  до  т р ь о х  п р я м и х  ч о т и р и  к р и в і  д р у г о г о  
п о р я д к у .

Кола, як ми бачили, це є криві другого порядку, що 
проходять через дві, так звані, циклічні' точки на безко­
нечності. Тому, щоб визначити коло, можна задати або ще 
три точки, — тоді здобудемо одне коло, або дві точки і 
одну дотичну, — тоді матимемо два кола, або одну точку і 
дотичні 2 — тоді матимемо чотири кола, або, наостанку — 
три дотичні, тоді буде чотири кола, вписані в утворе­
ний трьома прямими трикутник (одне внутрішньо-вписане 
і три зовнішньо-вписані).
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гак:
— х х (Лх1 Ву\ Н~ О) —у х (Вхх -(- Сух Е) — — а 0.хх р_у,) 

або, перенісши всі члени ліворуч,
[Ахх -{-Вух +  0  —  з/,] ^  +  [Вхх +  Сух +  Е — =  0.

Отже, на підставі (2) і перших двох рівнань, що з зводяться 
до (9), це рівнання уже справджується.

Якщо дано напрям хорд і супряжений до них діяметр, 
то, взявши останній за вісь х-ів, а будь-яку пряму, пара­
лельну до хорд, за вісь у-ків, можна одержати, що кож­
ному значінню х відповідає два значіння у, рівні величи­
ною й протилежні знаком. У рівнанні, тому, повинно не 
бути членів з 1-м степенем у, тобто В =  0 =  Е. І рівнання 
має лише три коефіцієнти; дана таким чином умова рівно­
важна двом простим умовам.

Якщо просто дано два супряжені напрями т і т', то це 
проста умова, бо вона дає лише одно співвідношення по­
між коефіцієнтами

Але, якщо дано лише пару супряжених діяметрів, то, зна­
чить, крім цього, дано і координати центра. Всього маємо 
три умовні рівнання. Справді, взявши ці прямі за осі, зве­
демо рівнання кривої до вигляду:

де довільних залишається лише д в а  коефіцієнти.
Умова буде проста також і тоді, коли задамо кут по­

між асимптотами. Справді, цей кут визначається тангенсом

А -{- В (т +  т') -р Стт' =■ 0.

А'х'^ +  С у^ +  Е' =  0

де

тхтг =  і тА 2В 
С

тобто
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і отже дана умова рівноважна одному співвідношенню по­
між коефіцієнтами { \g v ~ k )

(А-\-С )Ч 2 =  і ( В 2 — АС).

Зокрема, коли V — — , і  =  0, то ми дійдемо знову до

А -\-С  — 0, що є умовою для рівнобічних гіперболь.
Якщо дано напрями асимптот, то, взявши паралельні їм 

осі, зведемо рівнання до вигляду:
А'ху  +  О'х +  Е'у +  Г  =  0

а це теж рівноважно двом умовам.
Але, якщо дано самі асимптоти, то це рівноважно чо­

тирьом умовам, бо, прийнявши ці асимптоти за осі, рів­
нання кривої зведемо до вигляду:

А 'ху  =  Г

Якщо дано лише одну асимптоту, то рівнання зведеться 
до вигляду:

х (Ах -\-Ву-\-С ) — к

а в ньому буде т р и  параметри: одна асимптота рівноважна 
двом умовам, як дотична з відомою точкою дотику.

Якщо дано фокус, то в рівнанні

(х — а)2 - \ - ( у — Ь)2 е2 (пу -{- тх А)2 0
п2-\~т2

залишається довільними т р и  коефіцієнти

пе те ке
У  п2 ггі2 У  п2 -\-т 2 У  п2-\-т 2

отже, задати фокус це однаково, що задати д в і умови.
А якщо дано фокус і директрису, то невизначеним за­

лишається лише ексцентриситет, таким чином, задати фо­
кус і директрису це однаково, що задати чотири умови.

Якщо відомо одну директрису, то також залишається 
три параметри: дві координати фокуса та ексцентриситет, 
отже, задати директрису це однаково, що задати дві умови.
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ми знайдемо -у так> Щ°б рівнання справджувалося. Одер-

жане таким чином рівнання визначає криву,.що проходить 
через точки А, В, С, И  і О, і тому ця крива повинна зли­
тись із 5'. Отже, всі криві 2-го порядку, що проходять че­
рез чотири точки А, В, С, Д  зображаються рівнанням (10). 
Сукупність їх зветься в ’я з к о ю  конічних перерізів, і (10) 
є рівнання цієї в’язки. Точки А, В , С, £> являють собою 
о с н о в у  в’язки.

Конічні перерізи Д  і 5а взято спочатку цілком довільно, 
бо цілком довільно взято для визначення цих кривих їхні

п'яті точки Е  і Е. В’яз­
ку можна визначити за 
допомогою довільних 
двох конічних перері­
зів, що належать їй, 
напр., 5 ' і 5",

Е ^ 1 +  /152 =  0 ! 
5 " Е ^ А  +  / Л  =  0 . 

Щоб рівнання в’язки 
звести до вигляду 

ІАТ =  0, треба лише 
для даних к і І визна­
чити х і за умовою:

у-к| —І- ==: ^к ,
у.к] 1. Д === ^  ■

Зокрема можна за 5 ' і 5" обрати дві пари прямих, що 
проходять через чотири дані точки. їх буде три: АВ і СО. 
А С Д Я Д  ’Д£> і ВС.

&Ми одержимо'.відповідні значіння у в (10), якщо скла­

демо умову, щоб рівнання (10) виражало пару прямих:
/гД] +  ІА, кВх +  ІВ% Ш х +  Юг
кВ'-АІВ^ кСх +  ІСг кЕ, +  ІЕг = 0  
кОх -і- Юі кЕх +  ІЕг кЕх +  /Д  

кВідносно у  це є рівнання 3-го степеня.
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вій, описаній навколо чотирикутника ABCD, будь-яку точку 
М  і злучімо ЇЇ з точками А, В, С, D.

Тоді
2 Д  АМВ — а . АВ — A M . ВМ  sin АМВ ,
2 Д  CMD =  $ .DC — C M .D M sin CMD.

Звідси
D M . sin АМ В .sin CMD; (12) 

так само, перемноживши рівності:

2 Д  AMD  =  т . AD =  Ш . DM  sin AMD  
2 Д  BMC — 8. ВС — ЯЛ4. CM sin BMC

матимемо:
^ .А О Ж ^ Ш .В М .С М .О М  . sin AM D.sin BMC- (13)

взявши відношення (12) і (13), знайдемо:

sin АМВ .sin CMD_ AB.CD  a/?
sin AM D. sin BMC ~  АЮТВС ' T8

Але права частина за попередньою теоремою

=  АВ .CD  
~  Ь ' ~AD.BC

тобто дорівнює тій самій величині, хоч би якою була точка М. 
А  ліва частина — де є ангармонійне відношення чотирьох 
променів МА, MB, МС, MD. Отже, якщо назвемо його 
ангармонійним відношенням чотирьох точок конічного пе­
рерізу, то можна сказати: а н г а р м о н і й н е  в і д н о ш е н н я  
ч о т и р ь о х  т о ч о к  к о н і ч н о г о  п е р е р і з у  є в е л и ­
ч и н а  с т а ла .  Ми говорили про конічні перерізи, описані 
навколо чотирикутника ABCD. Але ми можемо на довільно 
взятому конічному перерізі обрати будь-які чотири точки 
і вважати, що в о н и  утворюють чотирикутник.

Розгляньмо тепер граничний випадок, коли точки А і В, 
С і D  попарно зливаються, так що прямі ? =  0 і 8 =  0 при­
падають одна на одну. Тоді рівнання (11) набирає вигляду:

Ь ?  +  /т2 =  0 (14)
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Криві 2-го порядку, що мають таке рівнання, мають у точ­
ці А, В з прямою а =  0 дві злиті точки, тобто 8 =  0 е до­
тична до кривої (14) у точці А, В Е ( *  =  0, 7 =  0).

Так само і пряма р =  0 має з кривою (14) дві спільні 
злиті точки в С, £> == (|3 =  0, у — 0).

Отже, (14) є рівнання кривих 2-го порядку, що мають у 
точках їхнього перетину з у =  0 дотичні прямі а =  0 і р =  0

еза всякого з н а ч і н н я ; —к р и ­

ві  (14) м а ю т ь  мі ж с о б о ю  
п о д в і й н и й  д о т и к ,  а п р я ­
ма 7 =  0 6 ї х н я  х о р д а
д о т и к і в .

Якщо помітимо, що а, {З, у 
виражають перпендикуляри, 
спущені з точки (х, у) на від­
повідні прямі, то побачимо, що 

рівнання (14) виражає таку властивість кривих 2-г порядку: 
Я к щ о  в і з ь м е м о  д в і  д о т и ч н і  к р и в о ї  2 - г о  по ­

р я д к у  а =  0, ,8 =  0 і ї х н ю х о р д у  д о т и к і в  у =  0, то  
к р и в а  є г е о м е т р и ч н е  м і с ц е  т о ч о к  т а к и х ,  що 
д о б у т о к  п е р п е н д и к у л я р і в ,  с п у щ е н и х  і з цих  
т о ч о к  на д в і  д о т и ч н і ,  має стале відношення до ква­
драта перпендикуляра, спущеного на хорду дотиків.

§ 54. Паскалева і Бріяншонова теореми

Теорема 1. Я к щ о  т р и  к о н і ч н і  п е р е р і з и  м а ю т ь  
д в і с п і л ь н і т о ч к и, то  т р и  п р я мі ,  що  з л у ч а ю т ь  
і н ші  т о ч к и  п е р е т и н у  к р и в и х  по дві ,  п р о х о д я т ь  
ус і  ч е р е з  ту  с а м у  т о ч к у .

Справді, якщо К = 0  є рівнання 1-ої кривої, то
К — &а[3 =  0, К — к'щ — 0

зображатимуть рівнання двох інших кривих, що проходять 
через дві точки перетину К — 0 і а =  0.

Прямі, про які йде мова в теоремі, це
Р =  0, у =  0 і Щ — =  0
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Асимптота кожної проходить через центр відповідної кри­
вої. Тому з 4-х точок перетину цих гіперболь одна є 
спільна точка цих асимптот, яка є сторонній розв’язок, бо 
для одної асимптоти а"х-\-Ь"у-\-с" =  к, а для другої 
а”х-\- Ь"у-\-с!' =  і к ф к !  взагалі. Тому рівнання (Г) цією 
точкою не вдовольняються, і залишається т р и  розв’язки, 
т р и  і н в а р і я н т н і  т о ч к и .

Якщо ж спільне значіння трьох відношень

X  У 1
ах-{- Ьу с а 'х  +  Ь'у-\-сг а"х +  Ь"у -(- с"

1позначимо — > то приходимо до рівнань:

рх — ах Ьу - \-с , 
ру =  а'х -4- Ь'у -4- с' , 
р =  а"х -{- Ь"у с" , 

або
х(а  — р) +  Ьу с =  0 

а’х-\-(Ь' — р )уф -с ' =  0 
а 'х  +  Ь"у +  с" — р == 0

Три рівнання між х, у  сумісні лише за умови

а — р Ь с
а' Ь '- р с’
а" Ь" С — Р

Це рівнання 3-го степеня має три корені. Для кожного 
з них рівнання (6') зводяться до двох незалежних і визна­
чають аж до р систему значінь х, у ,—тобто кожному коре­
неві рівнання (7) відповідає інваріянтна точка, а разом ма­
ємо взагалі тр и  і н в а р і я н т н і  точки; прямі, що злучають 
їх, будуть інваріянтними прямими. Утворений ними трикут­
ник зветься основним трикутником колінеації.

Якщо корені рівнання (7) дійсні і різні, маємо всі три вер­
шини, а, значить, і всі три боки основного трикутника дійсні.

Якщо два корені рівнання (7) будуть уявні, то за дій­
сних коефіцієнтів а{і\  Ь® і с(і) ці уявні корені будуть супря-

"6�

(9')
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це умови, що призводять до значінь

a =  cosa =  &', b — sin a =  — а'. (12)

Ми приходимо таким чином до формул перетворення 
координат, що їх можна розуміти при незмінних осях, як 
рух у ній самій усієї площини, як незмінної фігури.

Якщо ж відкинемо припущення (10), то можна поста­
вити питання, чи існують афінно-споріднені фігури, Що в 
них не лише відношення відповідних площ, а й відношення 
відповідних відтинків були б сталі?

Для цього повинно бути

a*^-a '2=-b* +  b'°- ab-\-a'b' =  0 (13)

називаючи спільне значіння двох частин 1-ої рівности че­
рез тг, вдовольнимо їх, приймаючи

а — т cos a а' — т sin a
b — — m sin a br — m cos а '  '

при цьому і
ab' — a'b — m%. (15)

Таке перетворення є злучення руху з перетворенням 
подібности. Воно визначається рівняннями:

і навпаки

Х  =  т (х  cos a —у  sin я) -f- с 
Y — m (x sin a ~\~y cos a)~\~cr

X — c . Y — c' . x  — -------- cos a -I---------- sin a,m 
X — c

m
Y _c’v — — —----- sin a 4- --------- cosa.rn m

Якщо зокрема a = 0 ,  маємо:

X  — m x-\-c  Y — m y-\-c’
навпаки

Y — c'
x  =  — —  у  ■■m m

(16)

(16x)

(17)

(17j)
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Фігури, що стоять між собою в такій відповідності, 
тобто такі, що координати відповідних точок зв’язані рів- 
нанням (17), будуть фігури подібні і подібно розміщені.

Справді, при цьому н а п р я м и  ліній не зміняються, а 
віддалі між відповідними точками зміняються в сталому 
відношенні.

§ 58. Застосування до кривих 2-го порядку

Якщо дві криві 2-го порядку

А х2 +  2Вху +  Су2 - f  2Dx - f  2£> -f- /" =  0 (18)

А 'х2 +  2 В'ху -j- С у 2 +  2 П х  +  2 Е ’у  +  F  =  0 (18')

подібні і подібно розміщені, то, заміняючи в рівнанні 2-ої 
кривої х  і у  за формулами (17), дістанемо рівняння 1-е, тобто

А' (тх -{- с)2 -f- 2В' (тх -j- с) {ту -j- с') -f- С  (ту 4- с')2 -f- 
-)- 2D’ {тх -j- с) 2Е' {ту -f- cr) -f- F  — 0

Воно повинно бути тотожнім з (18). Утотожнюючи члени 
2-го степеня, маємо:

А =  А ’т2, В — В’т%, С = С т 2
тобто

âL~.ëL—ÇL
А ~~ В ~~ С

(коефіцієнти при членах 1-го степеня мають ще с і с').
‘У р і в н я н н я х  к р и в и х  д р у г о г о  п о р я д к у ,  п о д і б ­

них  і п о д і б н о  р о з м і щ е н и х ,  к о е ф і ц і є н т и  п р и  
ч л е н а х  2 - г о  с т е п е н я  п р о п о р ц і о н а л ь н і .

У загальному випадку, коли відповідні точки двох кри­
вих зв’язані співвідношенням (16), підставляючи в (18') ви­
рази х  і у  із (16), маємо, порівнюючи коефіцієнти при 
членах 2-го степеня:

т2��А 1�&'(;� �"!"�; В ’�cos  � Sin  �< " ���� sin  !� ) � А , 
т2 {A  sin  � — 2В’ cos  � sin  � -(- С  cos5 ,!� =  С +�

тг [(С — A’) sin  � cos  � -j-В ' (cos2  � — sin2  !5�=  В
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якої и, V і т зв’язані з (2) співвідношеннями:
рц =  ах +  Ьу +  ( і,
рх» =  Ьх су -)- е , 
рт =  йх  4  єу —{— f .

Прилучаючи до цих трьох співвідношень рівняння
ах -{- у  у  іа — 0

виключаючи р, х , у  із чотирьох рівнаць, дістанемо умову 
дотику:

а & �B а
Ь с G V
U е / !�
и V VS 0

що е рівнання кривої в танґенціяльних координатах.
Хай тепер є інша кореляція, що підпорядковує точці 

(х, у) прямої
! � � � � � �� �� � � � " � ! � � � � � #� �� ����  К + ( а " х + ^  +  с") =  0 (А) 
пряму

и Х  - \ - v Y - j - w - 0
Точки, що лежать на відповідних прямих, утворюють 

криву 2-го порядку.
і(ах -\-Ь у-\-с )х -(- (а'х -(- Ь'у с’)у  4- а"х 4- Ь"у 4~ =  0

або:
ах* +  (& 4-а')� � 4 - �� �� � � � � � � � � � 4 - � $ � � 4 - � $  =  0. (3) 

Щоб дістати умову дотику, виключимо х, у , р з 
ри =  ах  4- Ьу 4~ с , 

рг» — а'х 4- Ь'у 4- с' ,
Р®> =  а"х 4- Ь"у 4- с" ,

0 — их 4 - 4~ ©* •
Матимемо:

а Ь с и
а'
а"

Ь’ с' 
Ь" с"

V
ТУ = 0 (4)

и V V) 0
рівнання кривої 2-ої кляси, як обгортки прямої

(а, V, ■»), що проходить через точку (х, у).




