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ВІД ВИДАВНИЦТВА
Останнім часом в нашій літературі появилося декілька кни­

жок про наближені обчислення. В цих книжках принагідно 
розглядалися і деякі питання аналізу скінченних різниць, проте 
книжки, яка охоплювала б усі основні питання цієї галузі ма­
тематичного знання, не було.

Щоб заповнити цю прогалину, ДНТВУ вирішило випустити 
переклад відомого курса акад. А. Маркова.

В цій книзі читачеві подається стислий, але дуже ясний на­
рис основних тверджень теорії скінченних різниць і її застосу­
вання до інтерполяції, наближеного обчислення означених ін­
тегралів, наближеного обчислення сум нескінченних рядів 
і т. ін.

Таким чином курс акад. А. Маркова, сподіваємося, стане 
в пригоді як фахівцям-математикам, так і інженерам та тех­
нікам.



ЧАСТИНА ПЕРША

ІНТЕРПОЛЮВАННЯ
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Про формули інтерполювання

§ І. Проблему інтерполювання в досить загальному вигляді 
можна поставити так.

Для деякої функції f ( z )  обчислено по даних значеннях г:

Яг, Яа, • • •> " # —її Ят ,

значення самої функції і декількох її послідовних похідних:

. �/0	1) . � /��1) . � ** . � /���	1) ї � /2�13

. 4 ) .5�/��1) .5/� �1)** )� .5 � 	56��	1) .5� /��1)

.5/�)1) .5/0)1) ї � /781)�9�9 .: � ; �	1) '��/0�1) �1

��/�)1)� '��<��/��1) ���=�81)** .� � < ��/0�1

Треба використати ці числа для обчислення / ( г )  при яко­
мусь новому даному значенні 2:

г = х .

В такій постановці питання багато неозначеності.
З різних способів користуватися даними (1) ми розглянемо 

тільки один.
Він полягає в тому, що підбирають цілу функцію Е(г) най­

нижчого степеня, яка задовольняла б умови:

F ( a A = f ( a 1), Е (а.г) = /(я 2),.. Т  (ат) = /  (ат),
Е ( а х) =  /'(йі), Е'(а2) = /'(а*),. . . ,  ^ '(< 0  = / ( я т ),

�

а потім покладають наближено
$�%&�'�% 8 1
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P(Z) = Р 0 +  Рг Z +  P 2 Z2+  . . . +  ЯЛ_, Zn~x
�'I�� *".&'� +4��I'2">� �'4)�/�M+7��^

Р» Ри Р-� >- • • > Рп-х
I'���+L��7"24� *".&8� 82'�� S 2T<� �� /�� '.7�++�� K�4I870.1� I'� ."J
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Ро, Р\, Р-1, • • •. Р п-1-
Q�V'� ?� 2"� -'I�2'� 38��+8� /�&8� )8+�/�L� �� 7��'28� �"(&1I�P

�'�[�_�R�R�[��:<S(G@аг)а‘�[� _��R�[� С[п-„т [г — (г— ат_ г у=<���[

+  Qi(z�G�̀ aT�[��:�b��� (z�G���TF��S��G�YWT�[
+  Q2 (z  —  а <TW +  Q air 2 ( z  —  a r f i z  —  a a)* +

�(�� «,-1����%� & ' ( � � [ � � � � � [ � ) .„-1���%� & � � � ���%��(*'�( ��"%����� (+ �
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,� � � ��9� -$%.
-'� - ' � 1 I � 8 � ' I + 4 � - ' � ' I + ' 2 8 c � 7�4%�� 7�&0�"� �� .".742��S 2T�
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приходимо до п’яти рівнянь:
Р«=/(Лі). Рі=/'(аі). Ро +  Р і(а2 — а,) +  Р.Ла2 — а,)г= / ( а 3), 
Сі ~Ь 2р2 (#г — йх) +  Р3 (а2 а,)2 = /  (а2),

Ро ~т~ Рі (о3 а3) "Т Рг (Аз а,) +
-Ь С)ь(й3 а '%  (а( — а>) +  Р ) («з — а '%  (а ( а  %  ~ / ( п 3),

з яких послідовно знаходимо:

Я,.па>, < г ,- т м .

о  =  ( Я2 —  Ді )  [Я Я і) + /  Ш  ] +  2 [ / ( а х )  — / ( а , ) ]
8 (а2 — а^р

Р< = / ( « з і ____ г (За, - д2 —■ 2а8) / ( а , ) .
(а8 — а,)'4(а8 — а2)г +  (а3 — а,)2^  — а,)8

______ /(а../
(а( — а  ) ( а ,— а2р (а  — а,)2^  — а,) (а ,—а  )г(а(

(За  — а, —  а () / ( а 2) /'(а,)
а2)

При послідовному визначенні коефіцієнтів

��*� �+*� ,� ,� ,�*� � - " !

легко упевнитися в тому, що у м о в и  ( ) з а д о в о л ь н я є  о д н а  
і л и ш е  о д н а  ц і л а  ф у н к ц і я  Р{г) (п — ! )-го аб о  н и ж ч о г о  
с т е п е н я .

Ті ж умови (2) задовольняють і багато інших цілих функцій 
( . , тільки не (п — ! )-го, а вищого степеня.

Різниця між будьякою з них і цілою функцією Р(г), скла­
деною за вищенаведеним правилом, повинна ділитися без ос­
тачі на добуток

��  —  а , ' Л ( 2  —  � 2)я’ . . .  ���� �� �	���

Отже, щоб с к л а с т и  ц і л у  ф у н к ц і ю  Р (г) н а й н и ж ч о г о  
с т е п е н я ,  т р е б а  в з я т и  той чи і н ш и й  з а г а л ь н и й  в и р а з  
ц і л о ї  ф у н к ц і ї  (п — ! )-го с т е п е н я  в і д  2 і п о т і м  п і д і ­
б р а т и  з г і д н о  з н а ш и м и  у м о в а м и  ( ) к о е ф і ц і є н т и  
ц ь о г о  в и р а з у .

Розглянемо докладніше деякі окремі випадки.

Перший випадок (формула Тейлора)

т — 1, ах =  я, а1 = а .
В цьому випадкові таблиця (1) зводиться до одного стовпця, 

і для функції Р(г) маємо такі умови:
Р{а) = /(« ), Р'{а) = / ' ( а ) , ( а )  = /« -* (а).
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F(z)�U HS: T�[ Y � + Г  (а) + . . .  +

(z —��T; � ��
@ �J�� �*� *�*/����1

/'г_1�S�T (4)

!�"$��� �������� /����"��� ��$���#�1

т =п, Иі�U��3�U � � � U : 5 j U �1

��%&"/1� S�T� K�'I"70.1� I'� 'I+'('� �1I��<� �� ��I-'��I+'�I'� /0'('�
2�M2'� I&1� )8+�/�#� H�(T� 7���� 82'�"P

YS:�T�UHS:j9��Г(а.г) = / { а 2) , . . . ,� H7S�7 T U HS � ?T

�'�".78L*".0� )'�28&'L� 6�(��+?�<� K+�>'I"2'P

Р�SWT�G�Y � H S ��T�� � S�(T�[ �R�R�_� [ �Y3 HS�7T<� �
I4� �K�(�&�� j

�� G��<T�S(�G��WT ���6(�G�'7T�U �Z'� (г)

9 � C � KL /$1AAAAA
5� /� �� �� )1�;55/;M1

(5)

����	�� �������

а{�U ��2�U �� � � � � �ак�U 2<� �*+1�U ��X� 2�U ���_�� U��7�U �1<�к + т — п.

��%&"/1� S�T� K�'I"70.1� I'� I�'>� �1I���<� �� ��I-'��I+'� I'� /0'('�
I&1� )8+�/�#� Р(г)� 2�M2'� 7���� 82'�"P

Р (а 1) = / ( а 1) , . . . , � H  S��TUHS�X<T<�И (ak ^ ) = f ( a k±1), . . . , � �S�7T�U HS� 1T

Y S: �T�UH� : �T���R�R<� U6 :XT�

�&1� �'K� 1̂K�++1� +�3'#� K�I�*�� .�&�I42'� .-'*�7�8� )8+�/�L�

Y S( T �U��1HS� <T�[ ��2H S � AT[ � R�R�R�+ г т/ ( а т),
I4

: 3�&
ii � 2�(z)� i
( z G� аЦиі' (аі)

(N)

4,�S(T�U �S(�G��<T�S(�G��WT� � � �S(�G��7T��

��&�� -'�&�I�M2'P

YS(T�U H7'S2T�[ ��TS2)0�S2T�

�87� FS(T�G�1��.0� +4��I'2�� /�&�� )8+�/�1� ��I� г.
E



Вона повинна задовольняти такі умови:

/'(« і) =  Л  Ю  +  («і) 9 (йз)> ? � �.�  =  �@� ����  +  0>'(аа) 6 («а).

Звідси

9 іа ,)  = Ґ ( а і )  —  Р о ( а ,)

“ '( « і )

/ Ы  = /у (а А.) +  <в'(о*) 6 (а*)

6 ї ( A � �B�%�@��B�
( г) � � �� � ��

л / _ ч / ' М  — У/ Ю  
и № 7  “ -------- ------------------

Тому за формулою Лагранжа
6 ���  =  £/, 1/ '  (а,) — /•'„ (а,)} +  >�� {/'(а2) — /\ /  (а ,)} +  . . .  +

~Т > �;�#/!�@(;� — �C�;�+D

де взагалі
>  = ____ей �7���� і�%��;(  і) (а/ — �B 2) • • ■ (а,—  а„)____

(7)(2��  а>-іК(ау)]2(г — а * г1)(г- - а А + 2) . . .(* — а п1)

З другого боку, складаючи похідну від /уДг) по ��  одержуємо:
/ у  (г) =  �  �!�"#�  +  Z / / ( a 2) +  . . .  +  -У //(а т)

чому
у , _  ( г — аі) ш' (2) — а) (г) 

г (г — а ,)2 ш' (а,-)

Нехай тут послідовно
г  — ах, а 2, . . . ,  ак>

тоді можна обчислити
Ро Ю , Ро'(а2),. • / у  (ак)

Важливо зазначити, що / у  (а,), / у  (а2),. . . ,  / у  (а*)—лінійні од­
норідні вирази відносно / ( а 2),.. . , / ( а .п) і зовсім не мі­
стять у собі похідних /'(а ,), / ' ( а 2),'.� / + �к).

Через це, не заходячи в дальші перетворення, можемо напи­
сати формулу такого вигляду:

Р{г )  =  Р0(г) +  ̂ ( г )Ь (2) =

: �*  і / ( а і) +  іу  / (аг) +  • • • +  Л и /(Ящ) +
+  *.  ш ( ^ / Л і )  +  Цг ш #7�A��"�  +  • • • +  *;  № (£)/'(ал-)-

8

Тут

8
іу , У * ..., КПІІ У , у ,



деякі цілком певні функції від   і зовсім не залежать від 
значень

/(а ,) ,  / ( а  ) ,. . f ( a m), / '(а ,) , f i a . , ) , . . f ( a k)
���� ����

U u U2, . . и к
визначаються за формулою (7).

�����6��7'� ���� к. =  т = � 2� ��8��9

:;<�=>%�? / (« і)  , /(«а) •

« ( ) =  (z — a j  (z — a3) ; £/, = ' — - г-  > /7, =   Ul
( a ,  —  a 2)2 ~ 2 (a 2 —

5= %�? 2 / '(«.)•
z —  a1

( a x —  a 2)2 

2 z  —  a x —  a 2
/ Ю -

(a 2 —  a j

   — ûj — a2

f  (л2)

/ Ю
( « i —  «a)8 («a — « i) 3 * * * *

;=>%� ?� ;3= @�# �A<=>%5�= %�?

(z�" �$  %� B=CD�" � a2)2�" �= >�" �$'� " �$'%�= �" �$'%+

=�E�" � a2f / ( « . )  +

{ z - a %) ( z - a 2f f { a ù  +

(at — a  % 

=  — ot) [(a, — aQ  — =   — ax — a2) =  — a  j] ,
(a 2 - f l lf  2/

(a - — a ,}

/ j ’5a‘ F  2С/  (a.) +  =  -  a ,) / ' (a,) l  +
G�$H�" �a2� /� =� I@�" �$  � %

— /(Яг) +  (г — « ) /  («a) |
 �" �$ H� G&� \3a%�" � a1�" � 21

$'�" �$*2 ** I / l **2 ’

Четвертий випадок
m = 2, a1 = a,  a 2= > ,  ax =  a, a, =  J . 

Можемо покласти:
/-•a—1 & =8—1

F{z) = (z—  by Âi(z —  a)1 -j-(z�" �$%K� L&= " �b)k ;
і U sJk —
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1 � 2 � � � � � � � � f - ' W  + . . .
( dz i (г — b f ��X� S��G� ь у  (а�G� Ь)"- '

\ • 2 . . .  k • Bk =� }� � � � ~ � � X � � m Y w • [ � � �
S� €•]X�(2� � � TX f (Uc(<� SZ‚G�a)«� Sb — a y +1

O� A�� �'�4�7�L*".0� I'� K�(�&0+'('� �"-�I�8<� .-�'%8M2'� '/�+"7"�
-'>"%�8� +�%&"?4+'#� )'�28&"

f {x ) � U�F{x)
�&1� /0'('� .�&�I�M2'� +'�8� /�&8� )8+�/�L� 1�'('� .74-4+1� ��I(P�

) S2T�U �F(z) + K(z —�ƒT;j�S]�G 1�T�X� � � � � (z — am)«m�

�� .7�&8� К � -�I%"��M2'� 7��<� V'%� .-���I?8��&�.1� ���+�.70�

f {x ) �U � „S>T� U�F{x) + K(x  — агу~{х —�� �TXX��. .(х — ату т,�
K��I�"

к = iiiiiiiii f ( x )  — F(x)iiiiiii i
S_X�G�:�TdX�{х—^ У - � � � � � (х — ат)а™

��&�<� -'K+�*�L*"� %8��'L� А� +�,%�&034<� �� %8��'L� В�+�,24+34�
K� *".4&

t� <� X�R�R�>� <X

+'2�*�M2'<� V'� ���+1++1

f {z ) � U� „�S]T

�� �+74���&�� ��I� г = В� I'� s�U �А� 2�M� V'+�,24+34� 1 [ � � �'�4+���
�7?4<� K�� 74'�42'L� �'&&1� �� 7'28� ?� �+74���&�� S��I� z — В� I'�

z  = А)
���+1++1�H @� S(T�U�„@� S]T� 2�M� +4� 24+34� 1� �'�4+���

5� H; � S]T�U �„;�(г) . „ „ п —�1

5� H ; S2T�U�) ;@S2T� <� 5� 5� п - ‘1� 5

���+1++1� H; �S(T�G� „;�S(T� 2�M� V'+�,24+34� 'I"+� �'��+0��

�'K+�*�L*"� 'I"+� K� 7">� �'�4+��� ���+1++1

у п(г)�C � ^�/�1

V'� &4?�70� 2�?� А� �� В,� %8��'L� m� �� %4�8*"� I'� 8��("� ���+�.70�

„&S2T�U � � W � A �. . . п - К

�� P�� ������_��)� `�� �+	� %�+��)� ��	� a"+��	%�b��+�� �� ��I��� �c%�+������) �
�	�+�	

�F



приходимо до такого висновку:

� �&
f  ( д )

1 - 2 - 3  � � � $

Отже, похибка наближеної формули

дорівнює
Z  =  � B �

(X j—-  [I(HH !! � (Х  -\. � ! �O!  . • • ( х  �� � � ��� � $  / д

де �  позначає якесь число, середнє між числами

D ^ 2  ]� �� �� �� �� � �� ��� �

Інакш е кажучи, н а б л иж е ну ф о р м у л у  (3) ми м о ж е м о  
з а м і н и т и  т о ч н о ю

�FJ � =  ��J��5 � �J % �F ^ � J ( �&_`_(�(� � �%���' �� ��F  �� a (g)

Застосовуючії цей результат до вищерозглянених окремих 
випадків, знаходимо, що функції (4) відповідає формула:

� b � 5 � B : c � +��5 � � : +  У~ С « І +

(х — ��O
1-2 � � ��$ � B d � � (Ю)

функції (5) — формула

/ М  =  У;----- : 1 ( � � ef�5Z j  (х —af)«J (af)
z -l

(x — а ! ) (х  — flg) ■ ■ ■ (X — flm) (T;| 
� • 2 . . .  E ( И )

і, нарешті, функції (8) — формула
/(x )  = ��  (x) +  Ш (x) 9 (x) +

+  (* — � F�"��g  — a 2)2 . . .  (X — a_fc)2 u  — a*+x)' ■ • • (•* — 0 &  ^
1 - 2  . . .  я

Тут � � т), C позначають якісь невідомі числа, з яких перше 
«і) лежить між �  і х, а два останні (т) і С) лежать між най­
більшим і найменшим з чисел

« і а , , ., х

п



§ 4. Розглянемо ще ті випадки, коли дані (1) розположено 
в певному порядкові і при тому число їх залежить від нас; 
отож, можна обмежитись одним першим даним або двома’пер­
шими даними, або трьома і т. д.

Тоді корисно записати формулу інтерполювання так, щоб 
в міру додавання нових даних в ній треба було лише додавати 
нові члени, не змінюючи старих.

Для пояснення спинимось спочатку на випадкові, коли зада­
ються послідовно

Відповідний вираз (4) для F(z) подано, якраз у бажаному 
вигляді.

При одному даному
F{z) = f ( a )

при двох даних
F { z ) = f ( a )  + ̂ F af ( a )

при трьох даних

F(z) — f  {a) + ~ f  (а) +  («)
і т. д.

Число членів у виразі (4) дорівнює числу даних, і в міру 
додавання нових даних доводиться в цьому виразі тільки до­
давати нові члени.

Припустимо далі, що відповідно до певного нескінченного 
ряду чисел

» ^2) • • • > а„
задані послідовно

/ (а і) , f ( a 2) ------

Відповідну функцію F(z) можна визначити при т даних за 
формулою (5) Лагранжа.

Ця формула має такий вигляд, що в міру додавання нових 
даних треба не тільки вводити нові члени, але й старі змі­
нювати.

Вона дає, наприклад, при одному даному
F(z) = / ( 3!),

при двох даних
F(z) =  f ( ai) Z- - = a- ^ + f ( a 2) —

аг — а2 а2 — а1
при трьох даних

F(z) =  /(a, )  + f (aa) +
(flj — а,) (а, — a3) (a., — a j  {a2 — a9)

+ f ( a s) (Z ~ ai)^ ? ~ aiL  
f a  —  a j ( a g  —  a t )

і t . д.

�	



y-�'%8M2'� -4�47�'�"7"� ##� 7��<� V'%� .-���I?8��&�.1� �.7�+'J
�&4+�� �"V4� 82'��� +4K2�++'.7�� *&4+���

�&1� /0'('� +4'%>�I+'� �� I'.7�7+0'� -'I�7"� )8+�/�L� Р(г),� V'�
��I-'��I�M� п� I�+"2

. / ; d 1 * � . / ; � 1 * � 9 99 � d� . / < �1
�� 7���,� ) ' �2�P

���� � C � Mh��@ �Mh	�/�����)1�@ �M8��� � � ) �� � � ���)�� � �& & & � �

� �*+�� , - � � � ) �� � � �� �)��� & �& � ���� ��eA	1)

I4� �'4)�/�M+7"
vt >� ��� >� v •21� R�R�R9� �

+4� K�&4?�70� ��I� 2�
�'I�� -�"� 'I+'28� I�+'28

Г ( г ) � C � B B)

(13)

�� I�&�<� I'I�L*"� -'.&�I'�+'� I�8(4<� 7�47M� �� 7�� I�� I�+�<� 2"� -'�"++��
��I-'��I+'� I'I���7"� *&4+"

Z3,(2�G �<T<� С}2(2 — а1)(2 — аг)
�� 7�� I�

N'I'� �'4)�/�M+7��

Z2'�9� 1�9� Q�j cRRR9�Qn—�1�<
7'� #>� 7�4%�� �"K+�*"7"� K� ���+1+0

. / ; 	 1 �C �M��)

� �� � ��U�„'�[ �„��SŽ(� Ž�T�9
./ � *1�C �Mi7@�6	�/�e����)1�@ �'��/�8��� /�)���� )1)

/ (&п)�G�y'�Dq� (ап - � 18T�Dd�R�_�R� ;��yS&G��(йл� �<T�Sап� �AT��� ��(ап�G
��".78-�L*"� I'� �'K�^1K�++1� /">� ���+1+0<� ��'I"2'� 7����

)8+�/�#� ��I� (P

. � �/�1� C . / � 1 *

2�G��<

г � � � j

. ) $A k �/21� C

(14)



/ И  = / 0 (г) =

=  /о К )  +  {^ — а1) / і  (г) =

= /о  Ю  +  (Z — а ,) / ,  (аа) +  (2 — а,) (z — a a) / a (zj =

Т і д і

=  /о  («і) +  (2 — t t i j / j  (а2) +  (2 — а ,) ( г  -  а 2) / 2 (а„) +  . . .  +

"І“‘(2 (%і) (Z (Z2) • • • Cln—‘j) f п—2 (dn—x) -j-
+  {2 — aa) (2 — a , ) . . .  ���%��j& � � j__J  (;z)

І ВІДПОВІДНО ДО ЦЬОГО 

/  (a l) — /о (а і) І

/ ( а . )  =  /о («і) +  («2 — Я і)/. («2),
/ ( а 3)  =  /о  ( а , )  +  ( а „  —  а , ) / ,  (а * )  +  ( а ,  —  а 3) ( а 8 —  а 2) / 2 ( а в) ,

/(а») =  /о («і) +  ��$�: ��F��F  Ю  +  ��$  — Д.) К  — а 2) / 2 (а,Х+ , . .  +
+  � � $  <3і) #L(j  а 2) • • • � � $  —  #k.$��P

Порівнюючи останні рівності з рівняннями, що визначають 
коефіцієнти Q, одержуємо такі формули:

«
,@� : ��  (^1) > ,F  =/1  (а8) > Q2== / 2(а3) > • • • D� ,j% 1 =

— � j (H�F�Hj��� • • • (15)

З другого боку, виводимо послідовно:

/о (*) =  / ( 2) ,  /о  («і) =  /  ( ° і ) ;

/ ( « )  , / ( а і ) . .  l�� ? �Wm� +�(--  / ( « і )Л  (2) =  У V— +  —  ’ / і  (аг) =  - +z — а, а , — z

/» ( * )  =
/ І 2 І

+  '
/ f a » )

(z — a,)(z — аа) (a2 — a ,)(a 2— 2)

, / ( « і )

/2 (а8) =
/ ( а 3)

(a, — a 2) (a2 — 2)'

, / ( а , )

• (1 6 )

(as —  a,) («з —  oa) (a2 —  (a2 —  a3)

H______ �4�  1) _____
(а, — a2) (a, — a8j

14



�  � l ( z )  = +2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 � � � � 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
(z c i (z  a2) ■ • • {z Cln—і)

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 � � �  � !%2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

ІР'П -1  Я | )  • • • ( t t n—l Q-n—'i) ( й П—Ґ   Z )

� � � �S%

�  ���!" �

(a, — aa) . . .  (a, —an_i) (Oj—г) ’ 

f{an)
{сіп (Я/, a , ) . . • (an cin~i)

__ ___________ /(Ял-і)_________
�#  �� � TSU� ,� ,� ,���$ �� � � � " %� ��$ � �� � " � %&��

/(я ,)

+  ..

+  '
=$'�" �C %=$@�" ��R%� : : : �� ' �� �� �

Звідси, між іншим, видно, що <3* і не залежить від порядку 
чисел

d \ , я  , .. . , я^ •

Застосуємо наші формули до того окремого випадку, коли 
а, =  а, а   =  а +  Л, а ( =  я +   Л, . . .  , а„ =  а + (п— ! ) Л , . . . ,  де а 
і h позначають деякі дані числа.

В цьому випадкові

/і. f a )  = /(« )>

Л/ite i)  & 7 ' 5 �1 �G%�.�7>5%<

1 • 2h2f z (я3) =  / ( a  +  2Л) — 2/(o +  A) +  /(a),

1 • 2 • 3A(/ (  (a4) =  / ( a  +  ЗА) — 3/ (a +  2Л) +  3/(я +  A) —/  (a)

1 -.2 . . .  (я — 1) A^/n-ite«) =  / ( « +  [я — 1]JA) —

-  tL~  / ( «  + [ n -   ] h) +  / ( a  +  [ n 3] A) _

Таким чином ми приходимо до ф о р м у л и  Н ь ю т о н а  для  
і н т е р п о л ю в а н н я  ч е р е з  р і в н і  і н т е р в а л и :

f ( x )  = G0 + G1(x — a) +  G2(x — a){x — я — К) +  . . .  +
+  Ол-і (х — a)(x — a — h) . . .  (л — а — [я — 2] h)

№
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/(в). /(а+А ) —/(а )  = Д /(а), Л /(а+А )—Д^(а)=Л !̂/ ( а)>д3Дя)■••
/(Д-f А), / ( а + 2А)—/(а+ Л ) =Д/(д+А), Л2/(я+ А ), Дї / ( а + Л ) . . .
/ ( а ± 2А), /<д+ЗЛ)—/ ( а + 2А)=Д/(я+2Л), Д2/ ( а + 2й ) , ....................
Дд+ЗЛ), / ( д + 4й)-/(д+ЗА)=Д/(д+ЗЛ), ................................. ..................
/ ( д + 4Л ) , ...............................................................................................................

К 17)

Покладемо для короткості

� # � �5 �o�% �# � �  =ДУ(г),
� � � 2 � � � � � � � 2) =Д !/ І 4

Д2/(2 +  Л ) - Д 2/ ( 2) =  Д»Дг), (18)

Д"“1/ ^  +  А) -  Д ^ Д г )  =  ДУ(2),

Крім того, умовимося називати

Д/(2), Д2/ ( 2), Д3Дг), . . .

с к і н ч е н н и м и  р і з н и ц я м и  або просто р і з н и ц я м и  від Д г) 
відповідно п е р ш о г о  п о р я д к у ,  д р у г о г о ,  т р е т ь о г о  і т. д.

Вживаючи такий вираз, можемо сказати, що наша таблиця (17) 
містить:
у першому стовпчику послідовні значення функції /(г ), 
у другому стовпчику відповідні значення першої різниці ДДг), 
у третьому „ „ „ другої різниці Д2/ ( 2)
і Т. д.

Зауважимо, що різниця ге-го порядку від / ( 2) дорівнює пер­
шій різниці від різниці (ге — 1)-го порядку від /(г):

А"/ (г) =  ДД«-1 / ( 2) =  Д',- 1/(2  +  А) — Д"-1/ ^ ) .

Звідси можна вивести ще загальнішу рівність:

Д ^?/(2) =  Д»Д?/(0),

де а і р позначають які завгодно цілі додатні чиста.
Покажемо тепер, що коефіцієнти формули Н (Ьтона відріз­

няються від членів першого рядка складеної таблиці лише 
певними сталими множниками; а саме

О 0 = /(< * ) . - 
� � � �

і  • „„ ’
*0 * .  а, -

1 • 2 • А2 1 2 . Я • А3

������������ � 17



Всі ні рівності містяться як окремі випадки в такій рівності 

Д * /( ) — і(г  )  кіі) — • - ! )//) +

+ к{\ ” 1-/^ +  Ї А - 2|А) - . ! . 4 ( - !//(*), 19)

де £ позначає довільне ціле додатне число.
Щож до рівності (19), то в її вірності при 5 =  1 і при 5 =  2 

легко пересвідчитися безпосередньо:

Д /(2 +  6) = / і  2 4- 26) - /  (2 4- її),
А2/ ( ) =  Д/=  4  6) — Д/( ) =  /<> 4  26) — 2 /(г  +  6) 4 /( г ) .

Крім того, якщо вона має місце при певному значенні 5:
к  — т ,

то повинна зберігати силу і при збільшенні 5 на одиницю, бо 
ТОДІ

Ат /(г )  = / =  4- тії) — ( -і- [т  — 11 6) 4

т (т — 1) ,. г ,,4    -г-[т —  ] 5) -- 
! •   '

т
А*V/=  4 5) =  /  (2 4  [от 4  1 ] 5) •—•-—/ ( г  4  От.5) -і

т (т — 1)

4 �= � 1�=���" � +�5%�W

! •  

т (/// — 1) (т  — 2)
! .  ^ 3 '

Дт ’/ (  ) =  Дт / (  ’) 5 ) — Дт/(г)
т

\

!

f ( z  ігіт — Ції)-

= /  =  4  \т 1 ] її) — | -----)-1 | /  =  4  шб)

т [т — 1 \
)  ! ) / ( - +  [ш — ! ] 5)

! 2

+ (-  її- -  ;> ;■ • ,+ . ! > і »■ - < + , ) /  ( г + [ т  т +
1 • 2 . . .  і \ 1 ) !  у

4 � : : � :�4 =" � 1�Г + ^ І г ) �?�/ =R ) {т4 �1 і 6%�" � # �пг!і)� 4

і/// )  ! ;• т 
і ■  

/(2 4  [от. — 1] 6) — ... 4  (— 1)«- '• f(z)
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*"7".1� 8� ���+'.7�� )'�28&"� S��T� -'.&�I'�+'� -�"

к ~ � �<�W<� A<� D� �� 7�� I�

7'� �K�(�&�� -�"� �'?+'28� /�&'28� I'I�7+'28� K+�*4++�� к.�
�4-4�<� �'&"� )'�28&�� �� ��T� I'�4I4+�<� 2'?+�� -'I�7"� )'�28&8�

	0L7'+�� K� I ' I � 7 � ' � " 2 � * & 4 + ' 2 � 8� 7��'28� �"(&1I�P

*� *� �� х �G� а� �� <� <�(х�G� а ) ( х — а�G� �T � � < < � �� �
�� �� R�W�R�к1

[ �Z m U � I ª S�9�� � � Di
1� R�W�R�A�R��;� Y � 2 � R� �(

_і q � SRX�qq� 6� R�R�R� �X�G���G�f1�G��g�6T
@� e2 � � �&�< �; � ] У '

, S&P�G ��T�(а*�G�� �G� К) . . .  ( х �G� а�G� пк) „п ,
Y � �� R�	 � � � � �S1 [ �T��X� j

20)

I4� #� -'K+�*�M� 1�4.0� *".&'<� .4�4I+M�2�?� +�,%�&03"2� �� +�,24+3"2�
і� *".4&

а, а~\-піт, х.
O�6�� B� )'�28&"� SWFT� 	0L7'+�� &4(�'<� 2�?� �+3"2<� 'I4�?�7P�

7��8� )'�28&8P

и а ■ï-n/l)—f(a)-т■� 8 � H(S�T�[ ��YG��qqY��XHS�T�o��

+  І І І І і Ш і г :  2> д у  (а) +  . . .  +  ± ^ - > / ( а ) + Л ’І/(а).
W�@j

�.7�++L� )'�28&8� 2'?+�� I'�4.7"� �� +4K�&4?+'� ��I� )'�28&"�
	0L7'+��

�&1� /0'('<� -'-4�34<� K� )'�28&

H�	�6<�GH S2T� U�\ f i z h

H ������ �WH(T�G_�H �S(�D���T� U A H �S<(�[ ��T<�

Д /(г + Л )-Д /(г )  =Д*/Г(г)
�"�'I"2'P

) � ( : T � U H S W T � ( � H S K T <

6 H � ��[ �6T� U � H S ( T �[ �� XHS(T<

H�X �� (W�T�U HS( � ( � �T�[ ��HS(�[ ��T�U�HSXT�Dq�W�HS(T*��WH:UT

7��"2� *"+'2� 8-4�+1M2'.1� 8� ���+'.7�� )'�28&"� S 21T� -�"� -г~ І�
-�"� п —�2�



Далі, додаючи до $ одиницю по одиниці, можемо поширити 
її на всі цілі додатні значення $� бо з рівностей

/ ( r +  jo�  =  � ����  +  4  Д�#� �  +  - -̂ Д -д2/ ( г )  +  . . .  +  д»/(z) 

і

Д/(2 �� � � ����  �� 2) +  у Д ^ ( 2) + - . . + у Д Л/ ( 2)-і-

+  Д в+7(г)
легко способом додавання вивести таку рівність: 

� � �(+(qj�5 �+…o�� � � � (+( jo � +  Д� � � �5�jo���

� � � � � �5 �& M � � � � �5 �FDI & � B � � � � 5 � � � �  +
І  1 • h

) � 1$- $ 2  � � � � �) �2  ) � � � � �

Підставляючи в формулі (21) замість $ послідовно 
0, 1, 2, . . . ,  я — Г, $�

одержуємо:
/ ( а )  = /(а ) ,

� � � �5 �o�  = /(я )  +  Д/(а),
/  (а +  2А) =  �#��  +  2Д � ����  +  Д "���� �

�# � �5�jo�  = /(а ) +  у  Д/(а) +  Д2/(а )  +  . . .  +  Дл/  (а).

Всі ці рівності містяться в одній:

� ���  +  Eo�  = /(а )  +  Д/(а) +  д у  (а) +  . . .  +

� � � —  1) �� � ���  —  д -f 1) 
1 • 2 . . .  я

Д"/(а),

де �  позначає довільне ціле додатне число, не більше $� або 
нуль.

Звідси видно, що ціла функція

‡ ˆ � Z l
l�

Д /( а )
��  — ��#��%��  — o� 

Ь 2 ^  ’ !� � � � � � "� " -4-

��� .� ������%���%� G%/��� � ' 4 �.�5 . *J� %�H��F� Дя)
1 • 2 . . .  � !� .$� ] � U� !

збігається з � � #��  при
� �%���� ��5 �o�� ��5�"o�� � � ��5�jo�
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Покладаючи на цій підставі
/(■*) = F(x)f

знову приходимо до формули Ньютона.
§ 7. Цереходячи до складання різниць від деяких функцій, 

звернемо увагу на таке дуже просте твердження.
Коли

f {z )  =  Сх щ, (z) +  С% (z) +  . . .  +  Сі <pt (z), 

де Cj, С2, . . . ,  Cj — сталі числа, то 

±f{z) = Cx Д(р1(г) +  С2 Д?2( ) +  . . .  + Сід<р{(г),

Д*/(2) =  Сі Да <?і (2) +  Q  Д* % (z) +  . . .  +  Сі А2 <Рі ( )
взагалі

Дя/(2 ) =  Сі Д»¥і (2) +  С2 Д«ср2 (2) +  . . . + С і Дпфі (2).
Нехай тепер /(z )  позначає якусь цілу функцію я-го степеня

від z:
f ( z )  =  Л 0 z" +  Лд +  А % zn~~- +  . . .  +  Ап-г   +  Ап

Тоді
Д/(2) =  Л3O=  +А)л— П} +  Л1{(2 +  /г)'І-1- 2 " - 1} +  . • . +  Л„_1{( ф/г)— } =  

= Л0 -~А* г*-2 +  . . .  |+ Л , {(я— ! )Л. "-2+  . . . }  +

+  • • • = А 0п1ггп- 1 + № А0-г{п— 1) А Л4| . . .

Отже, перша різниця цілої функції я-го степеня від   з стар­
шим членом

Л02*
зводиться до цілої ж функції (я — 1)-го степеня від   з старшим
членом

Л0 пк  Л_1
Переходячи далі від Д/(г) послідовно до

Д2/(г )  =  ДД/(2], Д3/(2) =  ДДг/(2)
легко пересвідчитися у вірності такого твердження:

Якщо f ( z )  п о з н а ч а є  ц і л у  ф у н к ц і ю  я-го с т е п е н я  в і д   , 
с т а р ш и й  ч л е н  ї ї  р і в н и й

Л02",
т о А"2/  ( ) п ри  яг <  я з в о д и т ь с я  до  ц і л о ї  ф у н к ц і ї  
я — /я)-го с т е п е н я  в і д    з с т а р ш и м  ч л е н о м

Л0я ( я — 1) . . .  (я — т +  1) кт %п~т
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-�"� т -- п� ' % 4 � 7 � M 7 0 . 1 � �

6F�� R�W� �� �� ��п • Ііп
+��437�<� -�"� т�9 �п� ' % 4 � 7 � M 7 0 . 1 � �� +8&0�

y-"+1L*".0� +�� '��42'28� �"-�I�'��<� �'&"�

/(.~)�U=�(г�G� Ь) (г�G� Ь — її) (г�G� Ь�G�W�T� �� �� � S(�G�Ь@G�[п�G��g� її),�
I4� Ь� -'K+�*�M� 1�4.0� I�+4� *".&'<� �"�'I"2'P

�� і ~�G� Ь) іг�G� Ь�G� її)� � � � � ��>�■— Ь�G� \п�G���g��T�U

: � D��її�G� Ь)(-г�G� Ь). . .  і 2��G� Ь — [п —�Wg�її)�G
�� S(���Ь)�S(�G�Ь�G� її) .. . (г�G� Ь~ [п�G� 1g�6T�U

— пк (г — Ь)�(2�G� Ь�G� її)� � � � � ��(�G� Ь — \п�G� Wg�їїT

�X�SW�G�Ь)�S(�G���G��T� . . Л г — Ь — [п�G���g� /і)�
п ( п —� AT�її1

-■=�(2�G� Ь)�(2�G� Ь /і)� � � � � (2�G� Ь�—'[її�G�AT�її)

Лт (г�G� Ь)�(2�G� Ь�G� її) . . .  (г�G� Ь�G� [п� G� �g� її)�i
1�(п�G��T� �� � � � (п�G т-г ��� ):іт

�U�S(�G�Ь�� � � � � (г�G� Ь�G� \п�G� т�G�A�g�її).

�K�(�&�

(221

�8#� т� -'K+�*�M� I'��&0+4� /�&4� I'I�7+4�*".&'<� +4�%�&034� п.� �"2"�
�4K8&07�7�2"� 2'?+�� .�'�".78��7".1� I&1� �"K+�*4++1� �'4)�/�M+J
7��� I41�">� )'�28&� �+74�-'&L��++1�

	�-�"�&�I<� �'K(&1+42'� 7',� �"-�I'�<� �'&"� K�I�L70.1� -'.&�J
I'�+'

H FV,� H Sua�[ �к), f(a �� ��її), } �(а��8�W�T<�H S��G�Wк),
��I-'��I+�,� )'�28&�� �+74�-'&L��++1� 2'?+�� +�I�7"� 7��'('�

�"(&1I8P
f ix) �������Q5�[ � Н s�(х �G� a) + H-JX-�

+ Н ь (х�G� а�8��її) (х
�D��Н і {х�G���8�“T�S�u�G�� а) [х�G� а�G� h) {х�G� а����2h)�8q

�[� Н ь�(х �G� а��8�W�її) (х�G� а�[ ��T� (х�G� а) (х�G� а�G� к\ (х-—а�G��W�T�[ ��

�87� *".&'� *&4+��� 8� -����,� *�.7"+�� I'���+LM� *".&8� I�+">�
y�&�I�L*"� ��K+"/�� ��K+"�� -'�1I���<� 'I4�?8M2'P

G� а) (х�G� а��G��T����

G� а)�S>�� � �а -G��T�D�

������ h) (х�G� а� ���W��T�[

G� а — к ц х -— а G�

I f X е'�
ї ї '�

“� 2f i x )
1 - 2 - 1 -

-■�HH<��8�WН2 (х�G�Z2T�[ �BНя (х�G����8� к)���I�G� а)�8�

Н« + ~~-Н «іх �
1-2 � ;� _

��<� <� D� R�A� � � � �О -f- /і) -f-� @�����Н ��j�X
1-2

���T�S&x� а)



■= # , +  4 \3 ' 2 Ž � � c : � �5 �;�(.  
1 - 2 ■ 3 ■ А3 1 - 2 - 3

-і- 5 -• 4 ‘ 3 Я , �  — �  +  2А) �  - -  � = ; � �5 ..........
1*2-3

----------------- --  Я 4 +  5 -  -4- - 3 (� ��X��  .. - �  • і 2 А )+ ..
1 - 2 • 3 • 4 • А4 4 ' 1 - 2 - 3 - 4

звідки далі виводимо:

Я0 --=/����  Я і _ Д/ И  • (  7/  (<* — Л) £ / _ ЛЯ/ ( а — А)_ - , /7г---$ 3�%�+ " 	"�
А 1*2.  А2 1 • 2 • 3 • А3

Таким чином ми приходимо до нової формули інтерполю­
вання через рівні інтервали:

,, - , л — а . . . (д — а) (л: — а — А)
�#J�: �T� � �5  Д/(а)Н-: ■ • 9 ------ Д«/(а—Л) +

(л — а +  А) (л — а) Де — �  — А) 
І - 2 - ЗА4' "

Д3/ (а — А) +

яка має багато спільного з формулою Ньютона 
Складемо ще різниці від

Л
(г д- А) (г -Ь А 4- А) . . .  іг 4- А +  ! « — 1 ] А'і

де Л, N�� ��� k і 9 позначають ста5іі числа. 
При

- ,  �:�  зїп �k�(��•�  і сов #k��(��4� +

/ ( 2 )  =

одержуємо

Д / ( г )  =

(2 +  А) (2 + А +  А) . . .  (д +  А [я — 1] А) 

�
��  ~Ь А +  А) ��  4- N +  2А) . . .  (г -ф А 4- $‘

А ~ А п к
(2+  А). . .  (г-4-А +  |и — 1] „„�� ���5 �N�����%�N�5  А) . . .  (г+А +  яА)

— ЛяА
і 2 4- А 4~ А) (д д- N 4~ 2А). . .  (д -4- А -4- [я Т 1 ] А)

— ЛяА __ Ля (я + 1 ��„„�
� � 4- А) . . .  (г +  А 4- $;�� � � 4* А) (г +  А +  А) , . .  ��  +  А +  [я +  1] А)



і взагалі
\ т  .

H��

(г-\-Ь)(г + Ь + к) . . .  (г-\-Ь + [п-г-! ] к)
__�/���1�� Ап(п �@ ��1 * * *� (п +  т — \)кп 

5� /$�@ �]1� *� *�( г + Ь  +  {п +  т����s�1

/ ( г )  =  а 2

23)

����#"_��w

m �/ 1�C��$G������8�C �/����� �1� а\
Д2/(г )  =  (а'! — 1) а-’+А — (о" — 1) а3 =  (а>1 -

взагалі
�2�8�C � (аи� �� ��1����*

При

І ) 2 а 3

24)

/= %�=  Z��� (сг + сі)
виводимо:

ск скД/(г) =  ЗІР (С2 +  гЛ +  Й) — Бт(С2-)-йО =  2БІП ~  СОБ ^С2 +  ~ + ^ )  =

=  2 ЄІП ^  БІП |с 2  +

Д / ( г )  =  2 %�&�^  Д %�&  ̂сг +  <і +  П

взагалі

СІї \  
 %�&� '� (')� �� *   +йї +   

2

ск +  я
2

Дт %�&�(сг +  сі) =  |  2 вія ^  |  %�& ^сг) - ^  +  т С'1

Цілком аналогічно одержимо:
скДт СОБ (С2 +  ̂ ) = ^2  БІП

/ , . , с/г +  т: \СОБ ( б[  +  т --- 4-----!

25)

26)

Закінчимо цей розділ формулою, аналогічною відомій фор­
мулі Лейбніца, що виражає різниці різних порядків від добутку 
двох функцій:

Д "<? (г) ф (г) =  ^ (г +  пк) Д"ф( ) +  ~  Дер =  +  пк — к) Д�2!5  (г) ■і � � �

�*/G� /$�@ ��-�����1� Да- ����/$1 Т"

+  -у- Д\2!  ш (г А) Дф (г) +  [Дге і? (г)]ф (г).



Р о зд іл  III

Вираз різниць через похідн і і похідних через
різниці

O�8�� „ '�28&�x�4,&'��

f ( x ) ~ f ( a) + —8 q H @ S : T [ R� R�R [� ˆY‡ˆˆˆ� H &��S�T�[1 -2 . . . ( п — 1)

<� (х  —  а )п
1 • 2 . . .п

-�"� х  = а-\-Іі� I�Mc

DH S ' T �U H S Z 9 [ X T G H S d T d X H S*T�[ �� � � �W � H ; S � T [ � R� R� R�[

� �� � � �
���"2� *"+'2� �HS�T� �"��?�M70.1� *4�4K� -'>�I+�

H@S�T<� H@S� T<

�

�4-4�� �"�4I42'� -'I�%+�� ?� �"��K"� I&1

6 ĤS�T<� �hHS�T<

�� '%4�+4+�� )'�28&"<� I&1� 7'('� V'%� �"��?�7"� -'>�I+�

f(a) ,  f ( a ) ,  f"(a),
*4�4K� ��K+"/�

Д/(а), ДW/(а), ДA/(о),

�&1� /0'('<� -'-4�34<� -�"(�I�,2'<� V'� ���+1++1�

f ( z ) ^ f ( x i )  +  ^ a Sf{a)� [ � G � � 2H S � T [ � � � � [

■a). . .{z — a — [n —�1g��T� 6&Y � <�„ (г — а ) . . .(z — a — nâ)�
"Ь2. . . п- А»  д ,  +  л 1 • 2. . .  (« +  1)

I4� -�I� %8��'L� К � 2"� �'K82�M2'� 1�4� K��('I+'� I�+4� *".&'<� 2�M�
V'+�,24+34� (4 + 1 � �'�4+��P

г — а, а + к , . . . ,  а + піі.
Ww



Отже, за теоремою Роллй рівняння

74 (2) :
k.�#� - l��

1
(г— � — q�(
• $.�(� ; ��P�9 � �

І] А)
(а )Ч -  � � �  4-

” �  (2 — � � � � �  (г — а — [я — 1] А) , . 
і . 2 о ! . №  Л  ;

, ,, �.�  (2 — а) . . .  (2 — �(:$;�D� )(
І ■ 2 , . .  (я +  1.) • с/г”1 " '

одержане з попереднього з допомогою яг-кратного диферен­
ціювання по З, повинно мати між �  і ��5�$.�  не менше $ — отЧ-1 
коренів.

Звідси, покладаючи

��%��8  і U % 0,

виводимо:
Д"/(а) =  Дя/ я ії). (28)

яри чому невідоме число 5 лежить між" а і ��5 �$;�
Позначимо далі буквою а певне дане число, що лежить по­

за інтервалом �  з ��5�$/.�  і визначимо при �  <  л число U таким 
способом, щоб вираз

Рч 'я- 9 \�• (2 ( ( � � � � �� г - -  �  — 
. яг. • /г,'"

- [яг -  
•с/г''1

-1] А1 Д"г/  (гг)—. .

Й). . - (^ — а -(
о • /�$�l 9� �

U – •  (г — �� .. .(г— о — я/г)
1 • 9 ̂ Ог +  1) - 9� �

обертався в нуль при �  =   �
Тоді, застосовуючи до рівняння (27) теорему Ролля $ — яг 4-І 

разів, одержимо:
* = / "  �N

відповідно до цього можемо написати таку формулу:

/" ' (а) = 9�  (л — � ) (а •
1

(�( l/.���  .(а — �  
��  - ��  -–  �

� 1]й) д
+

..�� �%����  
1 • 2

( а  %��
c.�(�$O

-!  $ — 1 ] А) 
9  � Дя/(а )  +

. . �� � �%�� � � � � ��  — <г — $/.  ̀
„(:"� ::��$5���(�d� �:� O

2У



де І лежить між найбільшим і найменшим з чисел
а, a- fn / t ,  х.

Нехай в останній формулі
х  — а:

виводимо
frm fm  і Х) ^  В т -f- . . . +  Bjn S nf (X)  +  ' fln > (ç).

Тут
о,- _  J d m =  — a) =  — a — =  — a — J г — 1 j /г) |

m 1 - 2. .  J • h1 ~ m ■ d tm j
z ■-■--■a

__ | clm t i t  — 1 ). . . [t~- і -j-1 j j
~ \ "  T  - 2 .. J  •d tm ...... “ j

! 3

; позначає якесь середнє число між х  і х  -f nh.
Таким чином похідна

f m їх)
виражається через різниці

д “/(.*), Дт+3/(А ), •2 f(x),

Нам ще треба показати, як: виражаються різниці через по­
хідні.

Для цього розглянемо вираз

Ш (Z) = / і г )  — fia)  — г -  а f  t а ! — Р \ а ) ~
і і • /  , . . Її

_  (z а)п
! -  . . . (п +  П

Замінюючи в формулі (28і
/  на ш, а на л\ п на т,

одержуємо
Ат ш (х) =• Ьт ш'П (S)

Ми позначаємо тут буквою а певне дане число і буквою 
невідоме, що лежить між .є і x - r mh.

Покладемо тепер, т о
a, h >  0

/»--і (г) при всіх значеннях г, що лежать між a  і x +  mh, мі­
ститься між двома даними числами Л0 та L ,̂ отож

/
І 0 £=/"+’ (г) од коли a   x-\-mh

ҐЗО̂

Зі



�� /0'28� �"-�I�'��<� %4�8*"� I'� 8��("� ���+'.7�

3� (а)�U �'HS�T�U �� � � �U �шп(а)�U �0i<� 1�S(T�= /я+1� (г) ■G� Ь

�73�S1T�U �кт шт�� � ��

&4(�'� K�'%"7"� �".+'�'�<� V'� �›,3�S1 )� -�"� ��U � 10� M�*".&'� I'I�7+4<�
�� -�"� Ь = Ьі�G�*".&'� ��I^M2+4�

�'28� -�"� -4�+'28� K+�*4++�� �< � V'� &4?"70� 2�?� � -� �� Ь1г� �"��K�
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виводимо з формули (33):
�vo�%�H�E��VoE5�V5�oE5�  +  . . .  5 c $�oj�5 ��‡B��;$5��•	D(  

а з формули (ЗО):
oE =  �V��vo  — 1 ��  +  . . .  +  �$���vo�%  1)" +  � �̃ (��Z5! l̂(B  

Останню рівність заміною 1
o на log (1 5 I�  

можна перетворити в таку:

(log (1 +*)}» =  Д* * * + . . .  +  +Q]̃ j�5 ��Y7  і Z  |М ( И і З _ |я "е  S-* 

Звідси видно, що

U \� �h5�D� �b5"D
відповідно рівні коефіцієнтам при

$��� ;�5+� ;�4

в розкладанні по степенях Л виразу
�•c% ����

� ��� ��  \  QEŠ���� �� �� �

відповідно рівні коефіцієнтам при
. ��� . �!&�

в розкладанні по степенях N виразу
{1оЄ(1+  *)}".

Тепер, щоб прийти до бажаних символічних формул, зали­
шається тільки замінити

o на o� (;(�  a I  на Д ох
і встановити рівність

$ =
•� f ( ■ 1 =  Д.

Таким чином одержуємо:

+ � �� �. � •Ž � _ + +  — � Eo E  і � E5 � oE5�  -I
Г  7  "  & 5�� � ��  Лс“ +1 +

f �
@  !̃(

= {log f 1 +  A)}m =  23™ Am +  23™+3 Am+1 +  . ..

! iog позначає непероєі логарифми, •  — основа їх,



відповідно до цього замінюємо формули (ЗО) і (33) такими сим­
волічними:

дтД х )  }іоц(1 +  Л) \п‘ , . ,  дт
й і /(* )  або просто-^—

Дт/  їх) --
І т

1 > / ( я )  або просто Дт

� � @ - 3 J /8��)

�
, о \ т

є** — ! 1 (33а)

З міст введених тут символів досить ясний з попереднього 
Весь символізм полягає в тому, що треба розглядати

А, А2, А®, А%

не як степені числа А, а як знаки різниць різних порядків, �

д дг д'
дх ’ дх- ’ дх"

не як степені числа 

Тоді рівність

як знаки похідних різних порядків.

її--—
А — е ах — 1

перетворюється в символічне представлення формули Тейлора

Д х к) —/(* )  =  Ь/(х) =
іі д/\х)  
	� 5� *.J � �5

/і2
1 • 2

Mi�./�1� .
дх2 ^

/Г  І І ' / І Л)
г і • 2 • 3 дх3 ■ "

і для вивода формул (30а) і і33а) треба оперувати з цією сим­
волічною рівністю, як з звичайною.

Звернемо ще увагу на вираз різниць, що відповідають од­
ному значенню її, через різниці, що відповідають іншому зна­
ченню /і.

Нехай

\  / 1*) =  / ( 2  +  /72) — /  (2),
-x./ �1�C�!�	�. �/�� �1���-��./$x)
Д  Д г )  =  Д̂ /=  +  к,) -  Д '/(  ),
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Для інших функцій останні рівності неточні, але при досить 
малих значеннях ;  похибка їх мала.

Таблиця значень

(т  +  1 )(т  +  2 ) . . .  .� � ������Y�

г=1- 7=2 7=3 7=4 г—5 7=6 7=7 7=8 . %9 7=10 '

' � �  1 і 1 . 1 1 і 1 1 1 1 і :

� �  2 І 3 7 15 31« 63 127 255 511 І

/й=  3 1 6 25 90 ЗОЇ 966 3025 9330 І

от= 4 1 10 65 350 1701 7770 34105

/?г= 5 1 15 140 1050 6951 42525

*7Я= 6 і 1 21 266 2640 22827

яг=  7 | 1 28 462 5880 1
ооIIЄ

1 зо 750

яг= 9 І 45

/п=Ю і !;

Для послідовного обчислення чисел

������� �5 � � � � �5�" � � � � � . � Y�  

можна користуватись таким співвідношенням:

�  1 =  ���@  +  � � c�т т 1 /77—1



��c��&�� a��%���

(— і у - т(пі+ \)(т + 2). ..  і Blm =  Dlm

і
�� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ����

�� m���� � � � � � �� ��� ��� ���� �����
�

������
�

�� ��� � � � �� �� ��� ���� ����� ������ �������

�� m—� � � � �� ��� ���� ����� ������ �������� �

 � m� � � �� �� ��� ���� ����� ������

!� m=� � � �� ��� ���� ����� ������

m�� � � V " �� ��� ���� �����

�� �#�� � � � �� ��� ����� $

%��� � � �� ���

$� m=� � � ��

!� &�� ��� �� �� �� $
	 � �� � � �

"� �
� �

Для послідовного обчислення чисел

= 1) (от +  2) . . .  гВ'т

можна користуватися таким співвідношенням:

0 !+1 = і 0 і + Д г' ,т т 1 т—1

�	�����"��

Lagrange. Sur une nouvelle espèce de calcul (Oeuvres 111).Mémoire sur la 
méthode d'interpolation (Oeuvres V).

Маркон—4T7—3



Розділ IV

Про складання і вживання математичних таблиць

O� �F�� ��"-8.7"2'<� V'� +�2� 7�4%�� '%*".&"7"� 7�%&"/L� -'.&�J
I'�+">� K+�*4+0� -4�+'#� )8+�/�#� H S 2TP

/ ( а)>� HS � �[ ��T<� HSZW�[ �WHF<� HS 1 �[ �BH(T<� HS � �[ �DHF<� SA!T

I4� ��K+"/1� 2�?� �'?+"2"� I�'2�� .82�?+"2"� K+�*4++12"� г� I'���J
+LM� 'I+'28� ,� 7'28� ?� *".&8� к.

��"� 7��">� '%*".&4++1>� *�.7'� %8��M� �'�".+'� �'K(&1I�7"� 7��
�'?� ��K+"/�� ��K+">� -'�1I���

Д/(;г), Д*/(г), Д 3/(г),
7'%7'� .�&�I�7"� 7�%&"/L� S�ET

	4>�,<� +�-�"�&�I<

H S2T�U �102*G 10� 2WG��F�W[�E��<� а =�F<� �U��

�'I�� 7�%&"/1� S�ET� +�%8��M� 7��'('� �"(&1I8P
г H S X T � HS(T �WH S ( � �AH S [

F [ � �E�� — WFF � � �DW [ � !F

� [ � �w�� — ADW G� hW D�� !F

W [ � �WwE — DWD � � WW D�� !F

A �e� hAA — DD! [ � Ah [ � !F

D [ � AhE — DFh [ � �h [ � !F

w G� W� — A�F [ � �wh D�� !F

! G� AA� G �wW [ � W�h D�� !F

E G � DhA !�A [ � WEh D�� !F

h G� D�E ADD [ � AAh D�� !F
G� EA db !hW [ � A�h [ � !F

�F [ � !F� [ �FhF [ � Dwh D�� !F

�87� 8.�� K+�*4++1� I'���+LL70�[ �!F�
�I+'*�.+'� &4(�'� -'2�7"7"<� V'� -�.&1� '%*".&4++1

HSF��U ��E��<� �HSFT� U �G WFF<� �2HSF TU � G �DW

�.�� �+3�� *".&�� +�3'#� 7�%&"/��2'?+�� 'I4�?8��7"� 'I+'� -'� 'I+'28�
.-'.'%'2� I'I���++1� S�%'� ��I+�2�++1Tc� �� .�24P

�WH �S�T�U�G��DW�[ �!F� U�G�hW<� �XHSWT�U�G�hW� [ � !A�U�G�WW

�XHSAT�U�G�WW� [ !F � U [ A h <

6HS1T� U �G�WFFG��DW�U�� �ADW<� �HSWT�U�G�ADW�G�hW�U�G�DWD
�HSAT� U � �DWD�G�WW� U�G�DD!<
HS�T� U� �E � � �WFF� U� �w��<� HSWT�U��w���G�ADW�U� �WwE
HSA T� U ��WwE�G DWD� UhAA<
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Розглядаючи загальний випадок, припустимо, що в таблиці 
(17) обчислені

/(о ), & � � � �  . . . ,  Дл~(/(а ), Дл/(а )  
і всі значення А\ !!  / (  ):

Дя+!/ ( а ,  А$ � / � � �5�;��  ДяИ/ ( а  +   А),... 
Використовуючи ці числа, способом додавання знаходимо:

Д$/# � �5 �;�  =  Дя/ ( а ) - Д л ’/ ( а ) , ............................... ... ...................
Дл "’/(а-!-/?) == Дл“ 1/(а )  +  Дл_/уа), ...................................................

Д/(а +  /г) =  Д/(а) +  Д2/(а), А/(а +  2Л) =  Д/(а4-/г) +  Д2/(а ф Л ),... 
� � � & o �  =  /(а) +  Д/(а), � # � �5�"o�  = / (а  +  Л) +  Д/(а +  Л),..........

Якщо / (  TJ ціла функція д-го степеня від Z, то різниця д +  1-го- 
порядку

Д "^ /(2),

обертається в нуль при всякому значенні ��  і досить обчислити 
/(а), Д/(а), Д2/ (а ) , . . . ,  Д”/(а),

щоб можна було з допомогою додавання одержати всі інші числа 
таблиці (17) одно по одному.

В цьому випадку легко також поширити таблицю (17) і в зво­
ротний бік з допомогою таких рівностей:
A j� � � � ��  Д”/(а  — o� =  Д л/(а — "�o�  =  A j� � �  — 3 o� = .............................

A J.O 7 > 5 —  G%�& �P Q R 7 ' 5 % —  Д J7 ' 5 . G%< .....................• ...................................

Дл- '2/(а  %�o��% A"“ 2/(a) — An~1/ ( «  : o ...................................................

Д/(а — o���  Д/ (a) — A2/ ( a  — o�� ...........................................................
� F �  — o� = /(a )  — Д� � � %�o��� � F �  — 2 o� = /  ��  — o� — Д/ ���%�"o��  . . .

Таким чином, наприклад, поширюючи в зворотний бік скла­
дену раніш таблицю значень

/(z* =  10г" — 101г* — Î09Z +  1799, Д/(г), A(/ ����
одержуємо:

__д — 21 -9 968 — 382 -у 60

-  3 +  947 ' +  586 — 322 -У 60
__2 +  1533 +  2 14 — 262 -у 60

— 1 - f  1797 +  2 — 202 +  60

0 +  1799 — 200 -  142 +  60

z f i ? ) Д /(г) Д'Туг) д 3/ ( г )

35



Знайдені нами числа, між іншим, показують, що рівняння 
10г3 — 101г2 — 109 г  +  1799 =  0

має по одному кореню в кожному з таких трьох інтервалів:
між 4 і 5, між 9 і 10 та між — 4 і — 3.

Для інших функцій /(z )  вираз An+1f (z )  не зводиться до нуля, 
але часто буває настільки малим, що в н а б л и ж е н и х  о б ч и ­
с л е н н я х  м о ж н а, нехтуючи ним, с к л а д а т  и т а б л и ц ю  (17) 
за  д а н и м и  з н а ч е н н я м и

����7� 2����7� 2 2� � � � 7 � � � 7 � 2 � � � �

т а к  само,  як  д л я  ц і л и х  ф у н к ц і й  га-го с т е п е н я .
Для оцінки похибок таких наближених обчислень зауважимо, 

що вони дають замість f{z)  цілу функцію:

F ( z ) = f  (а) +  zS Z ±  Af{a) +  - hl  ^ f ( a ,  +  . . .  +
h 1 • 2/r

, (z — a ) - . - t z ~ a  — [n — V]!i)

яка збігається з f{z)  при
z  =  a, a +  h, a +■ 2h, .. . , a +  nh 

і задовольняє умову
AnJ 1F(z) — 0.

Різниця ж
f ( z ) - F ( z )

по формулі (20) .дорівнює:
(z — a) (z — а — /і) . . .  iz — a-— nh) , , ...

1 _• 2 . . .  (я -f- lj ^
де & лежить між найбільшим і найменшим з чисел

z, a, a-\-nh.
В нашій таблиці змінне число z  послідовно дорівнює 

a, a+.h, a-\-2h,. . .  , a + tih, а + (п + 1) h, . . .
Замінюючи відповідно до цього z  на a-j-M , одержимо для 

вищезгаданої похибки такий вираз:

1 • 2 . . . ( « +  1)
Тут буква k позначає ціле додатне число, а 1 міститься між 

а  і a-j-kh.
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\� к ( к G �� <� <� к { к G � T � � � S m G�п + �##
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I'I���++1<� +4>78L*"� ��K+"/12"� 1 [ 1�('� -'�1I�8<� K� 7��">� +�%&"J
?4+">� K+�*4+0

f ia) , � � H(а),� �(HS�T<�� � � <� �&HS�T<�

V'� ��I��K+1L70.1� ��I� .-���?+�>� ��I-'��I+'� +�
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7'� ��K+"/1� 2�?� .-���?+�2� K+�*4++12� f ( a  + kh)� �� 7�%&"*+"2� I'J
���+LMP

i� <� и. , к ( к ~ 1 ) _ � <� <�k (k — 1T � � �.{k—��@ ��1��� <
4'�[ �:M��� ����� ( q G � U2[ � R�R� _� [ �������� PG ���������� ����� Ž:�[1 - 2 � 1� R2 � � � �п

k {k - \  ) . . . ( k ~ n )  ^ � <
1 � 2 � � � � S 1 [ 1T

	4>�,<� +�-�"�&�I<

f ( z )  = Logz � S-�"� '.+'��� �FT<� ��U �AFFFF<� H(U�<�

�� +�2� I�+'� +�%&"?4+�� ���+'.7�P

f i a ) �U �D<DEE�W�WwD� K� 7'*+�.7L� I'������
B�9

�HS�T�U�F<FyFF�DDE!WD� K� 7'*+�.7L� I'� G
10,

�WH �Sа)�U �G�F<FFFFFFFFFDhA� K� 7'*+�.7L� I'����� �����
2 �k 13

AE



Покладаючи
4,477121254 = Л, 0,00001447624 =  5, 0,000000000483 =  �  

/ (а) — Л =  э0, Д /(а )— В =  гь Д(/(а )  — С = г 2,

/Г! (г) =  Л +  5 ( і  — а ) + С  а)

складемо таблицю послідовних значень
Л  (г), ДЛ(г), Д2/7̂ )

при
г =  ��� � 5  ! , а ) - , . . .

" /=і(*) ■і/5 ��� N ‘ � � �
30000 4,4771212510 00 0,000014475240 — 0,000000000483
30001 4,477135730240 14475757 483
30002 4,477150205997 14475274 483
30003 4,477164681271 14474791 483
30004 4,477179156052 14474308 483
30005 4,477193630370 14473825 483
30000 4,477208104195 14475312 483
30007 4,477222577537 14472859 483
30008 4,477237050396 14472376 483
30009 4,477251522772 14471893 483

В цій таблиці нам дано числа першого рядка
(а) = Л, Д/7, (а) = В, Д2/7! (а) = �

і числа останнього стовпчика
Д2/7, (а) =  У̂  ��  +  1) = Д2/7, (а +  2) =  . .  .

а всі інші ми знаходимо одно по одному з допомогою додавання. 
Різниця

/ # � �5�; � :  /^ (а  +  й),
згідно з попереднім дорівнює:

�� >� �� ;#;�%  ! ) ,  ;�N�%  ! )(£ —  ) ,
« ,+ * . ,+ — ;— •> +  — П Г - І — .  =3

при чому

5 >  �  “  30000- <  � 10д)  ’ *1 <  ( 1011

<

Разом з тим ми маємо

2! __0  
• !3! 

! �� ���� ���� � 	 ������ �� � � � 	 ������ �� �� ��� � 	 � ������ � "#
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де М позначає модуль звичайних логарифмів

0,4342944819
Звідси можна зробити висновок, що числове значення різниці 

Log [a -f k) — Fx {а +  k)
менше

_1_ + l i f e3

109 Ґ 1011+ 4 • 1012 +  2 • 10>5

•Останній вираз росте разом з k і залишається менше —  доти,10з
доки k менше 1С0.

Отже, коли почату нами таблицю значень 

Fі (2), ДЛ (Z), А’Л  (z)
продовжити до z = 30100 і'вважати Log?' рівним Fx (z), то в жод­
ному з чисел

Logo0001, Log30002, Log30100
„ , „ Iпохиока не суде оільшою — .

10s

Наведемо для порівняння декілька значень Fl (г); і Log;?:
Log 3<Ю00 =  4,47712 12547-. F x (30000) =  4,47712 12540 00,
Log 30010 —4,47726 59954-• -, /ц (30010) =  4,47723 59046 65,
Log 30050 =  4,47784 44763 ■ ■ , Fx (30050) =  4,47784 44743 25,
Log 30100 =  4,47856 54955 • ., Ft (30100) =  4,47855 64S71 50,
Log 30200 =  4,48000 6 9 4 2 0 - Fx (30200) =  4,48000 68309 00,
Log 31000 =  4,49136 16933- • -, Fx (31000) =  4,49135 62955 00,
Log 40000 =  4,60205 99913 - -, Fx (40000) =  4,59773 60390 00,

§ 11. Таблиця (17) може бути корисною також для перевірки 
результатів, коли всі числа

f{a), f ( a  + h), f ( a  + 2h),.
обчислені незалежно одно від одного.

Справа в тому, що похибка числа
f ( a  + mh),

так само, як і це число, входить у вираз

&nf(z )  = f ( z  + n k ) ~ Y f y z - \ - [ n  — 1] h) +

+  у - — V ( 2 +  [п -  2] /І) -  . . .  X f i z )

��
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5� 2�U�а +  (т�G� п-\-��T���

„ �  U��  [ � (т�G� п��e�WT�її

п,
п(п�G� �T

5� х — а-г{т�G� п�[ � і)�� п (пG� j T � � � S :G�(�[ ��T�
�� R�W������(

5� (�U ���[ �SH- � ��T�� 5� 5� п,
=� (�U ���  + тії� =� 1� � � <
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����� -'2"&�"� 2'?+�� +�K��7"� +42"+8*"2"� +�� ��I2�+8� ��I� -'J
2"&'�� I�8('#� ��74('��#<� 1��� 2"� K�42'� �"-�I�'�"2"�

��� '.7�++�� �"+"��L70� 7�&0�"� -�"� '%*".&4++��I41�">� '��42">�
*".4&� �� -'>'I170� ��I� +4I'(&1I���

�"� -�"-8.��M2'<� V'� �4�>+1� (��+"/1� +42"+8*">� -'2"&'��
�� 'I4�?�+">� K+�*4++1>�HS(T� ��I'2��

�'K+�*"2'� ##� %8��'L� '�
�'K+�*"2'� 7��'?� *4�4K

8�� ��K+"/L� 2�?� .-���?+�2� �� 'I4�?�+"2� K+�*4++12� / ( а  + ік)

h<�� �<� =� Q� �� Q� ( а ~ Ґ  Ш )

ь' і� :� �� ��� 1� �AHS' [ H� T

:b� 1� 1� X�1� ��HS � �[ ���T
�� 7�� I�

<� ��"� 7��">� -'K+�*4++1><� .-"+1L*".0� +�� ��K+"/1>� 7�470'('�
-'�1I�8<� 2'?42'� +�-".�7"� 7��8� ���+�.70P

Ь.� U � Fc[ �K����� �B�c�Y� W� y�• ��P� �� G � •<;

�� /1� ���+�.70� -'��K8M<� V'� *".&'�4� K+�*4++1� hT;� 24+34� hw<�
1�V'� 7�&0�"� �� ?'I+'28� K� *".4&

/ іа + ік),� HS � �[ �f ( [ �g� �T<� HS � [ f ( �[ �Wg�T<� HS � �[ �f��[ �Ag�T�
+42�M� �"-�I�'�'#� -'2"&�"�

	��-��"<� 1�V'� *".&'�4� K+�*4++1� '�@;�%�&034�hA<� 7'� %4K-4�4*+'<�
V'� �� 7'28� *"� I�8('28� K� *".4&
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Візьмемо тепер сім послідовних чисел
/ # � �5 �� ; — 3;� ....... / # � �5��; ) , . . /  ���5��;�5�f;�

і покладемо, що з них тільки одно середнє
� � � �5 �E<�

має випадкову помилку; таким чином

’ � � ���  ?9<  о-, о- <  8а, < 8», 32
тп 4 22< 52-

Тоді з рівностей

� —3 ' &	.� —1 —2 —З»

!�- 2 ��žD��(—:  35"' +  35/я-1 ~  —2’
" =0 „ — Зо , +  Зо,,. —1 � � �� �̀�  * ��

ž�  °/Л-(-3 3°«4 2 3°ОТ ; 1 žD�\

можна вивести такі нерівності:

3"' , — 73
�% . < 8 т <  с : 3 +  73,

1
3

_5
Ÿ�::"  3 8 <  Зт і<  —  б

3 �: 2 + І гь

1 5 ^  1 5
3

3 ------
� ( �  з 8 <  Зт <  —  0о �%+  

-

іТ --0
8,

— і " — 73�

Є

V <  — 0 "' � +  / 0 .

які до певної міри визначають @�� якщо тільки нам відомі на­
ближені значення

о 0 о , о .� —3* � —2 � —і ’ �

Якщо останні нерівності не можна задовольнити всі одно­
часно, то ми повинні зробити висновок, що в тому чи другому 
з чисел

/ [а-{-тії —  3к),. . . ,  f(a-{- тк — її), / га +  тк +  її),. . . ,/ іа  +  т/? +  ЗА}

присутня випадкова помилка.
Таким способом, по значенням різниць різних порядків ми 

можемо іноді не тільки виявити присутність помилки, але навіть 
визначити її місце і, до певної міри, величину; але не завжди.
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Для цього ж можна користуватися виразами, складеними 
з декількох різниць; наприклад,

Д3/ (z) +  Д3/ ( г  — A) = / ( г  +  ЗА) — 2/( z  +  2А) +  2/fz) —/( z  - А), 
Д(/(г )  +  ЗД3/ ( г  — А) +  5 A3/  =  — 2А)+2Д*/(г — ЗА) =

=  f {z  +  ЗА) — J/  (z) +  9 / (z — А) — 2 / (z — З A),
2d?/(z )  +  5Д3/( г  — A) +  3Ap/( z  — 2A; +  \ - f ( z  — ЗА) =

= 2/(z +  ЗА) — 9/(z +  A) +  J/ (  ) — / (z -  ЗА).
§ 12. Припустимо, що таблиця (36) послідовних значень функ­

ції f ( z )  складена й належним способом вивірена,.
Т а к о ю  т а б л и ц е ю  д а л і  к о р и с т у ю т ь с я  не т і л ь к и  

д л я  б е з п о с е р е д н ь о г о  в и з н а ч е н н я  з н а ч е н ь  /(z ), що 
в ній містяться, а л е  і д л я  н а б л и ж е н о г о  о б ч и с л е н н я  
і н ш и х  з н а ч е н ь  т і є ї  ж ф у н к ц і ї  з д о п о м о г о ю  я к о ї с ь *  
з ф о р м у л  і н т е р п о л ю в а н н я .

Значення математичних таблиць і формул інтерполювання ми 
покажемо на декількох прикладах.

П р и к л а д  !
Візьмемо звичайну таблицю семизначних логарифмів і розгля­

немо відоме застосування цієї таблиці до обчислення логарифма 
будьякого числа.

Нехай треба обчислити логарифм даного числа В. 
Помножаючи В на певний цілий додатний або від’ємний сте­

пінь числа !3 , ми завжди можемо одержати таке число 10
!3 і В,

ціла частина як
Л

є число п’ятизначне.
Покладаючи відповідно до цього

10і В = .4 +  х,
знаходимо з таблиці значення

І ^ Л  та Log(4 +  l) — Log А
і обчислюємо логарифм В за наближеною формулою:

LogS =  Log A� { Log (А +  1) — Log А } — і.
Щоб оцінити похибку в обчисленому таким способом зна­

ченні LogS, розглянемо формулу (20) Ньютона.
При

f{z) — Log(.4+  ) — і, а =  0, А =  1 , п = 1
формула ( 3 ) дає:

Log В �=  Log (А +  х) — і —
=  Log А L- х  (Log (А +  1) — Log А} — і +  — —

s ' ! ь s ; 2 (Л +  Щ

Л2



Т у т
0 ^ х < 1 , � �FDK K 6 Z � F w<�£ 9 F <� М �U �F<DAD�

7'28� -'>"%��� ���+'.7�
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Т у т
Log Л і Log (Л -f 1)

позначають не справжні, а табличні значення логарифміз чисел �
і � 5  1

Зауважимо ще, що замість справжнього значення Log .В зви­
чайно доводиться задовольнятися наближеним.

Приступаючи до оцінки похибки знайденого таким чином 
значення числа В, обмежимось тими випадками, коли з наших 
даних витікають нерівності:

А
10і

<  ‚ �4 � 5 a
1(У

Тоді згідно з попереднім Log В відрізняється від 
Log �  -г {10г В — �a  (Log q�  +  1) — Log �a  — . 

менше ніж на

2-10'  16 • 108 
Тому похибка наближеної формули

‚  =  �  J ___Log В — Log � 5 � .
10'' 10; Log(14+ і) — Log/і

менша
J ___ , ___1

.  • 107+і ^  16 • Ю8 ;
Log #�  +  І) — Log �

З другого боку, похибці s в значенні Log В відповідає по­
хибка

є

10*

Log (Л +  1) — Log �
в значенні виразу

'  _  1 Log В — Log �  +  .
10' 10' pxt����5��  — Log �

На цій підставі можна прийти до такого висновку: к о л и  
п о х и б к а  в д а н о м у  з н а ч е н н і  Log В м е н ш а  е, то  в і д о м а  
н а б л и ж е н а  р і в н і с т ь

  �_ �  -f '  _  Л , 1 Log В — Log �  +  .
10і ~  10і !�  10і ' L o g ^  +  l) — LogT  

л а є  м о ж л и в і с т ь  з д о п о м о г о ю  з в и ч а й н о ї  т а б л и ц і  
л о г а р и ф м і в  о д е р ж а т и  д л я  В н а б л и ж е н е  з н а ч е н н я ,

��
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третього степеня
0,08862269255 =  0,08864522603 — 0,25827455 (х — 1,163) +

+  0,307285 {х— 1,163) {х — 1,164) — 
— 0,15 (х —  1,163) (де — 1,164) {х — 1,165)

яке можна подати ще і в такому вигляді:
, 1ео , 0,08864522603 — 0,08862269255 +  ф (де)X ' і> іОо і*

0,25827455
де

ф (л-) =  0,300285 (х — 1,163) (х — 1,164) —
— 0,15 (х — 1,163) (де — 1,164; ( х — 1,165).

Розв’язання останнього рівняння полегшується тим, що різ­
ниця де — 1,163 є мала величина.

На цій підставі можна покласти: для першого наближення

*=1,163- 0,08864522603 — 0,0886226^255
0,25827455

для другого наближення
, іе .  , 0,08864522603 — 0,08862269255+  ф(дсг) де =  1,16,3 И---------------

для третього наближення
0,25827455

—• Хп

, 1ео , 0,08864522603 — 0,08862269255 +  ф (дса)х  =  1,1634------------------------------------------------------ =  де,
0,25827455

і т. д.
Таким чином, якщо мова йшла б про розв’язання-складеного 

нами рівняння третього степеня, можна було б досягнути якої 
завгодно точності.

Але намічений нами корінь рівняння третього степеня, мабуть, 
не рівний шуканому кореневі трансцендентного рівняння

J е~г (И — 0,8862268255
,Г

тому надто висока точність тут недоречна.
Раніш, ніж братися до викладок, зробимо ,ще оцінку можли­

вої похибки і умовимось всі наші числа виражати десятковими 
дробами,

Припустимо, що ми спинилися на наближеній рівності:
Х  —  р .

Про степінь точності такої наближеної рівності можна су­
дити по величині різниці

��� ��

ґ е~г сіі — J е~іг сИ
л- р
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0,15 — 0,000274376
82191000 X 553517800000 х

4 -2 8 7 21950
+  0.300285 1920

0,300572 27
546 482190000 X 14

270515 1

3006 -  0,000000023912 = и (*„)
601 + 23935
240 0,000000000023 ’ 0,25827455

129 23 : 0,00000000009 -  л 3 — ,<2

0.000274376 хя — 1,16308715364 (третє наближення).

Всі дальші наближення при нашому способі обчислення збі-
гаються з третім.

Щоб мати уявлення про степінь точності наближеної рівності

х =  1,16308715364,
обчислимо значення інтеграла

1,16308715664

о способу, викладеному в третьому прикладі:
90 6011 4 258548926

8219! х 36482190 X 463517800 х

900 541030 20683914
810 60  Н 1809842

9 1202 25855
3 481 12927

1 7 2 2 :3 24 776
4 155

5 4 8 7 5 2:2 10.

574 —  274376 —  22533479
4- 60057 —25827455 -і- 0,08864522603

601144 258548926 0.088622692551

/ 6 - ^  =  0,08862269255.
1Д«30Я715Ш

Тут, звичайно, слід звернути увагу на три причини похибки, 
про які говорилося вже в третьому прикладі (додатковий член, 
неточність таблиці, неточність викладок)

І легко пересвідчитися, що справжнє значення інтеграла

I <• ' ііІ
і,1«ЗМП58в4
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Щоб вивести їх, візьмемо формулу, наведену на сторінці 23

№ > - /< а , +  * “ % /( * )  + 1 ^ І ^ Т 7 А ) ^ . / ( а _ /0 +
„„ 1 -2  • /г

+  #  ( � �5 ��  : � � #  ( � : � . �  д 8 /(а_ ;��5

Звідси виводимо
Д?А’ / ( g) =  )+ Д24/(л: +  £а +  -;;  1Д'-4 "/(х-Н ^а — Л)л-

Д ^ Л * )  =  � ;  Д ^ 1/ ^  +  ° ) +

+  Я*£ 1 Д'2*+3 / [  X +  — а —  А +
де

(���•.�  — „„�

@+�����\к { х ~:l��5�...  — � ) . . .  �  — � � � � � �   — �  — �.�  |
1 • 2 • 3. . .  ".�".  іл—о—

Ž+ =  (д«+і # !%���5�./������ �  — � ) . . .  #  — �  — �.� ��
; 1 1 .2 -3 ...(2 г+ 1 )/? '-г+1 і

.*=я—£//1 Д

Спиняючись на окремому випадкові, коли �.c���N�.  і /(г )  по­
значає цілу функцію шостого степеня, одержуємо формули 
Бригга:1

Дь/ ( х  +  12//.) =  ( —Уд?/(-*).\ о

Д5/(х+10/г) =  

Д ��  �5�‘  = 

Д3/ ( л  +  6 „„�� % 

Д*/(х +  4Л) =  

Д/ (х +  2 „„� =

� � : ; '�� < � � ;  � � � < �� �=���  

�̂/� ��%�¤�¥/ �  �5�@/.��

� � � ����� � � 	 � � � � � � �� �����

і д ^ ^ - Д ^ Л д с + Л ) - - !
5 5

----(��‚/ �  �5�"/.�

Д5/(Х).3

Покладемо „„���)��  і повеонемось до нашого приклада.

1 У Бригга формули доведені до різниць 20-го порядку.
3 Ця формула Бригга являє собою тотожність, що її легко перевірити; нею

можна користуватися для виведення інших формул Бригга.
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• -П'1
Д2k 3f l x 26+ 1 h-\ o 2& Hf" 1_ ) + 4 - v ( * + — ^ 3A\ 

' 2 )
+
. +

Д2*+1/ (  X +  ko
■ + ft\ „I . , . a—-h+  A2ft+ljf { .*; +  £

=  /^ A f - x /W +

+  /Œ+1 д*»+*/(д:_А1) +
де

/і _  J  A2ft+1 (х  -.“ a  +  *А)_- •_• (х  —  « ) • ••(■* —  а  —  *А)1
* І ’ 1^2 З . (2г + 1  ) /г2г 1 і

2fe-;-l ..г=а------- я.

f да*+і ix — aPrih, ) . . , i
m , ! 1-2*3.

+ j ^
t \л—a + ihx—h) . . . (x-

1 - 2 - 3 . .

+

лт-д—kh+ ht

X=а —■ АА+-~

Всім цим формулам, виведення яких ми пропонуємо читачеві, 
відповідають також нові формули, щоб виражати різниці через 
похідні, а також похідні через різниці:

J T l x - f l  + ц - . * . - . 2 ї ї й й + .
J \ 2 / d x n п d x n 2

h‘ — - + - ^ -  =  м ;  4 " / W  +  ' ! 4* ! / (*  -  /<) + . . .
при чому

( A 
(+ 2 — e

h\n
2j = L ”hn + L% -2 kn+* + L”+* hn~4+ . . .

=  M "  t n +  M n+2 t n+2 +  . . .n * n 1

Література
Cotes. Harmonia mensurarum. De constructione tabularum.
Prony. Notice sur les grandes Tables logarithmiques et trigoncrftétriques, cal­

culées au Bureau du cadastre.
Lagrange, Laplace et Delambre. Rapport sur ces Tables.
Lacroix. Traité de différences et des séries.
Legendre. Exercices ‘de calcul intégral. Construction des tables elliptiques,OO
Markoff.  Table des valeurs de l’intégrale / e dt.

X
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Розділ V

Застосування інтерполювання до обчислення інтегралів

§ 13. Інтерполювання являє собою один з засобів для набли­
женого обчислення означених інтегралів.

А саме, відповідно до формули інтерполювання
/ �  � ����� �  (3)

покладаємо
f� -

d / �� ���„  =  ¡ ��� �� k. �  (36а)
С %

Пригадаймо, що ціла функція 1���  визначається по-умовах 
(2), і додатковий член формули (3) дорівнює:

� � #̂��.� �g� §&*B  • • • �g� �̂*�� $  /£\
..~  !�l

Тому додатковий член формули (36а) дорівнює:
f

ґ .B ��*(�  — �‡/  
і -2 • 3.

•(А' ���( % ¢�7�k�� �
$

(37)

Тут 5 змінюється разом з   і завжди міститься між най­
більшим і найменшим з чисел

�„.�� ��" , * - *, #т , g.
Якщо ж для всіх значень  �  що лежать між k і )�  добуток

/
�  — � і)“* � ( — �"' = . . .  #  : � �' ��

має один і той же знак, то, базуючись на одній з перших теорем 
інтегрального числення, можна в виразі (37) винести спід знака 
інтеграла якесь середнє значення /"(;); отож додатковий член 
формули (36а) дорівнює тоді:

_ / пю
1- 2- 3 . . .  л

. . . # %!����B��9 �

Невідоме ЧИСЛО ї) лежить 
з чисел

®1> 2̂> ■ *

між найбільшим

D� �̂D� P

найменшим

Формулою (36а) можна користуватися для наближеного обчи­
слення інтеграла

f�
J A�  �9  

� 





коли покладемо

J  Z  — X  J  X  — z ‘ w (39b)

Числам
m, au a2).

можна надавати різних значень.
Приймаючи т — 1, приходимо до дуже простої наближеної 

формули
д

( / { х ) й х  = {д — с)/{а1), (40)

додатковий член якої за § 13 дорівнює:
а

/ ( *  — аі)/ '  (£) ІЇХ’
С

Той же додатковий член можна подати в ще простішій 
формі, коли а, лежить поза інтервалом (с. . .д)  чи збігається 
з с або з хд, бо при зміні х  від с до д різниця х  —ах не змінює 
свого знака, і тому

д  д

[ \ х  -  а , ) т  сіх = / . ( Ч) С ( х -  а,) сіх = /(Т().
і/

Тут невідоме число т] міститься між с і ах або між ах і 
Звернемо увагу на такі окремі випадки формули (40):

д

при а^—с маємо: j f ( x ) d x —(d — c)f(c)\
С

д

при a 4 =  d „ j f ( x ) d x = ( d — c)f{d),
С

д

при а, =  — „ j  f ( x ) d x  = (d — c ) f l  - g —j
с

Додаткові члени формул (40°) і (40р) відповідно рівні

д.

40 і

40"

40ї

( О -^ )2
2 т (41Н

_ £ _ * £ - ЛС), 4Н

де т, і  ̂ позначають якісь середні числа між с і д,
Щождо формули (40/, то її додатковий член ми виразимо 

через певне значення другої похідної від /(.де) по х.
58
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Застосовуючи до кожного з написаних тут х інтегралів фор­
мулу (40а), одержуємо наближені рівності:

д— с
s

I f { x ) d x — —~~6 f{c),
%

J  f ( x ) d x = d c C f ( c - \ - i - r ^
; � %

I  , J ( x )dx  =  д s С /  (д д С

похибки яких відповідно рівні

(д ~ * ) л Г Ь )  ( д - с)2 Г ( г )  V - c)* f(ri)
4g  /  vh'> 2s* J \rn)’ •• • 2s* /  \ ris)'

при чому
„ d — c  ̂ d  — c , d  — c

c < T h < c - r  ■ — <  rl2 < c  +  2 -  s — ~s < r:s <  ö. 1

Звідси з допомогою додавання виводимо дуже відому і 
просту наближену формулу:

J f ( x ) d x  = t  ~ J/(c) + /  /г  +  д~  j + . . .  + f ( d -  д "~с) [ .  (42)

І легко упевнитися, що додатковий член цієї формули до­
зі внює:

(д — О2 f, .
29 (43j

де т] позначає якесь середнє число між с і д і задовольняє умову

/ '  ("Пі) () ) +  • • • +/4*1«) == sf '{ті).
Вираз (43) відрізняється від (41а) головним чином дільни­

ком х.

1 Ми припускаємо, що і  >  е
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І  / М
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. f%k

!"� f � �

/ / �  � �  ( %((� �'�.  +.у.,),
()—с

І  Пх)
. - С

C��d�� �� D�� /")�	� + л )

С- (5—1)

^  /  (■*) C  =  |  Уо +  +  2у2 +  • • • +  2у^_і+Уї |- (46)

Геометричне значення (див. рисунок) формули (46) полягає 
в тому, що площу, обмежену віссю х-ів, двома прямими,

� )�.)# ���k��� � � ¥� �f��

паралельними осі у, і кривою

о 0 • c c c B  • • • <з,-і а ,  [у =  � � � ��6�
вважають наближено рівною сумі площ трапецій

Р Л Л Л ,  Р - Л Л Л ,  Р Л Л Л " - - ’ р .~і� 6 � 2 -
«2



Тому наближене обчислення інтегралів по формулі (4в) на" 
зивають також обчисленням с п о с о б о м  т р а п е ц і й .

Щодо додаткового члена формули (46), то легко пересвід­
читися, що він дорівнює:

(д — с)3 
12s2 . < � 7 (47)

де т] позначає якесь середнє число між c i d .
Вираз (47) відрізняється від (45) головним чином дільни­

ком s2.
На цій підставі, замінюючи формулу (44) на (46), можемо 

сподіватися зменйіити похибку в s2 разів.
Звернемо особливу увагу ще на той випадок формули (38), 

коли
т =  З, с-\-д ,ах =  с, а2 = —2 , а3 ----- а.

В цьому випадкові

Аг
Г (2х— с — д ) (х — д) , д — с
І —  — <•' ,
/ * •

1
t ( t —1 )d t=

С —1

1
6 (d — с),

-  с) (х — д) 
(д — c f dx=^—~ 1—t2) dt=^r-{d — c),

~i

Г (2x — c — d) (x
J (d — c f~ —C~- dx  =  f  t ( t + l ) d t

~i

1
6

(d — c),

\ формула (38) обертається в таку формулу:
;

! �f ( x )  dx  =  С |/ ( с )  +  4 /  + /(d )  [. (48)

Разом з тим, взявши в виразі (37)
с - j-  d

пі =  п  — 3, а, =  а2 =  а3 =  1, а х — с, а, =  —^ =  d,

знаходимо, що додатковий член формули (48) дорівнює:

І
(х с)(2х- с — д\(х 0) dx

Тут середнє значення /'"($) не можна винести 
інтеграла, бЬ добуток

{х — с)(2х — с — d) (х —- д) 
в границях інтегрування змінює свій знак.

спід з н а к а
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Зазначимо до речі, що формула (52) обертається при �  =  2 
в (44), а при /ге =  3 в (48).

§ 1 5 . Га у с е ,  м а ю ч и  на ме т і  д о с я г н у т и  я к о м о г а  
в и щ о г о  с т у п е н я т о ч н о с т і ,  з а п р о п о н у в а в  п і д б и р а т и ,  
ч и с л а

�)(��� "̂D  • • ‘
так, щ об ф о р м у л а  (38) б у л а  ц і л к о м  в і р н о ю  д л я  к о ж ­
ної  ц і л о ї  ф у н к ц і ї  / ( 2), с т е п і н ь  я к о ї  не в и щ и й  "��%  1 

Раніш, ніж спинитися на способі Гаусса, скажемо декілька 
слів про більш загальний спосіб, що відповідає тому випадкові 
формули (36 а), коли деякі з чисел

; 2̂> • * * ,
дорівнюють двом, а решта — одиниці.

Нехай
а, =  '�� = . .. �C;  =  2, а*т.і =  аАн.2= . . .  =  =  1. ге =  /ге-}-&.

Тоді для визначення функції ����  маємо формули (6), (7) 
і (8).

Ці формули показують, що
f
) Р(х)йх =  с і/(аі) + с2/(а2)+ . . . -р

де коефіцієнти
С,, С>, . . .  , ���  £),,

��/ � � ���(+ ( › + �  (яі � +  • • ■ +  

5�9 ;/ ! � � ;�  

- ;

залежать тільки від чисел
6, ¤� , . . . , �.;  , ��;  ! , • • • ,  П/я,

але не від характеру функції / �  � �
Відповідно до цього маємо таку наближену формулу:

i � / �  �k . 
�

%� ��/ � � .�  +  . . . +  С т/ ����  +  О г/ '  (ах) +

+  ( а к ) і 1,54)
додатковий член якої, рівний

<7

І
� �%����‚� ( ■ �"	 �  — �;����  — а*+і� � � � � � �%����

1 . 2 - 3 . . .  ( к  +  т)
/ ;5��#7��k. �

обертається в нуль щоразу, коли /( г )  — ціла функція від 2 
і степінь цієї функції менший /г +  /ге.

У визначенні коефіцієнтів
�>� � 2, . . .  , ���� - >� @X�  

немає ніяких труднощів.
- ;

( �



Покладемо тепер, що числам
(Зі, � !�� � � � � �� ат

надано таких значень, при яких всі коефіцієнти

Dt> • ■ ■ > Dk
зводяться до нуля.

В цьому випадкові, підставляючи в формулі (54) замість 
f i x )  послідовно

<u(x) ü>U) ш(х) . . .
---------------------------------,  ---------------------------------  , . . . , --------------- ----------------- , 0J (Х  ) (Х ),
(х — а,) «/ (а{) (х — а2)ш'(а,) {х — а,п)ю'(ат)

де
а) (х) =  (х — (Сі) (х — а2) . . .  (х — ат) ,

а і?(х) позначає довільну цілу функцію {к— 1)-го степеня від х 
одержуємо такі цілком точні рівності,:

-   
С

� # �C

te (х) dx
. 1 ( Х���/}V1��.�/�r1  

g~�( X )  dx
(х — ат) «/ (ат)

а _  г  ш (х) dx 
2 ./ (х — а.,)о>" '

О

 ■

J  (х — а2)о/(а2)

' (х) щ (х) dx =  0.

(55)

З другого боку, покладаючи в формулі (54) функцію /(х )  
послідовно рівною

=3 (х) 3) (х)
(х — а,) fx — а*+1) . . .  (х — ат) 

со(х)ш(х) ш(х)ш(х)
(Х &%) (X - і) . . . іX С̂т)� DE� )� � * * • (X Ц/л)

бачимо, що коефіцієнти Dx, D 2.........D k неодмінно повинні зво­
дитися до нуля, якщо інтеграл

д

J  u>(x)<f (x )dx
С

обертається в нуль для кожної цілої функції ® (х) (k—1)-го 
степеня від х.

Отже, умови
Д  = 0, Da =  0 , , . . ,  D* =  0

рівнозначні одній
О

f  w (х) ? (х) dx = 0

(»9
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д <) д
j ш { x ) d x  = Q, J x ш ( x ) d x  — 0 > f x 2ш(x)dx =�F
с с с д

j  х X��:T�S>T�dx �U �F� Sw!T

�'&"� /�� 82'�"� I'I4�?�+�<� )'�28&�� SwDT� K%�(�M70.1� K� SAhT�
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Тут ми звернемо увагу тільки на такі випадки:
Г) ;� �� �$`� "�� ;  =  �  — ��� �����k`  3) ;����  — 1, ��%f  
4) ;��� ��: �"�� �$&  =  k , ��  =  f

І насамперед доведемо, що в п е р ш о м у  з цих  ч о т и р ь о х  
в и п а д к і в ,  який відповідає вищезгаданому способові Гаусса 
ш у к а н а  ф у н к ц і я  b���  д о р і в н ю є :

_______ і__________ k.�  (г — k������%�f��
"���"�  — 1) . . .  (т-М ) 9� �

Для цього складемо ще іншу цілу функцію 
���%�k��  , ���%�k��5.

"�� �� �� >��k��5
+� (�"� � � � � �  1-2 � � 5  1)

. ���%  с)2'
1 • 2 . . .  2�

(Д +  • • ■ +

b���k�

яка задовольняє такі умови:
2(с) =  2 ' �k�  =  2" �k�� �� �� �� �  =  §V(���k���  0 , 2* ���  =  ш ���

Далі в рівнянні
(5

!Œ� ¬ ( ) >�� ��C  =■= 0 (55)
С

де (р (х) позначає довільну цілу функцію � �%  1)-го степеня 
(к =  т), замінюємо ю(д:) на Ят (х) і з допомогою інтегрування 
частинами виводимо:

f� )
O�� 2 ��� ����� ���/  =  §�%��f�4‡�f�  — ]� §�%�� �48!� �k� � �
�� k

f

=  2 т—1 �f�  <р (сі) — 2™—а (f ) ¥'(<?) +  ]  2"'—2 (лс) (р* (х) 9   —

_  дт—і — 2 т—2 (<)) щ'(сі) -ф .. . ±  2 �f��' т~ 1 (с?)

Таким чином при наших умовах вираз
2«-і (<?) (р _  а«--' (<Д ер' (<?)+... + 2 �f��.��( ���f�

повинен обертатися в нуль для кожної цілої функції &����  сте­
пінь якої менший ��

Звідси вже легко зробити висновок, що
_  d�( 2(<?) ( � O � =  2 / (<?) =  2 (<І) =  0
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і тому 2 (2) відрізняється від добутку
(2 — с)т (2 — д)т

тільки сталим множником. 
Отже,

2 (г) = К(г  —  =���+  — д)т
і

<*> (2) =  К
й т (2 — с)т (г д)т

/�O1

де К  не залежить від 2.
Досі весь наш вивід базувався лише на таких трьох власти­

востях шуканої функції ш(г):
1) ш(з) — ціла функція від 2 ,
2) степінь цієї функції не більший т ,

д
3) £  ш (я) (в (я) сіх = 0

=

для всякої цілої функції ір(г), степінь якої менший т.
Через це формула (59) дає нам загальний вираз для всіх 

функцій ш(2),'що мають такі властивості.
Ці функції ми будемо називати ф у н к ц і я м и  Л е ж а н д р а .  
При одних і тих же значеннях с, д, т функції Лежандра 

відрізняються одна від одної тільки множником, незалежним
ВІД 2.

Вибираючи з них ту, в якій коефіцієнт при гт дорівнює 
одиниці, приходимо до бажаного результату:

«>(2) = 1 йт (г — с)т (2 — д)п
2т {2т— 1) . . .  (т +  1) 

Отже, коли числа
Пі , 2̂ , . . .  І 7̂»

йг”
(60)

збігаються з коренями рівняння
< І т  (2  —  С ) п  (2 —  д ) т

йгт
(61)

то формула (38) цілком вірна для всіх цілих функцій f(z) ,  сте­
пінь яких менший 2т.

І навпаки, коли для всіх таких функцій f ( z )  формула (38) 
є вірна, то числа

, її2 > ♦ • • &т
збігаються з коренями рівняння (61).

Тут важливо упевнитися, що всі к о р е н і  р і в н я н н я  (61) 
д і й с н і  і н е р і в н і  м і ж  с о б о ю.
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Для цього припустимо, що при неперервному зростанні 
від с до д вираз

й т ( г  —  С)т ( г  —  д ) т

сігт
змінює свій знак рівно І разів.

Нехай саме така зміна знака
сіт (г — с)т{г — д)т

(Ігп
відбувається тільки при переході г через такі значення:

ї *̂2 » • * • І
В цьому випадкові добуток

(2 — оД (2 — а2) . . .  (г — а-і) йт (л — с)т (2 —д)п
сіг”

для всіх значень г, що лежать між с і д, повинен мати один 
і юй же знак, тому інтеграл

(х — а,) (х — а2) . . .  (х — ар сіт(х — с)т(х — д)т 
йхт

не може обертатися в нуль.
Проте з попереднього нам відомо, що інтеграл

? (*)
йт(х — с'Г(х — й)” 

(іхт
йх

неодмінно обертається в нуль, коли <р(г)— ціла функція від 2 
і степінь її менший т.

А тому І не менше т, а дорівнює т.
Таким чином ми пересвідчуємося не тільки в тому, що всі 

корені рівняння (61) дійсні і різні, але й в тому, що всі вони, 
містяться між с і д.

Замінюючи далі в формулах (38) та (39)

і (2) на шт (г) = 1 йт(х — с)т (г — д)
2т (2т — 1) . . .  (//г +  1) 

іриходимо до наближеної формули
йгп-

1 ' У ( Л ) < І Х � - � �. 	 � � 	 � � � / � 0 1 1 � 	 2 3 � / � � �
/ шт(а1) ш „(аЛ

яка виражає собою спосіб Гаусса.

�%� �
+

'^т (&гп) 
^т (&т)

/ і ат). ( 62)



В ній

�‡�  =  � �% � ���  — а2) . . .  (г — ���  =
1 9�����%�k������lB(@��

2 т  ( 2 т — 1 ) . . . ' ( т + 1 )  9� �

4�

�

63}

Разом з тим з попередніх міркувань витікає, що додатковий 
член формули (62) Гаусса дорівнює:

/ (?) A______ 1______. k�$� %�k��� %f��� k.�� %k ��# %f��
� ( " � � � "�� E (2т)2. . .(т4* 1)* 9  �� 9  �� F

4*
/ "����� . \  1 9�–�� %k���  ( f � ����: ��  %k��� :f����

HP"���"E]� �"��"� �� � ��5��(� 9  � ^ йхт —1 —
�

4�
/-’*(;) /* 1 ���� +  %k��� :f���9�:(. %k��� %f����

� M  : : 7 � =%�(2т)2... ��  +  І)2 9 ��!�� 9  �:(� —
С

(— +��$¢ ����� A  1 – "�� %k��� %f��
Т2Т'.Т" �+� � 4"��"*���+ �5  І)2' )c	�

� —k��� —f��k.  =

(—+��/:��.�� 1 _______ 1-2. ■ �"� ______
1-2. . .  2 т  І �"��"�"� —І)2. . . ( т + І ) 2 � —k��� %f���9 ��

(— І)*" ■■У2т(5) /

./

1-2��� �� �
1-2 . . .  2 �� �� ��  +  1)(т +  2).. .(2т) �  +  1 (. —k��5!�  — д)т- ’ ”  �

(—1)т+у-т (5)
/

1*2.. . т т  т —1
1-2. . . 2 т  3 (т  +  1)(т +  2)...(2т) т +  1 т  +  2 (х-с)т (� %f��( "k. 

E� 1-2-3. . .т  12 /2т($) /Г ,
(т  + 1 )(т -}-2 ).. .(2т) | 1 -2. . .2 т  І *� F

�

=  (ф— і 1-2-3.. ��  ___| 2 A �) �_
2 т + 1  І ���5�� � ' � " � � � � ��"��  [1-2. . .  2 � \\ (64 і





о,- = 
’ 'm

№
Шт _1 (<?) ’

0)m (C)
}}m—2 (Г )

Ц>т (<?) 
®m-2 (<?)

ьх; ь2, . . •) Ьт корені рівняння шт (2) +  am(om_i (г )= 0,

К> К - •> К » <«т(2) +  я;„ш,„_1(г)= 0

Ь'і, ft,',.. ". Ьт п „ ‘»m(Z) + x'\om_ 1(z) = 0

■ц, 1, Ь — якісь середні числа між с і д.
Зазначимо ще, що з допомогою підставляння

х — с 4- (д — с) 7
можна перетворити рівняння (61) в таке:

йт іт{і — 1)”
cit" 0,

корені якого не залежать ні від с, ні від д.
Разом з тим можна надати формулі (62) такої форми:

д

(х)сіх = (д — с.) { Е Л с + І д -  - +

де взагалі
L E„,f іс -\-\д — с] tm) j

— ( t-- t2). . . i t --- ti . .(t — tm)

(69)

i 'L t—Jl:  
! ~ t \ . .(ti—tm) dt,

11. 2̂)• • • і ' m
позначають корені рівняння (68).

Гаусе обчислив наближені значення
t it Eh Log Е при т =  1, 2, 3, 4, 5, 6, 7.

Ось числа, знайдені Гауссом:
т

т = \ 0.5

0;2 113248654 051871

0,7886751345 948129

Е

!

1
~2
1

~2~

Log Е



I{ I � Log �

0.1127016653 792583
5

15"

����3 0,5
4

0,8872983346 207417
5

Т8

0,0694318442 029754 0,1739274225 687284 9,2403680512

0,3300094782 075577 0,3260725774 312716 9,5133142764
яг =  4

0,6699905217 924323 0,3260725774 312716 9,5133142764

0,9305681557 970246 0,1739274225 687284 9,2403680612

0,0469100770 303680 0,1184634425 280945 9,0735843490

0,2307653449 471585 0,2393143352 496832
64

225

9,3789587142

��%  5 0,5 0.2844444444 444444 = 9,4539974559

0,7692346550 528415 0,2393143352 496832 9,3789687142

0,9530899229 693320 0,1184634425 280945 9,0735843490

0,0337652428 984240 0.0856622461 895852 8,9327894580

0,1693953067 668678 0,1803807865 240693 9,2551902763

яг = 6
0,3805904069 584015 0,2339569672 863455 9,3691359831

0,6193095930 415985 0,2339559672 863455 9,3691359831

0,8303046932 331322 0,1803807865 240693 9,2551902763

0,9662347571 015760 0.0856622461 895852 8,9327894580

0,0254460438 286202 0,0547424830 844348 8,8111893529

0,1292344072 003028 0,1398526957 446384 9,1456708421

0,2970774243 113015 0,1909150252 525595
256
1225

9,2808401093
����� 0,5 0,2089795918 367347 = 9,3201038766

0,7029225755 885985 0,1909150252 525595 9,2808401093

0,8707655927 996972 0,1398526957 446384 9,1455708421

0.9745539561 713798 0,0547424830 844348 8.8111893529

Візьмемо для поикладу
200000

Г сіл

J log
100000

При

/(2 ) =
�

k = 100000, f  200000
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Такий інтеграл, як доведено в попередньому розділі, пови­
нен обертатися в нуль.

З другого боку, інтегрування частинами дає:
д

k

�� �.Nk( 
b � �  � ----------

k��#g�(  

.�—

l����£� � �� �- -  —  � �%

f

=  — J  �  — k���  — f � +�5�(л) •�5� � �� ��— =
k

k.��  — k���  — f�  ш' � � <р � ����—

Виходить, інтеграл

�� г[х)ах�'� �
� �

дорівнює нулеві для всякої цілої функції £� ��  степінь якої 
менший, ��

Звідси робимо висновок, що

�.  (г — k����  — f�  о/ ���  
k.�

належить до функцій Лежандра і може відрізнятися від �D���  
тільки множником, не залежним від �

Залишається порівняти між собою старші члени функцій «(гі 
. k.���  — k���  — f�b!���� �і ------------ -̂------ -— — , щоб приити до рівняння

k.�

k.��  — k����  - f ) >/ (г)
� > $ І) ш� � `

цілком рівнозначного з (70).
§ 17. Перейдемо до виводу лінійної залежності

, . , с +  <?\ . . �"#f�%�k��1 ���  =  q �  — - - -  ����"� ------ ------ ------- -------
2 / 4 (2т — 1 )(2 т+ 1 )

b�(+#� �  (71)

між трьома послідовними функціями Лежандра:

1 9�: ���%�k���  ���%�f���
(2/п +  2)(2яг+ 1) � � �� � � �5 �"� ���"�  1

8 0



�тт (г)�U

^тG�� (2)�U

сіт 	� �G� с)т ( г ~ д \ п
2т (2тG �T� �� SH74� йгт

�� iiiii � (г �i �.T7� ��S(�G�IT@X��
SW+(�G�Wg�SWH(4�G�3) . . .  т сігт~'

�4�4K� 74� V'� .7��3�� *&4+"� /�&">� )8+�/�,� шт + 1 ( г ) ,  шт ( г )  ��IJ
-'��I+'� ���+�X� 2т і, гт,� 7'� -�'.74� I�&4++1� шт+1(г)� +�� 37 S(T� I�M

Шт+1���� � ? � (2+  дт+1) Шт (г) +  1 (2),

I4� Цщл��� +4� K�&4?"70� ��I� г � �� .74-�+0� /�&'#� )8+�/�#� T�� (г)� 24+J
3",� т.

��K'2� K� 7"2� 2�M2'
д д а

H �XR�SXT�ª�(х) (іх� U�$ �‰7[�� їх)�S�� (X) сіх�G� /  (х �[ � цт ІЛ) шт (X)�Z'�S&PT�йх � U �F
і '  С С

I&1� �'?+'#� /�&'#� )8+�/�#� Z�SI�T<� .74-�+0� 1�'#� 24+3",� т G� �
B+�*"70<� \(г) � +�&4?"70� I'� *".&�� )8+�/�,� 64?�+I��� �� ��IJ

��K+1M70.1� ��I� m=5<ij�S(T� &"34� 2+'?+"�'2<� +4� K�&4?+"2� ��I�  ��
�7?4<

! (2) ~  ( 2  +  Цю }) Сйт (2) - Рт-\~ 1 ®тM"! (2 )  .

�&1� �"K+�*4++1� .7�&">� рт+і� 7�� Z.7[�� +�I�2'�  � *�.7"++">� K+�J
*4+0� с� �� д.

�'�".78L*".0� ��I'2'L� )'�28&'L� 64,%+"/�

сІтия)� <� сій т (т G �T� (Ри<і7GB"� 4та
������ U�і і ������ + т  - ’������������ ����� � ������� ����������������� ��� � � � �D������� V
сігт сІ2 т сІ2  сігт~ 1 1-2 йг- (І2т~г сігт

K+�>'I"2'

(�SWT� U
��R�W���.т

2т (2тG��T��� .(т +��T
{S ( G�д)т+ (2—д)т~1 (2—с)�[

[ �S ^  ~  д)т~2 —�с)3 [ �R�_�R�[ �SW�G

*°т(с)

шт(д) = ~

�� • 2. ,,.т
2т(2т�G��T�� � . (т+ ��T�

�� R�W�� �'.т
2т (2т�G��T��� . (т+ ��T�

	�� 7�,� ?4� -�I.7���

шт� ��SyT
� - W.

(с�G� д)т�

(д�G� с)т

■ ( т + �T
SW7�[ �W TSW 7 [ � T �� �.(т + 2)�

т + ��
2 (2т�[ �T

(с�G� д)т+*�U �

(с — д) тт(с)

8 і-



^т—1 (с )

О ).

1 • 2 .. .{т — 1)
(2т — 2) (2т — 3 ;.. .т

т +  1

І С - д Г -.  = ±
т (с.— д )

(д — с) шт (д), ит- х ---- -ш т (3)
2 (2т  +  1) 4 ' ' .......... 4 т ( д — с)

Беручи до уваги всі ці рівності, одержуємо два рівняння:

(т-\-\)(с— д) 2(2 т — 1) , ч
-  (С+дт-і)------^ ------ТГРт 1 (при 2 - е ) ,*1'2 (2т +  1) 

ш  +  1) (д — с) 
2(2/« +  1) 

з них виводимо:

т (с — д)
■ . 2 (2пі — 1) ,(д + дт+і)---------------- Рт~\ (при г = д)

% +
(] ті - Х— ----------» р т - ї  1 :

т(д — с)

ігі1 (д — с)- 
4 (2т — 1) (2т 4- 1 і

Таким чином співвідношення (71) цілком доведене для всіх 
значень т, більших одиниці.

Цілком подібно до цього зв’язані між собою

, , - , /* 1 ���� шт 1 ���� ^
Ьт-і Ц ) = * |  - -  ~'~г -_-х -----~

фи(2) =

€
;

� г  — х
д

Чт~і{2)= І — ——и “ т~1Ф  йх■ X

Справді, замінюючи штЛ(г) і <«т+1(х) відповідно рівними їм 
виразами
( г + д т+і)ат(г)— р т+1ют̂ 1(г) та (х +  >4� , � I4���� — р т~і*>т~\(х)

одержуємо з допомогою дуже простих перетворень
д

(г +  <� т+ 1 ) %, (г]_— (х  +  ц,„ - і ) ( х )
2 —  X

б

<Ьвп(2) =  ^ йх

<)
.рт л Г ^ і М г і ^ - с ( £ і ^  =

— (2 +  Цт+і)
V

�
: (2) — (X)

д

2 - Х СІХ ^  >"„< (х)сі X — рт і фяг—̂ (2?)



далі

бо
�� /&0 �&�� ���� #7!�Y �•. � ��� !&�� �ˆ�� � � (& �& � ����1�2

д
E (і*) )� �̀ .  0.

(72)

Зауважимо, що

2 <?*
с +  с*~ .....5-

: (2) :
1 '�Y > � � . � � % � > � . � �

12 гіг2

і ^  +  ^2 +  4 ^

22 %�#k +  д) 2 +  

k�5 �f \ 2 (с — <?)2
2 / 12

(г) =  ^  & _ — k. ���f : k(
�

д а

0, ( 2) =  ^  (г +  л:)гіл;— (с +  сі) ^  =  (д — k� 12 — —̂ |
� � �

А тому формули (71) і (72) можна поширити і на випадок
т =  1 ,

коли покласти
ш0 И  =  1 і 4N) (г) =  0 

Розглянемо неперервний дріб 

� 
Рг

�a
2 +  9,' (73)

Чі

де
. (д — ср

----- � 	 � � � � �  ' ------------�  & � �. � �< � � �

г +  9з —

(<?— k'

Рт+1

��< =
12 Р 15
_  #O� > � —• �%O�

4(2� %B  1) (2�(¢  1) (74)

f�5�k
Чі Чг — Ч з —



.�&�I42'� ,'('� +�%&"?4+�� I�'%"

Р\ = Рі� c� Р-і
Q\� YW

-'� ��I'2">� )'�28&�>

Р��

г+<Ь Рі

W[ W

Рі=Рі, � QW�U �SW�[ �ZEWTH� ��R�Рт 1�U �(2+ Ц„н-і)Рт— рт-іРт-1,
(З^г+д^,  0 2=(г+д2) (г+дх)-р.г,.. 0.т� ��={г+дт� �T�С}т- р т+іС}т-і,�

�'���+LL*"� /�� )'�28&"� K� SE�T� �� SEWT<� %�*"2'<� V'

Z!97 S T� 7�� 37 S(T

��I-'��I+'� K%�(�L70.1� K�

�� 7'28
Р щ  1 ^^ гп '

�
���%

�̂�/$1� U�Рі
шт{2) г + д г�G

�h�� �'�4I42'<� V'

Ргii
г + Я і ~

SEwT

Рт� �

W [ �Рт—��
W�[ �Z 5

-�"� +4'%24?4+'28� K�'.7�++�� *".&�� т

ФтО*)
%  ( г )

+�%&"?�M70.1� I'� (��+"/�<� ���+'#
�

�� Y � i �
І г�G�>�q

с
о

1�V'� г � +4� &4?"70� 2�?� с� � I � � 5
�&1� /0'('� -4�3� K�� �.4� K� )'�28&� SE�T� �� SEWT� �"�'I"2'P

ф/я+1 (2) сот  (?) —  Фт (г) <От  ! 1 (?) == фт (з) шт ~1 (?) —  фт -1  (а) <0„  (г)
РіР‘>� R� R� R�ртРт--\ Рі Р%�R� � H Y 7

C� )̂� /$1;d�/$3����j/$1�3)/$1�C � �� c3

Рі '� 5

��&�<� -'K+�*�L*"� %8��'L� (9� 1�4.0� I'��&0+4� *".&'� �� -'�&��
I�L*"� I&1� �'�'7�'.7�

FT7 SWT�Z�V���S�9T�G�FT7 �(V)�"�V���S(T�

/����‚1� РхРг-^Рт
C � v . ; ) � $ ) � $31) (77)
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з різностей
Ю/Я-1 (2 )  =  (2  Н~ D 4 � , � �M 4  (2 ) � : 4� �<� N 4 �<  ( ї ) ,

®от-і ('‘•О =  ІР  4~ *7/л-н) Шп£ (“V) р т 1 Шт —і ( у )

одержуємо:
{ т + \ ,  � , V} = .(2)<“т (V)

На тій самій підставі
Рі Рц- • • РтРт+1

+ {т, 2, -у}.

{т , 2, у } =
п—і(г) шт_, (у)

РіР%. - . р „
+  { т —  � , � , у},

Ш� � �  (Д) (У)

Р, Рі- .-Рт
78

{2, 2, є} -  ■ ' М + І І ,  *, «} -  “^ “і М + Д
� ,� ,� � ,� �� 9,

звідки
ш  г V} = ± + Ш!І*>ш±(?) +
1 ’ ’ ' Рі РіРх 

Нехай
с<С.д <  г.

Тоді
���� 2�� � � � � 0�	������ � � � � � � � � Ш����� 2��� � ��� �������� � ���
ю* ((?) > 0 , ш2 (<?) >  0 , . . . ,  а>т_ г (д) >  0, шт (<?) >  0,

, ^  �  шт ((?) і д  —  с \ т
1 ; � ,� OI���� � 2 � P Q

бо, як доведено в попередньому розділі, всі корені рівнянь 
<Н (2) = 0, <о2 (г) =  0, . . (г) =  о, Шт (г) =  0 ,... 

лежать між с і д.
З другого боку, формули (62), (64) і (66) попереднього роз­

ділу при

/(* )  = 2 — X
дають нам такі нерівності:

д
Фт(2) 
ат (2)

(д) фт—1 (2)Л х _  І»п,—і (д )  '{т ( � ) -

Х  тт - 1 (<?) шт  ( 2 )  —  и т  ( б )  ( 2 )
(79)

Отже,

п Г  сіхо <  / ------
0 2 - х

Ф т ( * )

Ф т (2 ) Ш«- 1  (<?) фт  (2) —  Шт  (<?) ф т —1 (2)

(йт  (2) , ід) й)т  (2) — шт (<?) шт_і (2)

< Лд) 1
Шт (2 ) ШЛ1 (2) (2 —  (?) {/71, 2 , д }

Т <
д \2 — (

(80)
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з-

2

І

O
15

21 16_
27—

Наближення неперервного дробу:
2_
З З — —

9

18 
26 *

г2

9 —

262
378

З —

15

5340
7704

о _
15-

3 —
9 — •4

21

139988
201960

15 —
21 —

З —
4

15-

16
27
_4486104 
6472080 >  0,693147179

21 16

27 —
менші, ніж 1о§ 2. 

Навпаки, дроби

26
33

2
3̂ 1,

З — 1
14

'20
9 - 2  

__ 208 
300’

���

37
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З 1

9
15

_4

21

' �

16
27—

Наближення неперервного дробу:

_2 , _2______ =  18 г2

З -  ї  2 6 ’ 3 , _  1
9 _4

15

262
378

2

З 1__

9 —

2

З

4

15 9
21 - '16

27 — 26
33

менші, НІЖ І0£ 2. 
Навпаки, дроби

1
15

5340

7704

_9_
21

139988
201960

16
27
4486104
6472080 >  0,693147179,
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З

о

З

W�?�� ' 14
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новою формулою можна користуватися для наближе-
д

ного обчислення інтеграла J g { x ) f ( x ) d x  за даними значеннями
С

/  (аг), /  (а-г), ■■■ , f  іат),

/ “1-1 («і). У**-1 (я*), • • • . /*т -1 (ат),
якщо тільки її додатковий член

(х — аі)а‘ {х — агу* • (х — атУт 
1 • 2 • 3 . . .  п

f * W x

достатньо малий.
Нехай

=  . .. =  2д. = 2, J-k і =  rJ-k -2 = ■ . • — о.т =  1.

Тоді для визначення функції F(z) маємо формули (6), (7) і (8), 
Вони показують, що

t )

І g lx )  F(x) dx = Cl f ( a 1)+  . . .  + C mf ( a m) +
r

Jr D 1f  (dj) +  . . . +  D k f  (йк),
де коефіцієнти

Сі, C.2, . . . ,  Cm< Dlt . . .  , Д ,
не залежать від f  (x).

Таким чином ми приходимо до наближеної формули "
. о
I g ( x ) f  <х) dx  =  � �  /  (аі) +  . . .  +  Ст /  (ат) +

+  Dt f  (а,) +  . . • +  Die f  (ак), (83)

датковий член якої, рівний
0

H� b>=%I а' а ,) : <х — ак)‘* ( * — Дні) . . . { х  — �#%� ... т 
1 • 2 • 3 .. . (к + т)

(S)dx, (84)

обертається в нуль'кожного разу, коли / ( г )  — ціла функція 
від г  і степінь цієї функції менший к +  т.

Припустимо тепер, що числам а,, а%, . . .  , ат надані такі 
значення, при яких усі коефіцієнти Д р Оа, . . . .  Ок обертаються 
в нуль.
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ö

щоб інтеграл J ^(х)ш°(х)!в(дс)^л: обертався в нуль для кож-
С

но'і цілої функції у{х), степінь якої менший т.
Поставлена нами умова зводиться до системи т, однорідних 

рівнянь першого степеня:
д д

Р ІJ  х т £  {*) й х  +  р \]  Хт~ ^ ( х )  ( І Х +  . . . +
с с

+  ро
т

д
/  g {x )dx  = О,

( і  f)

рО J х т 1 g ( x ) d x - \ - p » j  х т g  (х) d x  . . .  +
с  С

о
-Г p"m f x g ( X  )dx = О,

8 9

д а
Pl J x ^ ^ g l x )  dx -j-- p°j x2m—2g (x) dx  -f . . .  -f-

C C

+  P°mJ Xm~ 1g { x ) d x  =  0

з т  -р 1 невідомими

Ро- р°г> РІ------ Рп-V Р'ІП

Ця система має безліч розв’язків1 (крім очевидного р® =  р° —
= Р І =  ■ • ■ = &  =  ° ) -

Спиняючись на одному з них, припустимо, що при неперерв­
ному зростанні 2 від с до д, функція и>0(г) змінює свій знак 
рівно І разів.

Нехай саме ця зміна знака ш0(д) постає тільки при пере­
ході 2 через такі значення:

&і, $ 2, . . .  ,

В цьому випадкові добуток
{х — а х) (х — а 2) . . .  (х — а г) ю° (л )

Büttzer. Theorie und Anwendung der Determinanten. § 8
92







С к л а д е н а  н а м и  ф у н к ц і я

шт—і  ( С)

обертається в нуль при г = с.
При неперервному ж зростанні г від с до д вона змінює 

свій знак рівно т — 1 разів.
Пересвідчитися в цьому неважко: треба тільки міркувати 

цілком подібно до того, як ми раніше міркували про функцію
ш ‘ (2р.

Після всіх цих зауважень можемо написати, формулу:

яка являє собою узагальнення формули (65) п’ятого розділу. 
Тут Ь1,Ь2, . . . , Ь,п — корені рівняння

Цілком подібно, узагальнюючи формулу (66), одержуємо:

0
і £(•*)/(■*) йх  *=

І -т

%

ш„, (г) +  ат Шт_, (г) =  0

д

J g  (х) /  (х) йх  =

о

де Ьу Ку . . .  у Ьт — корені рівняння

-  <2і +  •;'т - 1  (г)  =  о

)�



т  w mG��SZ T
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к  =  т  —  2 ,  о»,—і =  с ,  а т  =  д ,

38��+8� )8+�/�L� :9� (г)� 2'?+�� -�4I.7��"7"� �� т а к о м у  в и г л я д і

j3I/�1)� M�� /+1)� Q�� (д)
®тG���T<� G��SYT

� � 1C � �dA	/$1)� а>т__2(д)

ƒ��A�/$1)� y��(/+�13� �%��2  /Mi1
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��� �������� ����� �� �� �� �� ������ 9� ��� ��� ��� ��� �� �� �

+4� K�&4?�70� ��I� 2 .
�"�4I42'� I41��� ��?&"��� �"��K"� I&1� �'4)�/�M+7���

������� у��������� � R� X� X��� � ������� �� � � ^

�4�3",� K� /">� �'4)�/�M+7��� р г,� '*4�"I+'<� I'���+LM

S(T�U�J g{x) 'їх.

��&�� )'�28&�
:97� !�(Z) = ( z + q m-\)� Ž5<�(з)�G � рт .� j� ‰7 i < � yI

I�M

f  {Х+Ят- l)g(x)u>m (X)� ye� /�1�$	-��C�j
с д

t� f .U1� /�+1I/�w1�„YU�C
!@

а

= Pm+lf g ( x ) l » m ~ l ( X ) « т M ! (■ *)
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ін те гр а л и

J  £  (а ) 0)т  7І (а) со;п (а) с/ а ,

гУ
… �” (а ) eD�=�  1 (а:) шт _ і (а:; с/ а , 

… ” �  � <*>,„ (а ) Ш/л-1 (а:) <̂аг,

£■ (х) ��� �  � �#��b��g��% �g  СОт  ! �  �  } ��—

зводяться до нуля. 
Виходить;.

§�  і

/ * ё ( х ) шт (х)шгп (X) ��—

�' ь§ •(•* )  (АС) ����  � �9  

¢�=. �!

./ Р ^ К ^ а) b��# �k. 
k
@

… �” �  � ііі/л,—і  (а )  сот _ !  (а ) ��g

(95)

А Р , • • • ¢�>  = ) t ��g�� ��  ( а )  сит  ( а )  сіх.

Звернемо увагу ще на формули

!+� (?) 0^-1 (2) — ^  (г) Шт (г) =  р, р3 . .. р„

' /щ г> г»} =  - і  +  +  +
� � РхРг �.���8

�.�.� (�((�$

��� ��(@ ) = |Ч)) Ш'„(0  —  b� � ' � сит.-! (2 )
#��% �µ � ¢ ��¢ "� �� � � ¢ $

Миртом — 477—Т
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Зв ід си  вже ле гко  побачити, що

Ііт
/72_-»СХ

І І е И і » � b ( �N 6 <
�27S(T�� и  г — х

1�� -�"� с�Z �д�Z �(<� 7��� �� -�"� г < с  <д.
�'���+LL*"� I�&�� /4,� �4K8&07�7� K� )'�28&'L� S�DT<� -�">'I"2'

I�9� �"K+�*+'('� �'K�&�I�++1� �+74(��&��

I��%P

ё(л)
WG�6

йх � 8� +4-4�4��+",

� -Ті

P�[ ��� Рл
W�[ ��A

( �FF)

���",� �"��I� )'�28&"� S�FFT� .7'.8M70.1� &"34� 7">� �"-�I����
�'&"� с� �� д�G�*".&�� .��+*4++��

�'-'�+LL*"� +�3� �"��I<� .-�4.8M2'� 74-4�� I'�4.7"� )'�J
28&8� S�FFT� �� I&1� I41�">� K� 7">� �"-�I���<� �'&"� с =�G .'� �%'� д =
—� [ � �y�

�� -4�4I8.�2� K� ���+'.74,

3� [T� U�

№ �_  

Ш1� � 2 �

Z"�� (г) _
ш2(г>

W�[ ��g

2 + Я*— Рг
�� �

'T<�SWT
:��� ( г )

[ ��KG� �K �����
3�� S � T

C7 � SWT� i�<� 5� 5� �7 i W���WT����� c��� � U �W�[ �,<-�G� П,„����������
� ŽH((�

ід)�U�Z �[ �Z <<�

:9'�Z„� <� <
U�Yqe��(�G��  

�

ші(д) S:��S'=T

шя(д\� <
������� U �S �[ ��K�G �K�

�9�� (д)
‰W�SZ T

шт(д)� <� d7GWSZ �
������ E[ � ^ О  + Яги — Рт ������� q
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робимо висновок, що при k <  f  <  �  повинні мати місце 
рїБності:

«у(г) >  �̄�f�  цу-Л г) £D�%"�f�
“У -і (2) (0от_і((?)’ «у_і (2) 0У-і(9)

“У  (2)  

«У-1 (г)
� � � f �

°У—і(<̂ )

г  +  9 т  —  ¢ � $

f  +  � �  —  / У

«У- 2 І2) 
ЦУ-1 (~)
цу-а (9) 
"У-1

>
2 +  9 #  

f  +  9 т

а тому
д»ш(г) >  _£±_9і_

0 <
��

Я

4 � ІУ (2)
—

� —л' ш,.„ ���

l� _�=(  
" �% �f !

1 V 2  +  9 т ,  « У - 1 _ ( 2 )

«у �f� f  +  9 т  ° У —1 �f�

2 +  §� 2  +  9лі

f  +  9 а f  +  f�
(98) дає:

< ? і - 9 і -C  9-і

4 �  і

2  —  <3 2  +  9 ! 2  +  9 -

1 1

,  , 2  —  f � !  ,  2 - % � f  '
1 +  , 1 +  - —

с> +  9 і  f ( ґ  9 г

1

1( f  і + ( 2 _ а ) і - і — + +
І ̂  +  Я1  ̂~г 9а

."��
2т9»,

1-І-

1
- 9  • ' 

1 І
‘/і.

коли k�4 f �4 � �
На цій підставі можемо поширити формулу 

випадки, при яких k�%�&  с о < (? < г ,  і ряд

1 _ 1 _  1 _ 1
<? +  9 і  ’ f 5 § • ! �f � 5 �§0  ’ ’ < ? + 9 ш ’

розбігається.
З допомогою подібних же нерівностей можемо 

формулу (100) і на ті випадки, при яких �  <  k <  k.

— 1 ++А. ~ 1 ^
��5 ��  ’ k�5��@/�k�5��  з’ k 5 ‹ �\

розбігається.
�¢>•.�;��  Цікаво зауважити, що права і ліва 

мули (100), кожна окремо, мають зміст 
коли формула не справджується.

§ 22. Застосуймо наші загальні міркувань:;:
100





+ 1

/Q�; 0� R; � S7��,! TUV�(2�r€Š�Št•�x)-{������� – Y ~i |Št•� fS : G 1T�r€Š�Št•�<ug9Št•�S~�r€Š�Št•�x)

V 1� G� x-

K��I."� �'%"2'� �".+'�'�<� V'� I&1� +�3'('� -�"�&�I��

37�S T�U�GXG�Št•�(т�r€Š�Št•�z),
' '  ' О т — 1 ' ”

dX =�F

+ 1

�� ��

��K'2� K� 7"2� 2�M2'P

Z}Ts�SWT� U ��y<� (Z) —  T.Z� U

Г а х ii

��� � H � � YG�

� � � � � �� ����� � ���� � ��� � � � � � � ��� � � ��

-� •a‘�SW�r€Š�Št•�]T
W� •a‘�Sr€Š�Št•� T

„K�S]T�U �W�!W�SWT��

�K�(�&�

„7�SWT�U�W�)7���S]T�G

� R‘� •a‘�SA�r€Š�Št•� T

�� <
G�)7GW�SWT�Y�
D

WW� •a‘�Sr€Š�Št•�z)

•a‘�(m�r€Š�Št•�z)
T~��… •a‘�Sr€Š�Št•� T

ii Xi� i�SW�[ ��� ‡W�G� �TX�� �SW�G�H] X G� �T;
L�2Z�� � W=

���"2� *"+'2� 2"� -�">'I"2'� +4� 7�&0�"� I'� )'�28&"� S�F�T�
�&4� ,� I'� 7��'#P

��� �

йх
.1 SW�G�XT H � �GXі

U� za~ S�(Z�[ �H W�G���( �G�S]�G�H ‡WG��T;� 	 � T�U� W
�� SW�[ �� H W �G � T ²�� +  (ZG� V ZWG�j g ;̂� sH;‡WG� ¢ • � V‡W G �

�87� K� I�'>� K+����� PW(� 7�4%�� �K17"� �4�>+�,� [ � -�"�  9 �[ ���
�� +"?+�,� G� -�"�  �Z G �<� 1�V'� ���I��7+"2� �'��+12� �H;jG� х 2�
�� \ ггWG��� +�I�M2'� I'I�7+">� K+�*4+0�

��"� � � � Z �  �Z � [ � �� '.7�++1� )'�28&�� �7��*�M�K2�.7<�1�� ��S�F�T�

� � " � & � I � W

�� )'�28&�>� S�FT<� S��T� ��S�WT� -'�&�I42'P

m : d E E U
с�U �G��<� д= � [ �
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K"�'I"2'� �/4� 'I+8� )'�28&8P

тG�� тG��

7 � � � 7 W H S . F K Y T [ H S i � T e

AAAAГ - т ~ г  ( V ) AAAAAAA<
�XW���Л і т —WT@� 2-т~

�87� �� 74?� -'K+�*�M� 1�4.0� .4�4I+M� *".&'� 2�?� G �� �� G���
B�.7'.'�8L*"� /�� )'�28&"� I'� �+74(��&��

[�

-  J � H �1 - Х *

7�

� � x( i � i
;� л \Г1G &W

сіл
e'O@�S���+х)

G��
'I4�?8M2'P

� IYH���� [ �.'±� Z � �<y!hDD�!
А)

і Л  і , Зтг\ 1 ,0 1 2 5 3 7 5  e'I��� ���[ �.'K�G��� Z

e'/{� ���[ �.'��G�
p� <� D

9 � F <� A w � A w

�
B7cp9

F <� h E ! � E

H ������������������� � � ' . � j j _c � 4 ' * � �������������������
W <F h F � h E � � ›� D H � � <� W A w w W

� � Z � � <F D F D � A ! � ��  � 9 � F <� ! � E E ! �

e ' ¿ �F� U � F <w
�

2 Ьор 10
U� F<w

�
� � Y � � 9 � � <F D � A � W ! � G ��G � Z �F <� ! F W w A

e'.(����

�� 7� F<wA�w�F!G���'Y��W�9 ���� ���������� � ���������� Y ��������������
W� W<FhF�hAW� W � Y � W � �<�WAw!A

�� F <D ! A A � w

( �9 � � <F D F D � � ! � Z � F <� ! � E h D

�� � �K+"/1� �. � e'O� �� �8�y�$�Y�� {� [ ���Fm� { � � � � y � �Y � ��� 2�.7"70.1 2�?

— Гой � � �� G��'I� е
=  • і " *  1 3 2 - 1 2 4
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2 Log- ̂ 11 +  cos : �i � D  2,14442749

� Log ^ 1 1 + cos >2,05803527

Log 10= 1

5,20246276 
r >  1,04049255

Log 12 <1,07918*25 

2 Log ^11 + c o s ^ j  <  2,10684972

2 L o g ^ l l  +  c o s y j  <  2,01643216

5720246313 
r <  1,04049263

Log ( 11 + cos —
—r <  1,8652998

Log  ̂11 +  cos ~  j 

1
Log 10

Log 12

Log 111 +  cos ^

L o g /11-j-cos
4т:

<  1,9426013 

= 1

4,8089011 
i<  0,9617803

>  0,9266284

>  1,8985692

>  1,9837017

4,8088993 
p >  0,9617798

З допомогою тих самих формул знаходимо:
4-і

1 T L o g ( l l + x )  , І 1 т cos f/raarccos 11) І
m= — ----^ 4 = —- (LJ ���++E�H— Log---------------------- - =

Z I � [� @�. O� �� �( � C �  2m~1 |

-  Urn 11  Log (П +  / 1 Т 6 Г - М І І - / Т Д Г 1 =

= Log ] 1 Il:n =  1,04049258877 

П ри к л а д  З
Розглянемо той випадок формули (100), коли 

k��  0, f �  +  о с ,  g ( x )  � • :   
В цьому випадкові

L Ev:� � E � (



бо

і
ро
'* йте—хх г

й х ”
у{х)(іх= ( — 1 )т І �� � � сіт З (х) ,е-х х т ---- -̂--' йх = (з

с/хт

для всяко! цілої функції а(л), степінь якої менший т. 
Разом з тйм маємо:

„ (Іте - Хх т сіте х х т ,  ех -----------------------------ах =

Ит І НтР~х гт 1
=  ( — 1 )т І е~хх т — — < ех----- -----—  І <ІХ =

сіхт І й х т І

йхт й х п

Г <іт і/ е~хх т-  І 
^  сіхт І0

— 1 • 2 .. . т § е~х х тс1х =  { 1 • 2 .. . т }2, 

! - ■

й те~х х т СІтЄ-х хт ,X ------------- --------------- сіх =
<іхт <іхг

=  1-2 . . .  от ( е~х {(т + 1) х т - 1 — т-хт } сіх = ( 2 т І) {1 • 2 . . .  т }а
0

Вертаючись до формул (100), знаходимо:
оо

р! -  І е~хйх  =  1, Рі =  1, р3 = 2% рі =  З2, . . .  ,Рт~і — пї\ ■ ■ ■
0

Яі =  — 1, <?2 =  — 3, =  — 5, . . .  , qm- 1 = — 2ап — 1----

З другого боку, відомо, що ряд

� � � � �
З ’ 5 ’ 7 ’ 2 /я -1-І

розбігається.
Отже, як доведено в § 21,

оо

Г  • -  1 .
є, г» і

_*3 . 2^

д —о ■ 4'2
■9-

прц всякому від’ємному значенні
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Bn�|0||0� в D n|:ˆ||l…� Bnh|l‰0…� �-  
Hn!D'P6�'�-||0

�@’f .c� �

H	�+"� ��"� �� � � � �� a � L�a� " � a� ��������� � � � � � �a��%����  
� " � �&	(� a� � (( � � 	a� �& �b � � �� I �$�� � � � � � � "

§ 1. Візьмемо такі дві функції ��J�  і � � J �  однієї змінної  �  
які зв’язані між собою рівнянням

A �#J�����#J(mFF��%�� �J � � � �J � �  1
де А позначає дане число.

Нехай у рівнянні (lj х рівний послідовно
��  а +  А, а +  зА� � � >�5�#$ — lj А;

одержуємо $ рівностей:
��#�( і- o��%�� � � � � � � � � �

�� ��5�"o�  — ���(+(o��� � � �  +  Лд
-F(a + ЗА) — А'(а +  2А) = / ( а  +  2Лд

�#��5 �jo�  — � � �(m  [j — lj A) = / ( a +  qj — lj A), 
звідки з допомогою додавання виводимо:

����5�jo�  — �����  =  � � � �  +  /(a-j-A j-f 

:m� ��  +  2A) +  . . . -t~/(<2 +  qj — 1 ]Aj. 2
Цілком аналогічно знайдемо

������% ����%�jo�  =  � ����%�o�5�#nF�%�"o�(m ��� ��� 5�� ���� : �jo��

В тому випадкові, коли функцію � � J �  дано, a ��J�  невідома, 
формулами (2) і (3.) можна користуватися для обчислення ��J�  
при всякому значенні  �  що відрізняється від даного числа �  
на число кратне А, якщо тільки буде дано ������

В тому випадкові, коли обидві функції � � J �  і ��JD  відомі, 
формула (2) може служити для обчислення суми

/  (а) + / ( а +  +  2 А) +  . . .  + /  (я +  q$ — 1] А),
1 Ù9



1�8� I&1� �'�'7�'.7�� 82'�"&".1� -'K+�*�7"� ."2�'&'2
a+nh
£ H ¹ �

а

�7?4<� �'&"
P{x)=f(x), � S�T

7'
t ( a  — nh) — F(a) = f (a ) - r f la~r h)-r� � � � �[

\ a+rth

� ( H[а-{п —� ��6T�U � £ H ¥ � � SWT
@� a•

O�W��•—|��,

Frx) = dJis.1ІІ<І^Л г г 4 і - - ! £ = І Л гЙ4) (де Л стале)
_̂� @� S)� �s���T�її

� ' I �

f ( x )  = bF{x) = A ( x — b) U — b — h ) . . . \ x  — b — [k — 1]aJ�

�� ) ' � 28&� � SWs� I�MP
a-nh і� p
› “ �a |�G� b) (х — b�G� fi). . .ух�G� b�G� [k�G� ��s� fi J�U

Ala�G� b��r nh)\a�G-b ~r�f:�G��g�6T�� �� ��s� a — b-r[n�G� k\Ii\

S��� �� )��
А(а — Ь) [а�G� Ь—� � ) . . .(а�G� Ь�G� кК) ...

S��� -1) її
B'��42�<� -�"� Ь = а,� 2�M2'P

› I � (х�G� а) (х�G� а�G��T��� ��Y>�G� а — (А — 1) а|  =

U� \ п(п�G�b9� Y �G� WT� � ��S(��G��T�Y
�[�

	4>�,<� I�&�<� H�>T� -'K+�*�M� %8I01�8� /�&8� )8+�/�L� H"�('� .74J
-4+1� ��I� >�

���8� /�&8� )8+�/�L� 2"� 2'?42'� -'I�7"� 8� �"(&1I�

H S>T�U��F�G�Ах їх�G� а)-г А г(х�G-а){х�G� а�G��T�[ ��� �� ��[

��� Ат�S>�G�а)�S>�G�а ~  їїT� � � �Y>�G�а�GSт�G��T�H(Y

B� I �8( ' ( ' � %'�8<� &4( � ' � -4�4.��I*"7".1� 8� ���+'.7��7��'('� 7�4�J
I?4++1�

Q�V '
H ��X) = А ^ і х )  -  А ^ Ах )  + ■�R�R�[ �65�Z�7�SRXT<
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де � )�� �> � � � � � ��  — сталі числа, а ш'О), <р4 <рлі(л:)— будь-
які функції ВІД g� то

� ( $ � � �& � .� � � . ( $ ; � � %$..

5/(■*) =  5  ?о (•*) 2  ?і ( ) +  • • • +  � �  ^<р,„ � �
� � �� � � �

А тому
� � !l$ ; � �� ($�� �

5 / 0 * ) =  5  1 �$�5 �� �# �%����5��"# �%���� � �%  а — ; �5 � ��  .4-

5�� �# �%�� � � ��� +  

�(�$� �� ( jo

�  — (� — 1��o ^ j =

�.� !"F F�J : � � �5���F & F #J�%���#J�%�� ( o � 5  . ..■

�5jo
л !• f  � �  V #  %�k. . .  ( х — � — �E — +�o I =

. . ■ j F j % H� , , , j�j�%� + � � j — 2),.,
"М .» : ‘г*і------%%p o �5�� � ( ( ( (  - ' - -  \ H�

_L �� ���: � �…( • -( n ~  �•�� oO
E -f 1

Наприклад
x2 ��J �5�J��J  — 1),
J��J:m�3 J � J — 1) +  л (х  — l)(x  —2)

і відповідно до цього

P -h22 +  32+ . . . + ( « - l ) 2 =
���#$  — ,1)

�
$#$�% 1) �$ — 2) 

З
(2 $ — 1 � $ � $ — П 

6

I і +  2’ +  3> +  . . . +  �$ — 1 )• =  +

+  $�Œj�(  1) (я -  2) +  »
4

( $��$% 1) +B
Г 2 j

З попереднього видно, що в тому випадкові, коли � � J � :  
ціла функція від  �  рівняння

M��J � � �#J �

задовольняє якась ціла функція ��J��  степінь якої на одиницю 
більший степеня � � J �

! 11



; � 7 �

f  (■*-) — So ~Ь B2X -{- б 2Л +  • • • ф~ Вт—\Хт 1 ф~ ВтХп

г  $�%� ф -  . • • Ф �$�����&�

� ��� � � � 2'��� �� ��'� (��� , � #

с 1; с 2. . . • » $��� 1 j О щ , $��  і

то за даними 

коефіцієнти

визначаються рівняннями:
(т  +  1)Л'Сш+1 =  Вт,

('Л ' ])т h:Cm , : ті, Ст = Вт-х 
1 • 2

(т + \ )т (т  — 1)

+

1 - 2 - 3  
т (т — 1) , 2

№ С,т-і-1� �

1 • 2
h~ Ст (ш — 1) А Ст-1 —• Вт ■>

Щождо коефіцієнта С0, то йому можна надати якого завгодно 
значення.

Наприклад, покладемо:
� � � ��� � � ;�� � � @ � � В(х) = Спф- Схх  ф- С3л3ф- Сіхі +  *] � ]

В цьому випадкові коефіцієнти С1( С2, С3, СА, С* визначаються 
з п’яти рівнянь:

5 С,,= 1, �jD���,D,� = 0, �jD�@� 6С4ф-ЗС3±=0
5С3ф- 4С4 ф- ЗС3�� 2С> =  j)� Cb-\-Cx~rCs-r С. -̂ігС̂  ̂— О

звідки виводимо:

Cs
о

О т ж е ,

— , С ,  =  — , С., =  0 ,  C j  =  -  —  
2 3 '  ЗО

Л �  Xі
V+2* + 3 4+ . . .  +  (JC— =  9---- ^  +

л
ЗО

�^ � 73— 9ла ф- х  ф-1) л (л—1) 
ЗО

§ 3. Переходячи до тих випадків, коли
f ( x )  = д у  (л),

де д — число стале і <р (л) — ціла функція л, виведемо 
звану ф о р м у л у  п і д с у м о в у в а н н я  ча ст и н а м и 

формулі інтегрування частинами.



�&1� /0'('� �'K(&1+42'� ��K+"/L� ��I� I'%87��� I�'>� )8+�/�1P�

���SI4T�Ž�SI4T�U �{у�SI4T�[ ��Z��SI4Tn�� �SI4�[ �к)�G�: SI4T�)�SI4T�U

U�V�SI4T�o� �SI4�[ �6T�G�)�SI4Tn�[ ���SI4�[ �к)���Z.SI4T�U

= -і �SI4T����SI4T�[ �)�SI4�[ � к)��Z��SI4T

B��I."� �"�'I"2'
а̂ -пН а+пН
›:X�SI4T����SI4T�[ � m ) � (х�[ � К)����S&xT�U���(а�[ � пк)��� (а�[ � пк)�G��� (а)�3� (а)�~ � X� X�«� X� xа а

і� 7��"2� *"+'2� -�">'I"2'� I'� �"V4K(�I�+'#� ) ' � 2 8 & " � - � I . 8 J
2 ' � 8 � � + + 1 � * � . 7 " + � 2 "

(1-і пН
› � V�SI4T��)�SI4T�U��� (а + пк)�j��S'�[ �:�T�G���S�T�Z�� (а)�G

�'�&�I42'� 74-4�

�'I�

�� )'�28&�� SAT� I�MP
а - пН

а  і пк
2  фс* + А) Л ?(■*)•

А S�­� і дх
д@�G��

���SI4T�U� дх

› � H�X�pji�mX;[&,S��S��[ �пк) — дау (а;

DT

дху�SI4T�U
дп—� �

& пН
ди� ›X9� дхЛі?(л),

д " - � �� Y

Q�V'� 4��SI4T� /�&�� )8+�/�1� т-то� .74-4+1� ��I� х,� 7'� �@YSI.TG/�&��
)8+�/�1� (пг�G��T�('� .74-4+1� ��I� I4�

���/0'28� �"-�I�'��<� K�.7'.'�8L*"� )'�28&8� -�I.82'�8��++1�
*�.7"+�2"� -'.&�I'�+'� I'� .82

а+піі а-гпН а -пН а+ пп

%дхФ�SI4T<� ›n�0х^  (х),� Y �Y � (P��SI4T<� � �< � ›�д*±му�SI4T<
а а а а

'I4�?"2'� тп�[ ��� ���+'.74,P
а-̂ пН

а

да пІг<о іа-і- піі)�G� дащ(аT
, р . _ _  ,

ди
дк-

а-тпп

г 2
4Y���SI4T

�[&6
p �дх\ъ (х)
а

а-тпк
да п'1̂ �S�D�Q¬T�G�Z ���Z��S1 T iiii д»iii S

д��G��� дп�G��� Y
а

113



л+яй

2f N�!8�� �  =
г}«+пйЛ'-(в (а +  $‘  — f�̧‡4µ����  

fŽ% �

fB
fŽ

я ~ пН
^  д^Д3» (л),

а

�5$;
^  /9а+лй*— f�
\  Z42��g�  =  *"¥ («)

з яких знайдемо
>�B($�

f$Аа-пп (
\  f '  (х) =  -  -— -  ª � � �5�$/.�  — —  ~ -И ��  +  лА) +  • • ■ -+-

Дт<р (а +  /г/г) | —

д* — 1 Г  f;

fŽ

5 � ( ( B ( —
\ f Y % .� �

/ f;  \2— Дш ���  + 1 — ------ Д*ш ���  +  . . .  +

� � 	 $ � � %а” ї ( , і ) }- |5)
Разом з тим рівняння

має такий розв’язок:
А/7 (я) =  <?-т<р (ж)

^  (*)'=■
<?х -І ¶� � fDY

f;�%� . + � U !� f;�%�+

5

А’і  (л:) 4- . .  . 4-

( - ^ г Г - Н +с’
де �  позначає довільне стале.

Одержаний нами результат дає можливість визначити суму 
нескінченного ряду

f�. р(а), f�5;& � � 4-А), f�5�;' � � �5 �";��
в тому випадкові, коли при /г >  0 числове значення f  менше 
одиниці.

А саме,
сс

2 *¥(■*) =  - fŽ:  1 \ ¥(«)■

+ < - , > г ^ г ) І М ‘‘) + --- +  \  <,»

f;  
— 1 

-а*

Аїр (а) 4-

— I
1 Якщо при /г >  0 числове значення <? дорівнює або більше одиниці, то наш 

ряд розбігається.
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бо
д* Y� д?‘

lim —------- |ф (л )------- г------ Дш(л:)Ч- ••• +
dh— \ V  dh —  1 Г

наприклад,

;d� /�@ � 1�� /��@ ��1�
3я 3е 1 3“ -а "г

а2 +  (2а +  1) -f

2 • 3а- 1
��� ���Y���  
2 • 39-і

Числу д можна давати і комплексні значення; таким чином 
можна вивести деякі вирази для сум

a^-nh a-' nh

p*<f (д;) cos ах та ^  рх© (де) sin ах,
а а

де р и а—числа сталі, a <p(xj, як раніше, ціла функція від х: 
треба тільки покласти

«V —1а =  ре
І легко пересвідчитися, що рівняння

bF(x) = pxq(x) cos-ax та 1FX (х) =  р1'© (х) sin ах 
задовольняють вирази такого вигляду:

F.(x) =  рх[Ф0 (x) cos ах +  Ф, (х) sin ах] 
та

Fx (х) =  рх [Ф0 (л:) sin ах — Ф, (л) cos ои],

де Ф0(х) і ФіО*) — Цілі функції від х , того ж степеня, щойф(х).
Для визначення Ф„(л:) і Ф ^я) можна вжити спосіб неозначе­

них коефіцієнтів, як ми покажемо на окремих прикладах. 
Покладемо спочатку

<р(*) =  1, h = 1, а = С
Тоді

F(x) =  рж [A cos ах  + В sin ах], Fx (х) =  рх [A sin ах — В  cos ах] 

£>F(x) =  р-ч-1 [Л cos (ах +  a) -j- В  sin (ах+а)] —
— рх [Л cos ах +  В sin ах] =

=  рх {А (р cos а — 1) +  #psin а} cos'ax-f 
4-рт {5(р cos а — 1) — Л р sin а } sin ах
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��•a‘�r�[ ��W�•a‘�Wr �K<L��•a‘�Ar�)��� ��� U
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a x  =

ii � ��G�Wš�Št•�r��•�f
F

Q�� I�8(",� -�"�&�I� ��K0242'

Z�S&PT�U�><�h= � �<

�� /0'28� �"-�I�'��
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Д ���c�  =  .��� š  'г  Сх) cos і ах -J- а) -)- (5-4- D -j-Dx) sin (ах 4-а) —
— ��  -fCx) cos @�  — �Q�5 �›J �  sin @� �% 

=  [(Л -j- С) cos @� — �  -f- ��  -f- Œ›� sin я-j- {С (cos а — 1)-}- 
-j-£)sina|  … cos а x-j-1— ���5 ���  sin а + (5  +  0 )  cos а — 5  +  

+  #›��nxW�� — 1) — �  sin а }   ] sin ах, 
хоефіц іенти ��� ��� ��� ›  визначаються чотирма рівняннями: 

�  (cos a —- 1) +  D sin a =  1, �  (cos a — 1) +  C cos a +
+  �  sin �  +  ›  sin a =  0,

Z) (cos a — 1) — Csin a =  0, — Л sin a — C sin a +
+  5 (c o s a — 1) +  D cos a =  0,

з яких виводимо:

-1 ^  sin аC = Z> =

Отже.

cos

2(1 — cos a) 2 s in _
��� -, 5  =  0.

4 sin2—-

g � [ ¹ y � ¹�g  =

x �+ a  а ,
1 — 2я sin2 — 1 cos E  +  "j  cos — sin — sin � j  — 1 

2 / 2 2

4 sin2

cos � j  — 1

2 sin

j  sin a j
l )

2 sin — 
2

j

1 J sin ax

Œ a \ л a a
j 1 — 2« sin2 — 1 sin �j  — "j  cos — sin — cos �j

4 sin2

sin �j
j  cos а ( » - і

\ 2

4 sin2 -g- 2 sin —
��(�jo

§ 4. Досить просто виражається сума У ,/(х ) і в тому ви-
�

наднові, коли � � J �  має вигляд дробу

'*(•*)/(А') = х (х +  А) (х +; 2А). .. (х +  �.„�
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де <р(л)—ціла функція (т.— 1)-го степеня від х, або ще нижчого 
Справді, з рівності

х  (х +  А) (х +  2А) . . .  (я + [к — 1 ] А)
— кіі

х (х -і- А) (л: +  2А). ..  (л: +  А'А)
витікає така:

,��� �'
________ і __
х  (х +  А). . .  (х +  кк)

1 ___________ 1__________
кк а(а + к ) . . .{а +  [ к — 1]А)

--  ------------------------ ----------- ----- - , »и/
кк (а + пк) . . .  (а +  [п +  А — 1 ] к)

З другого боку, кожну цілу функцію '»(л) (т — 1)-го степеня 
від х  можна представити у вигляді

<р(л:) =  А0 + А 1{х + тк) + А 2[х + тк) {х +  [т — 1]А)+ . . .  +

+  Лт_і (х +  тк). . .  (л:+2А).
Отож
а+пк а-\~пН

1
ф(х)

х ( х  + к ) . . .(х +  тк)
а

і

4-А,

1

- • 2

і

n̂Л
л (х +  к) . . .  (х тк) 

1
х ( х  + к) . ..(.«+  [т — 1] А)

аи+пії

х ( х  +  Н). . .{х + [т— 2]А)
а

. А0{ 1

а+пН
+ •  • • + л ^ 2

,
\

х { х + к )

тк І а(а +  А).. .(а +  [т — 1] А) (а + пк). .  .{а + [п + т — 1] А))

+  . . . + ^ = ± | і ------— 1___\
А І а а + п к  )

З допомогою одержаного нами результату можна визначати 
суму нескінченного ряду

_______На)_______ > __________ <р(а+А)__________
а(а +  к ) . . ,{а + тк) (а + к��(а +  2к) . . . (а+ [т +  \\ ��

_______ <?(а +  2А)
(я +  2А).. .{а + [т + /.) к)
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Досі ми припускали, що степінь цілої функції <р � �  у вираз»

/(■*) __________ Н *)__________
 ��  +  U�� �  +  "U������  +  �;�

менший ��
Якщо ж степінь <р (л:) дорівнює /ге, то, як у попередньому, мо 

жемо покласти:
(л) — �f  А1 (л -р /гей) 4~ • • • 4~ ��%.  (лс 4т �; ��  • . �  4- 2й) 4"

5���� �5 � 4 ' �& �� � � �5�;�

і відповідно до цього знайдемо:
�(&$.„
\ ________£_(*)_______
&  *(■* +  *)•• .(* 4- �;��

А / . ___________1__________________________ . ___________ Ц
�;  І я (я 4-й).. ����5 �q�  — 1] ;�� ��  4- гей).. ���  4- q�  4- ге— 1 ] й)|

4- ^ { і
�(+(�$;

а\-пЦ

4-А* У 1
%�� g

Нарешті, в тому внпадковГ, коли степінь <р(х) більший /$�

з д робу--------- ~---------------  можна виділити цілу функцію.
 �   4  ; � � �� � �  5�; �

Таким чином можна сказати, обчислення суми
�(+($;

2
_______ <?(*)________
 � :. -й � � � .(д:4(�;�

де '� �  позначає будьяку цілу функцію від  �  зводиться до об­
числення суми

�5$;
______1----------- .

 � �� ��5 �;� ��5 �";� ��5 ��$ — 1 �;

Цю останню сумму не можна визначити за формулою
@5$�

________ і________ = _і_ .____________і _____
  (*4-й ). . .  (х 4- ;;�� ;;�+� ����  4- ; ). . .  (а 4- q; — 1] ;�

�
_  _ __ і

#�(#($;� .. .(а 4- [ге 4-й — 1] �‹  
бо ;  не можна дорівняти нулеві
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a+nh і
Звичайно, при невеликих значеннях п суму V  -— легко об-

а
ЧИСЛИТИ.

Для великих же значень п ми дамо згодом наближену фор-
a-̂ nh 2

мулу, з допомогою якої можна > обчислити суму V —  з біль-
а X

шою або меншою точністю.
§ 5. Візьмемо

С і \ , Л “р В хF{x) = a rc tg -—
C + D x

при чому припустимо х  настільки великим, що при дальшому
його зростанні дріб ^ —L ^ L  зберігає весь час один і той же знак 

С+ Dx  і
Щождо arctg, то для означеності умовимося надавати цьому

�+� *� �wвиразові того значення, яке міститься м іж ------ і н------
�  �

При цих умовах
, . . А + В х  , *A + Bh + BxД/- ї х  і =  ^агс t g ----------=  arc t g — ------- ‘------

C + D x  & C +  Dh + Dx
arc tg

=  arc tg

A + Bx
C + Dx

<A+Bh +  Bx) (C-f-Dx) — (C +  Dh +  Dx) (A +  Bx) 
(C -j- Dh -f- Dx) (C -j- Dx) -j- (Л -j- Bh -j- Bx) (A -f- Bx)

harc tg
p + qx +  r x 2

��
A* + 0  + (CD + AB)h _  2 (CD+AB) +  h(B* + D2)

P BC — AD ’ 4 B C — AD

BC — AD
З рівнянь, що зв’язують коефіцієнти р, q ,r  з коефіцієнтами 

А, В, С, D, виводимо

В2 +  Р»
BC — AD  

і далі

=  г CD + AB  
BC — AD 2 

г(2р— hq + h2r)

■hr

1 +

Л2-(-С2 _ 2  р — hq + K'r 
ВС -  AD ~  1
q — hr \2 

2 /
Спробуємо тепер за даними q і г відібрати р, А, В, С, D так 

щоб рівність
А + В х  hх  arc tg — 7—̂ “  == arc tg
C -4- Dx

справджувалася.
p + q x + r x l

�	!



�&1� /0'('<� +�.�2-4�4I<� �"K+�*�M2'� �'4)�/�M+7� р� K� ���+1++1�

t j lp  — hq + t f r)�U �s�[ � H(&� ¡}

1�4� I�M
D� [ �дWG�“›D

Р= � › �������
D(

�'I�� K�&"3�M70.1� K�I'�'&0+"7"� 7�&0�"� I��� ���+1++1P

B* + D2� U � iŒµ�[ �“w� U � q — hr�
BC — AD Г’ BC— AD 2

�4�4K� 74<� V'� *'7"�"� �'4)�/�M+7"� А, В, С, D� -'�"++�� K�I'J
�'&0+17"� 7�&0�"� I��� ���+1++1<� 2'?+�� I��� K� /">� �'4)�/�M+7���
K�I�7"� I'��&0+'�

$4�8*"<� V'%� I'.1(7"� 2'?&"�'#� -�'.7'7"<� Œ U z<� D —�F<� K+�J
>'I"2'

µ� �� q — hr��.�<� m �U ��������
2

���"2� *"+'2� 2"� -�">'I"2'� I'� )'�28&
�� <� ��д�G��(� <� �� �� D rh

¢� W� H� !�D��•��gl— h*r2��•�4rqx��•�D€X|a

a '■ nh

r€Š�u†
D�rh

[ � 4f-~x2

<� S�g + (2tiG �� )hr � T� <� \ q �G� hr )U�r€Š�u†o��•…���������� ������� \-ra\ —�r€Š�u†�o������������ ‚� ra�@
2 2 SW� @� ¢

А� K��I."� -�"� € 9 F � �"�'I"2'P

¡ � D€“� r.9� r€Š�u† ����������������������������������� �� �G
4-j-q2G“›W��•�� 4rqx��•�D((&W� W

=
	�-�"�&�I<

r€Š�u†��G �[ �r€Š�u†������ ��������� ‚�r€Š�u†
WrW� •� W Sr D��TW

{�a — hr
r€Š�u†�S��_���������� \-ra

� 2

�
WSr�[ �WTW

�u

= arctg(2a — 1)

r€Š�u†�q �[ �r€Š�u†� }��D��R�R�R�[ �r€Š�u†�G� � � G� [ �R�R�R� U
A� E� zD �: D �: W

1� [� �� €�U ������ r€Š�u†��� U�G
W� D

�� �� W�
r€Š�u†�G�[ �r€Š�u†�G�D��R�R�R�D��r€Š�u†������ � � � �U � x� G�r€Š�u†W

�A�n�D��w&W



§ 6. Наприкінці цього розділу наведемо декілька різнома­
нітних прикладів.

1.
1+а**-1 1 +  а 2* 2аа'т
� ( � ■2*-1

а тому
� �B

-а2* 1 — �"! 5�

о.Г—1 
1 а '

1 - а 8 + ‘ 1 — а-х
1 -)- � 1 + а 2Х

2(1 — ��  2 ( 1 — � ‡ �

Звідси при І � ! <  1 витікає формула:

� �B
1— �‡  1— � �  ' 1 — � 8

+  •

* *=со

=  V  �B 
"  2  1 - - а2 г 1

1 + а 1
2( 1— а) *2

1 |* ( 1 І2 _ [ 1
, 6 ' 1 § 1 б2л'+1єіп------ ( |2хєіп — ( 12 і 1 соє------

"� � �  ) 1 2х 1 1 "—5�
і тому 

1 2 /  1 \2 
+  / й 1 +  • ■ • +

1
( - Ч ‘\ він 9 /!� 2+� 4 сое -  І ( 2х сов ^

У.

2 /  \  4 / V 2*/
Збільшуючи далі л: необмежено, виводимо:

1 V  /  1 N2

"  ЄІП
" �

"  сов
\ 2х

2 сов —
\ 2

� � 	� � � 	�
4 ; \ 8 у

� � � � � г
\ єіп 9 /

3.

тому

1 4 в——  с і?------
" 5.  ь 2�� �

1� �� �
2х 2^+! 2Л*1

в +  — 1? — +  • • • +  —  =  —  ctg —-----"�k.¡  29
2 2 2х 2х' 2* 2і



Отже,
Л со

І
�� )� Ь� �� j� �� N
? '6 ?  =  ‘s » + T t gT  +  T t gT + • 2 ctg 26

4.

тому

% \'* 1 1 Ь \ г і 0
2* 1 sin — -  ) — ( 2" sin — = 22 *-^2 [ sin-----

2v '• / \ 2r / \ 2* 1

(sin 0)4 +  2а( sin — J +  . . .  +  2s*(sin —
\ 2 / \ J2!

- ( - F i - m
Виходить

X  ~ C O

^ ‘l 21 ^sin ~ j  =  (sin Q)4 +  22

к(а+  1) (a +  2). • • (я-j-je-f-1)

sin- 4 „  / . 0 V+  4M s i n - )  +

=  62 sin 26

a (a +  1). .. fa +  л:}

тому

я (a +  1) (a-f 2). .  .(a -+- *) 1). . .(a + x — 1)
=  |(g + l  — a ) a ( a + l ) .  . .  (a J -x )  

a (a +  1 ) . . .  (a +  x)

1 +  a_ +  aJ a ± J ! +  2 (a r l). . .(a-j-.v — 1) =
a a ( a + l )  a ( a + 1).. .(a + x  — 1)

a(a4-l ) .  ..(а  +  л:) a — 1
(a +  1— a)a (a - \ - \ ) . . .(a + x  — 1) a +  1 — a 

Звідси при a — a — 1 > 0  можна вивести таку формулу:

1 +
�� @ ���/�� �,� ��1� � / �@�1�/�@ ��1
а а (а-і 1) а(а  +  1)(а +  2)

а — 1
а — а — 1

�	�����"��

DE3FE5G� De Serlebus infinitis Tractatus (Philosophical Transactions, XXX). 
H3G15� De progressionibus arcuum circularium, quorum tangentes secundum 

certam legem procedunt. (Novi commentaril Acad. Petropolltanae, IX).
tierschel. Collection of Examples of the Applications of the Calculus of Finite 

Differences.

124



Розділ II

Формула Ейлера
Ь Ь

W Y(х І ( х ) й х — � GH S � To�[ �Y o H @ S Y 9 G�/ ' (а ) � { � G
Я а

%� E�� ��K0242'� )'�28&8� �4,&'��� K� I'I�7�'�"2� *&4+'2� 8� �"J
(&1I�� 'K+�*4+'('� �+74(��&�P

Ь'г Ьк
(Н х  +  к )  —  Ь  ( X )  =  М '  ( х )  +  —  ( * )  +  ■ • • +  —  ( X )  +

W� к\
x�zk дк ХЬ (x-f-h�G� z)

дхк L1
dz[ � ¢

J  k\0
�87� ."2�'&� k\� -'K+�*�M� I'%87'�� �<� W<� A. . .к .
�'�&�I�L*"� -'.&�I'�+'

X
b { x ) = lf^ f { x ) d x ,  f{x),  hf ' ix),  h ' f ' ( x ) , . . . ,  h ^ f n -Цх),

'
r� k = m, m�G��<� m�G�W<� m�G� A<� �<<� �<�
'I4�?8M2'� tn� ���+'.74,P

x  - h

J  j f i x )  dx �U HS�uT��•�f i x ) �[ �{¤ �f \ x
X

h m~ 1
[ � �� �� HR;� P� S…T�Rc�R>.m\

“H»T�U�f i x ��u��h)�GH �(x) = hf(x) + /t̂ f ”(x)+�� � � [

h m~ �S
�a����������� f ’“- s(x) + R2

(m — iy.
h \ f ' ( xT�U�hf'ix�[ � h)�G� hf{x) �U �h2f"(x)

hm~x
[ �E� �� � F»H›; � �S…T�[ �H £9

(w — 2)!

Yn & 00� o�f m-  ■�=:p%�U�hm f m~ 4 x �M q �h) —  h m - lfm - Z  (x)�U
I4

<�› � • �HS �¢[iHG
J " !  /І d*“

1 WU�I
‘ hzm~k dwf ( x  +  h-
SH:�G�jTj� h dxm

d z ,

‰



ї ї ,
O  

! � • . �� �  ~~ А ”/  ( х  +  А —  � �

'#  — 2)! ����
9��

ї ї а

>
hh�V  А"1-1; �#̂ ' � �1 ���.��%� � �

А ��B

З усіх цих рівностей можна вивести таку:
л'-Л

.R  / (ус) � �  +  Л(Д/'�% +  mp<^O>�% +  • • • Л т-і Ат~ 2А/т~~ (я) =

= /(х )  +  С1А/'(л) +  С2Л2/ ' ( х) +  СаА»П*) +
+  ) т - 1  Ат"-)/ т_1 (де) +  /?.

1̂ =  — +  Л„ 2̂ =ГГ+Г^ +  ̂ гі
2 о! 2

С — -1_ +  -с<»п—і — Т
л 4 . . .  +  ^ + л и_ 1

т ! (/и— 1)! q�  — 2)! ’ ' 2

„„ =  „ „ � +  �.§�  +  � .„„3 +  . . .  +  Л,„_і /?„„ 
а коефіцієнтам

Л), Л2, •••) Лда_і
можна надавати будьяких значень.

Звідси, надаючи коефіцієнтам
@& � @� � A @�(—і

значень, що визначаються рівняннями 
1
2

■ +  Л і — 0,

І + Ї + - 4- - 0’

7 + І ч 7 + Л і“ 0,

1
+

�
#I� '# — 1)! '#  — 2)! '#  — 3)!

Лот—2
+

2

B +••• +

+  Лот—і — 0,

( 7 )

��"



виводимо
Л'ГЙ

. � Ž 	 	
/(>) йг�@ �-)!./�	1�@ �А 2і іЬ/'(х )�@ �9�9

■А 2 	 �-G���!2d���/�1�� �2 �/$1� - 2-  Лг,� X1

де
уШ ]) уЛІ—-1 /їЗ̂ /Я—*2.

Ь и �/$1�C�i��@��)����$� �� �@����R!�$�����@�9�9�9�@�-d�)�-����9� /O1
/гг! (от-— 1)! (/ге — 2)!

Нехай далі
х ~ а х а + к, а +  2А ,..., а +  ( п ~  1)А;

позначаючи для короткості а +  ге/г однією буквою Ь, одержу­
ємо ге рівностей:

а -4-А

/ ( а )  =  — { /(г)й?2 +  Л !Д /(а )+ . . . +  Лт_ і //'«-■-Д/”- 2(а) —
А ./

н

 
Г ( а  + / г ~ г ) ^ т(х) ~  

п
а-г'>Н

ї ( а  + �-1�C�" � . / 21�5$�@ ���!./��@ ��1@�*� **� @
а~Н

А

/ “• (а +  2А —г) (рт (г)— > 
її

/(А — А) = I /( г )  +  Л , 4 / (А — А.) -+-... +
А-А

+  Лт_і А*-* Д/ * - 2(Ь — А) — І*/т(Ь — 2) <рт  (2) ^2

з  яких з допомогою додавання виводимо формулу
�� �

2�!3�4,��!�������� &
’27



-  г\ шіЛ ‘г с ї ± » - ^ л
J  Ц � �� дхт’о ��)

7 �А т~ і  {Іт~ - ( Ь ) — / т~- �( а ) }  �

(Ю )

��I'28� -�I� +�K�'L� ) ' � 2 8 & " � � , & 4 � � � �% ' � � � � & ' � 4 + � � �
�"��K

к х ~ и

/  ? т  ( г ) �� � ����� �� � ����� 	 	 	 � � � ���� � ���
сіх

K�470.1� I ' I � 7 � ' � " 2 � * & 4 + ' 2 � ) ' � 2 8 & " � � , & 4 � � �
�".&8� т  2'?+�� +�I���7"� ��K+">� K+�*4+0<� -'*"+�L*"� K� W�
��"� /0'28� ���+1++1� SET� -'��K8L70<� V'� K+�*4++1� �'?+'('�

�'4)�/�M+7�� Ак� /�&�'2� �"K+�*�L70.1� �+I4�.'2� к� �� +4� K�&4?�70�
��I� т;� '7'?� 8� )8+�/�#

_��= %�" MMMM�� 3 1.+76
W

� 3 Ііх2
Ы г) = 7~  + А1 11  +  А.ЛЬ�

AP� ;W

:� :� Xі �� /гг'л �� Іі2хг� '� ' ' �
J �� � � �) �3 1 � 3 7 � � � ''3� *+6

І т —1 = 1 % � ?

жт1 � <� �� Іігп■�G ���������8� А j� �����
SI�G�gTj� SI�G�WTj

[ �6W

Іі‘1гт-

1̂ 2 -у ПІG

SI��G�B��
гш к%т~�

X7 S( T � U � � � � D � � <�������� [ �6 W
I�j� SI��G �Tj� S=��G W !

�(�Ап

А ,к">-- Л т�G2'і

-г А т~і1іт~1

�>'I170� 'I+�� "� 7�� ?� *".&�

���� � ЧУ� 6�I<�R� R� ��< А,. �4�,�
�2'�"2'.1� ��8.�>� 2���8��++1>� /0'('� �'KI�&8� -�I� K+��'2� А к� � 'J

K82�7"� 74� *".&'<� 1�4� �"K+�*�M70.1� K� ���+1+0
�

[ ■ о, —+ - 1 ~-лг = о, . . -
З! 2 (й +  1)! ',� 6

[ �� � G�6Zc�U�F�
S�G �Tj� W

� }

�Wh



Послідовне обчислення коефіцієнтів

^І! ^2! ^3!
легко зробити.

Ось значення перших семи з них:

Д1 =  - _1
2

�
1_
6

_1_
4 ■24 12

1 - - 1 , *  1 -  - 1 ,
4 120 48 72 720 ’

- і  _ _ L ____ 1 1
720 ^  240 288 1440

— 1 _ 1 ____1_  1 = _____ 1 
5040 — -1440 1440 +  4320 30240

�(��
ž�  І 8 1 2

1  +  L - 1 1
12 24 12І

=  0

§ 8. Якщо � � J �  ціла функція від   і степінь її менший от, то 
додатковий член формули Ейлера дорівнює нулеві.

Спиняючись на тому окремому випадкові, коли

одержуємо
8

�

/(* ) =
 �:!  

( о т  —  1)

N�  — ��  
от!

+  � �F
+& � : + —  � � (—

(ОТ--  1)! • •• +

+  � �( —��̃�( ��qN  — а) =  !?„, #N� — ����

Тут N�����($�  і $ позначає ціле додатне число.
Отже,
;��:�  +  ���5 �N�V(��5� � �5�"/.��:�  +  ■.. +  � � 5 �q$%  1… _ _ 

1-2-3. . .(от — Г)

=  <рт(*) — <Рт(а). П
Звідси, покладаючи а = 0 і беручи до уваги рівність

Чт (0) =  0,
ВИВОДИМО

+�(��5�"�( �5� .. . 5 � $ %  1)т - ! =  1 -2-3. ..  (от — 1) =

$ b=  +  � jOT"-1 +  (от. — 1 ) +  . . .  -f � �( .#�  — 1)!я. 12
от

� ������ ���� � 1 2 ' -



Таким чином функцією <?ш (х) можна користуватися для обчис­
лення суми Іт~1+2т~1-ї~. . . -}-(п — І)"1- 1 

Наприклад,

\� ,��� @ 8 � ��

12 +2* +  Зг +

13 +  2Я +  З3 +  

�:��,�@ �85� @  

15 +  25 +  35 +  

�N@ � N�@ �8N�@

I I -р 21 4~ 3 і Т"

+ ( л “ і ) =  Т ~ У * ’

+ (п — І)2 =

+  (я — І)8 =

па
З 2
л

1 2 1 
«2-Г— п, 6

— п3 +  — п2, 
2 4

1)’
пь 1 , , 1 1- -— - /гЧ— п3 - п
5 2 3 ~ зб

1 5 1■ І)5 ---- - я° +  — п4 ------. гі*
~  6 2 12 --

1)в гі‘ 1 1
■п6+ - п5 - 1 п3 +

1— п
~  7 2 2 6 42

я8 1 , , 7 7 1 ,
І)7 --- п ‘ -Т — пв - п4 + — п2

~  8 ¥ 12 ~24 12
:ри ь = о дає

'+  • • • + (п- 1)т-і +  лт-1 =

=  (— 1)“1-2. . л т  — \) Чт (— гг/г)
(13)

Порівнюючи між собою рівності (12) і (13), приходимо до 
такої

* » т - ( - і г ( - ПА)= - 1(

В останній рівності числу я  можна надавати не лише цілих 
додатних значень, але й будьяких, бо обидві частини цієї рів­
ності— цілі функції від п, а дві цілі функції однієї незалежної 
змінної, рівні між собою при всіх цілих додатних значеннях її, 
повинні дорівнювати одна одній тотожно.

Виходить,
кх.т ~ г

/�1� / � � J � ) ) * / � � 1 �C�� x ������ xx� /|1(т — 1
при всякому значенні г.

А звідси висновок, що

¥т(2) +
1

Т)
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&��+�� *"� +4-��+�� )8+�/�1� ��I� г,� K�&4?+'� ��I� 7'('<� -��+4� *"�
+4-��+4� *".&'� '7<� %'� )'�28&�� S�DT� 2'?+�� +�I�7"� ,� 7��'('� �"J
(&1I8P

�
,Іг) + —� G �������� b�G���

W� S'7�G��Tj
ª7SGг)

�� H(SG
W� S'7G �Tj� T

�+��34� ��?8*"<� �.�� �'4)�/�M+7"� Ак� K� +4-��+"2� �+I4�.'2� m<�
���2� 65� I'���+LL70� +8&4��P

F�U��A�U�6<�U �6E�U���U � ���

B�4�+42'� 8��(8� V4� +�� I��� -�'.7�� )'�28&"P

 7 S��G�WT�G�:�7SG� =� S�wT
� � � � � � � � !

#7SWT�[ �SG �T1<�� 7S� �G (T�U �F�� S�!T

„'�28&�� S�wT� �"7���M� K� S��TP� 7�4%�� 7�&0�"� K�2�+"7"� � � +�� � ( �
�� -�"���+17"� п� 'I"+"/��

N'?I'� )'�28&"� S�!T<� 7'� ##� +4��?�'� �"�4.7"� K� ���DT� �� S�wT<�
�"�&L*�L*"� ут� SGг).

З )'�28&� S�wc� �� S�!T� �"I+'<� V'

9т(—�T�U �F� -�"� '7� +4-��+'28

Ze-S�T�U�F� -�"� �.1�'28� '7

�'28� -�"� '7� +4-��+'28 9 т  < 2 )

к
/�&�� )8+�/�1� ��I� г.

O� ��� �4-4�� &4(�'� -4�4.��I*"7".1<� V'� -�"� '7� -��+'28� )8+�/�1

9 т  [2 )

K%4��(�M� 'I"+� �� 7',� ?4� K+��� I&1� �.�>� K+�*4+0� г,� V'� &4?�70�
2�?� F� �� к,� �� -�"� '7� +4-��+'28� 78� ?� �&�.7"��.70� 2�M� )8+�/�1

9т�SсT�i
V

�&1� I'�4I4++1� �'K(&1+42'� 7�� �'�4+�� ���+1+0�

Z�7 S(T�U�F<�9т (*) = 0� �� 9т� S(T�U�•9

1��� &4?�70� 2�?� F� �� �� �� +4� K%�(�L70.1� +�� K� F<� +�� K� H(�
Q�V'� *".&'� 7��">� �'�4+��� I&1� ���+1++1

q#>@%� U ��



дорівнює аот, то за теоремою Ролля число їх для рівняна

*т (2) = °
не менше Ж,п+1 і ДЛЯ рівняння

ї«  = 0
не менше £��  бо рівняння

�"���  0
має ще два корені:

�  =  0 і � ���$��

З другого боку, при от >  2 маємо:
l'??.—1 ���'�§� —~ /»2̂ /т?—З

�H� � 	 � � �� � - 8 ��������� / �O ��� � �� � * � / �P ��* �������� / � M�� �� /
(от — 1)! (от— 2)! (от— 3)!

4- Лт_2 •.�:"�5  Лт_! А»'-1 =.- (рт_! (2) +  Лт_1Ат- 1.
А тому, коли от більше трьох, то при от парному

й' (2

а при от непарному

■) =  ат_і(2) І ат +  1 =  50/

!-2(г) і а,
/

г 2 ^  *(�
А \ ,2 2

Фе (2 ) -  - ~ б
Виходить, що при от непарному

ат — я3 — 1,
а при от парному

ат = ат_і — 1 =  о = г:.

Іншими словами, рівняння
‘{-т ( 2 )  =  0

має в інтервалі від 2 =  0 до 2 =  А при от непарному тільки один 
корінь

_ _  А
^  9

а при от парному не має жодного (крім Оі А)
А звідси безпосередньо витікає висловлене нами твердженая 

про незмінність знака однієї з двох функцій

'�#��  і ПрИ неперервному зростанні 2 від 0 до /і.
А
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З формули (17), крім того, після заміни т на /я-М виводимо:
ь и н

_| <рт  (X) сіх =  ]  Фт 1 (х) сіх — Аткт] йх =
о о о

= %т7І(1і) —'{/т -і(0)-~ /4т Лт+1 = — ЛтАт+' (18)
Остання рівність показує, що коефіцієнт Ат з парним інде­

ксом т не може бути нулем і має знак, супротивний знакові
•іт�= %� ���� 3�_ �  �_ � �:

Зате знак (рт 2( ) при т парному і 0 < г < А  збігається 
з знаком А„„ бо при т парному

»т -,(0) =  0, 2(0) =  ЛОТ ! /7- і = 0, 'мт 2(0) = Ат/іт

Зокрема

А, =  -1- > 0  
1 і

(2| = " 5_. 2�̂� <  0 і  4 (г) = - - - 2— ■ >  0 при 0 <    <  А

Переходячи далі послідовно від т = 2 до
т =  4 , 6 , 8,

робимо висновок, що
?4 (2) > 0 , Л 4 <  0, <Ре с  )  <  0, при 0 <  2 <  А,
?6 ( ) <  0, Лс >  0, ф8 ( ) >  0, при 0 <    <  А,

! взагалі
(—І)Ч 2о г) >  0, (— І)*-1 До,. >  0, (—1)*®2*_2 (2) < 0  при 0 < г < А .  

Замість чисел
Л;, Л 4, Л6, Л8

звичайно розглядають інші числа:
В4, Д , Я4,

які відомі під назвою ч и с е л  Б е р н у л л і .
Ці останні числа додатні і зв’язані з числами Лг співвідно­

шенням
(-1.1*-* Я*.4,■ і і. ■

1 • шЗ. . .(2А — 1)2А
Г19)

Щодо функцій

' =  — +  4, 7кхт~1
т\ ‘•т 1 і!

■ А ,
к2хт~2 

' (т — 2)!
■Ат- і к т 1 х
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('� #>� S-�"+�,2+�� -�"� !і=� �T� �%'� 1��.0� -4�+�� )8+�/�#<� V'� ��I��KJ
+1L70.1� �cI� +">� &"34� 2+'?+"�'2<�+4�K�&4?+"2� ��I�(<� +�K"��L70�
) 8 + � / � 1 2 " � $ 4 � + 8 & & � �

O� �F�� �'K(&1+42'� I'I�7�'�",� *&4+� )'�28&"� �,&4��

P�(z)
&—її

�
dmf lx-jr h

~кс)хш
dz

�� -'�&�I42'� т� ���+"2� -��+'28� *".&8� W к.
�4�4K� 74� V'� .�W m� (г)� I&1� �.�>� K+�*4+0� 2<� 1��� &4?�70� 2�?� F�

�� �<� 2�M� 'I"+� �� 7',� ?4� K+��<� 2"� 2'?42'� +�� -�I.7���� 'I+�M#� K�
-4�3">� 74'�42� �+74(��&0+'('� *".&4++1� -'�&�.7"

\ л д 2Ч(х + /г
Ък(г)� 9

H � h dxa
z Tdz -- \ '  d :lif  (x��•�F“Y

h д.х2к $�Ы ( Z , .  Z =

U�A n.hn
8 �d2kf(x  + Hh)

q� d x ^ '
a

(20)

I4� !� -'K+�*�M� 1�4.0� .4�4I+M� *".&'� 2�?� F� �� ��
�'I�7�'�'28� *&4+8� )'�28&"� �,&4��� 2'?+��

�"(&1I8P
�#� ь

q� I b b <Z> )
'� <¡� а

d^f(x  + h — z,
h дх '•

+�I�7"� ,� 7��'('

U�()Агк��WX���oHd � �j�b) (а ,},

-�"+�,2+�� �� 7'28� �"-�I�'��<� �'&"� I&1� �.�>� K+�*4+0� г,� V'� &4J
?�70� 2�?� а� �� Ь,� K��?I"

�%'� K��?I"
f  4 Z) >�F� �� f - k- 'Hzj> � F<�

f ik (z)�Z �F� �� f 2k (z)�Z �F�

�87� F� -'K+�*�M� 74?� 1�4.0� *".&'� 2�?� ’ a z � �
y-���I�<� K� 'I+'('� %'�8<� I�'���7+4� �+74(�8��++1�

I�MP

�j� hdx**

*�.7"+�2Pc

�$D



= І {Л2кьп -
о ,а> 1 " . � Nf BB

х - а

��� .;/.(B(.  І /2*“ 1 �N��( ¢ B ( ! (а)} -

, , ч f 2 ! / ( л' +  А - 2)(р94 1 �"�  > -------—--- ---------%�4�"  =
А. f .;  1

.V я

= �� � .C\;: ��* B ( ���N�  -  ¢ £:;  (а)} —

� ��

О х—а

А з другого боку, якщо ¢ ;� ���  і /-* 2 ���  задовольняють тіль- 
кищо вказану умову, то один з інтегралів

А х=Ь
�.&;(¢�� у _І_ N_�C

9�
�� � „ „ � /.f BB

Ž

/*
 B:N

.  ,(*) А£±А.-_£)
/  А f ��� (

число додатне, а другий — від ємне, тому інтеграл
А  � N

f&¢. (��•.  •— ��
— ��

0 х а
„ „ � f  ( ;

9�

повинен мати той же знак, що й вираз
��.;�BB(.#¢B(�N�(¢D(���a

і бути числово меншим цього виразу; іншими словами

-  Г » „ . «  у
./ т ^  Адл2*

=  N��;̂ B(!�#¢ * -1 (А)( � & ����aX
тт 0

0 <  6 <  1.
§ 11. Числа Д}, Д2, Д3, Д4, . . . ,  можна визначити, як коефіці­

єнти в розкладанні виразу
1______1_

•B— 1 .
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за зростаючими степенями незалежної змінної і. 
Справді, нехай в формулі Ейлера

хі_

/  (х) — е І1 у Ь = а-\-к і т = '2к\

тоді виводимо:
е*_\ а1

е н =  - — Єк + A l <et— l ) e h + А2і(е* — \ ) е к +

а!

+ . . . +  {ё — 1) Є17 +  ІА.Л**-1 (ё  -  1) е 11
і далі

---------- ------ =  Ал +  А2і  А«);—і і 1к ' +  г>̂2к^ 1,
е — 1 і 

де
0 <  в <  1.

і легко можна пересвідчитися в збіжності ряду 

Л,, А 2і , А . /1, . . .  А 2Гл - \ .  .
принаймні для тих значень і, які абсолютною величиною менші 
одиниці, бо з рівнянь (7) витікають нерівності

числ. знач. Л, <  1, числ. знач. А.г <  — 4---- - <  1
2 2-3

і взагалі
числ. знач. Ат -і <

Помножаючи
і

V — 'і

1
� � ( � � � .. + - — — ь — <  і.

(т — 1)1 ті� � � �8 � � �8 � ,

=  1 +  Л +  А 2і 2 А 2і 3 -]~Ат —і 1 -Ь . . .  ( 2 2 )

на

* А - 1 = Т +
Х І  . X і і 1 хН3 х тГ
к 1-2Л2 1 1-2-3/г3 1 •• +  1-2. . . даА* +

виводимо:
х(

>* — і _  х
7 — к +

/ ла 
V 1-і

А * Нх
�� ) к% '� Š �� � �8

•Л,А—  +  А-Л2х \— ■ 
1-2 " /А3

І ті
т—1 і і т~ 1

----------4 , 'А' -
(т— 1)! ) кт

у і /- Іт
C �E �@ �• �(х ) — �@ �MBa�/9�1�< � 9� 9� 9� @ � P � F� 9� 9� 9� /�81

1 3 6



�7?4<

�

Чт <Х) =
i� J T ii � dH~x
(т�G��Tj� dtm~x

Xt
h

Є ~ \
� G � '

A~ m\
d'"_
dtm

_ ^
c'— \

(24)

O� �W�� B� �+74(��&0+'('� *".&4++1� ��I'2'<�� V'� I&1� �.�>� K+�J
*4+0� х,� 1��� &4?�70� 2�?� F� �� h,� �'?+8� /�&8� )8+�/�L� F (х)� 7���
.�2'<� 1�� �� %4K&�*� �+3"><� 2'?+�� �'K�&�.7"� �� 7��",� �1IP

Œ›� �� W7(Ic� �� W7P&c� <� �г ( х ��U�r ‘�T�r��Št • �������� 	� bl� •~ �������� (� �� �� ��[
j� h h

2іт.х� �
[ � а ��Št•�������� s��о ��•~

h
�'4)�/�M+7"� /0'('� �1I8

W�і.кх�
h [ �R�R�R�c

�F<� аи bu а2, Ьг, . . . ,  аи
�"K+�*�L70.1� )'�28&�2"P

h

$�?�L*"� K�.7'.8��7"� /4� 7�4�I?4++1� I'� )8+�/�,� $4�+8&&�<�
�'K(&1+42'� �+74(��&"

h .)
'

Г � '� .�  � т х  ,� :�  
�� •~ � !х ) � Š t • �������� d x � �� G
H� h

а

f *
.� <� �� Wікх(х)� • ~ ������ dx,

h

I4� і,� %4K-4�4*+'<� /�&4� I'I�7+4� *".&'�
��"� т�9 �W� -�'.74� �+74(�8��++1� *�.7"+�2"� I�MP

J (Х)�Œ’£� dx �U
-h Г ,� �� Wтх� <— і M �•~� G� dx =
m J Гт hW�C

G� h�
2 in

h

mG�
<� �� �� Wіжх
(x ) �• ~ ���������

h
dx

1 Lejeune-Dirichlet,� £‹€� zr� Št‘¡—€†—‘Š—� •—•� •Ÿ€a—•� u€a†t‘t~Ÿu€a•‹—•<� •‹a� •—€J
¡—‘u� À� €—š€Ÿ•—‘u—€� ‹‘—� •t‘Šuat‘� r€‚au€ra€—� —‘u€—� •—•� za~au—•� •t‘‘Ÿ•� S’—‹¡€—•� ¢<�
���G �AWT�� Heine.� •r‘•‚‹Š–� •—€� ¾‹†—z•‹‘Šuat‘—‘<� wA�G�!D�

�AE



%. , . "�  , ;  
<?т (л) э т  % 9 ��

"�ª
^ � � / 2гих �(�Œ� ���—��)¥�(�(&� �•—

;� 1� � . "ª � �
- lГ J  £ � _ C � V ( ;( � £B

Покладаючи же ����"�  знаходимо:
Й �

Œ ?*(■*)
"�  ,с о э ------ �  �%

;
2 .� �

;� +� �� "� � �� ; 3
х ----------э т ------------ �  � � ----------

2 / ;  4 ^ 2

1� � . . 2гих А 1 / � ;� +/ а,(л) в т ------ �  (  -  | х ------
]  ' /г 2гя ��  \ 2 /

/г \ 2іях
соб------ �  ���)

Звідси робимо висновок, що при /я парному

2 1� � 2гях , 2 ( — І) А”
%  ¥».(■*) со¨%(% 4. ���(
;� ��� ; ��  _?

Г  <рт ( х )  ЄІП —  9 ���)�
��� ;

а при �  непарному

2 Л , . . 2гёх , 2 ( — 1) ' А’"
— шт (х) эт  — ( 9  = ------——------ ’
;� �•� l� ;  (2т)т

/* ".„ 
І ' х )  с о б  - ■ - �   =  0 .

А
З формули (20), параграфа 10, витікає

®т (х) �„  — ��;

Отже, для всіх значень х, що лежать між 0 і ;�  ми можемо 
написати формули:
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і

Фм (*) =  — А 2kh2k-
2 ( — 1)»+^-* X і

(2^)2' Z

С05
2 ' к л

і  о

1 sin -2 і т . х

, 2 (— 1Уг 1/?2i+1 V  H
ЧіЧ \ (Х)-  j 2 г: у• ■ ' 1і- 1

(26)
і-Л

де к—яке завгодно ціле додатне число.
Якщо ж прирівняємо х  нулеві, то формула (25) дає розкла­

дання А21 у визначний нескінченний ряд:

А и-:
2 (— ї)*+х

(2т;)« 

Наприклад,

J  1 , J_
2а* "

+  • - •

Аа =

а ,-

А к ■■

1
12

J__
720

♦L _
50240

. 2кг 
— 1 
8k1 
і

82-«

! .  , І  , і

22 Т 32

1 + 1

1 +  — +  — 
2е З6

4-

L  • 1
З4 "%* 

1

а тому

9"

94с

“  і 7“ ~Т ~г -+ — +  тг ~т2а 3а 4а 0" 6 а
]

~  1 +  ~ +  гу +
1 1

+  ^
24 З4 44 5* б4

, , і , 1 1 1 , 1= і + — ~І---- � Н----2« З6 4« ’ Б6 б«

(27)

Формула (27) відограе важливу роль при розв’язанні питання 
про збіжність або розбіжність рядів, що їх одержують з фор­
мули Ейлера.

З неї можна, 
ряду

при

наприклад, зробити висновок про збіжність 

1, AJ,  A2t2, Aat3, AJ*

. — 2и <  t  <  +  2т:
про розбіжність того ж ряду при

і% 5а (2тг)8.
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Adams.� ˆr‚z—� t•� u–—� ¡rz‹—•� t•� u–—� •a€•u�• a | u ¤� u ¹ t � ‘‹~‚—€•�
t•� ˜—€‘t‹zza� SŒ€—zz— •̂� }t‹€‘rz� hwT�

В, � �
�

h�wDw�A�
�Ah

в.. U �
: �

В\2 ~
WA!A�!DF���

WEAF

� < U �
DW

в іа =
hwwA�FA

!

В, U �
B�

w�D�U
W�AED�D�!�FW��

hEF

� , U w
!!

w <<U
h!��whD�W�E!FFw�

�DAWW

В,
!�� в ]Є~

EEF�AW�FD�W�E
WE�F 'k

� <
E

В\7~
WwE�E!hEh�whA!E

U ! !

ВP�
A!�E

Вц =
W!A�w�WE�ww�AFwAD�EEAEA

w�F ������F

В,
DAh!E

В —
W��W���A��Ah�D�ww�

E�h !

В�L
�ED!��
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W�!�FhW�E�hD��!DD��� WWFw�
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Застосування формули Ейлера

§ 13. Формулою Ейлера користуються для розв’язання двох 
задач: для обчислення інтегралів . для обчислення сум.

Її застосування до обчислення інтегралів ми покажемо на 
одному окремому прикладі.

Нехай

� @ ’ f . c � Œ Œ Œ

/  #g��ll

Тоді

Я * )  =

_ �_
1

-1

�  =  0, 1, /? =
1
ю ’

�  = б .

------------ > / "  (г) =  ----- . Г "  ( г )  = -------- 6-
(1 +  г)2 (1+ *)’ (1 т г ) ‘

����(�

формула Ейлера дає
і

24 
(1+2

¢!�"�6 � �	� �

711ьг7

4

2^
20

1 1 1 1 1
% ---- І--- - + ----[-

10 11 12 13 14

1 \ 1 / 1 — 1
■ " � 1200 ' 4 7200000

______________ �_	� _ _________

3204000000

!5

7 '

2
іб

і — 2_\
64

де
0 <  9 <  3.

Зробивши викладки, знаходимо:

----і------З-----1------1------(----- 1---- -(------4------1----= 0,7187/1403
10 11 12 13 14 15 16 17 18 19

■ — ( 1 — — )
20 \ 2 ./

1
1200 \ 

6

1

■ 0,025

= — 0,000625

7200000 \

___ �
3204000000

� 1 — — ) = +0,000000781.
16

2__
64

0,693147184 

) <  0.С0000С004.



З ТОЧНІСТЮ до 1 можемо покласти

Г йг
J  1 + 2

2-Ю8

: Іое 2 =  0,69314718.

§ Ї4. Припустимо тепер, що п число дуже велике і тому 
безпосереднє обчислення суми

ь
^ / ( х ) = / ( а ) + / ( а  + к )+ /{ а  + 2к)+  . . .  + / ( а  +  [га — 1]А)

завдає великих труднощів.
Крім того, припустимо, що при якомусь певному значенні т, 

малсму порівняно з п, додатковий член формули Ейлера дуже 
малий. При таких припущеннях формула Ейлера являє собою 
більш-менш зручний засіб для наближеного обчислення суми

‘9if (x )  = f(a) + f{a + k ) + f ( a  + 2h) + . . .  + / ( а  +  [я — 1] А),
а Ь

якщо тільки інтеграл j  / ( х ) й х  і інші члени правої частини
а

цієї формули обчислити легко.
Наведемо декілька прикладів такого наближеного обчис­

лення.
Нехай

= а =  100, & = 1000,
х

Тоді

Ґ і г) — ■— —»zг
Ґ"(г) 

—  120

/г =  1,

— 6
г*

т — 6.

і формула Ейлера дає 

100 ' 101 102 999
І0£ 10 +

2
1

100

_ 1
Тоо2 10002

6 (
1

■ ч +10С04/720 \ 1004

129 /  1 1 \
3024 \  100е 10006/
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формула Ейлера дає:
оо

1
у і = І

�B�  Ÿ
-і___ 1

�� � 1)" (л--г2)а � � �� ����� � � � ����

1
(а — 1 )х’~1 2ла

1 + л , Л - -  +  л / < * + '№ + ;
А" X«"

а ( а + 1) (а +  2)(а +  3)(а-М)
+  ----------------- г----------------г

а (а +  1). . .(а +  2/г — 4)
+  • • • +*4 ' ------  . ... ..----------  *ггя 2̂—3

,, , а («— 1Ь • • (ж +  2£ — 2)
 ̂"7. "V - &--1

де, як раніше,
0 <  0 <  1

Числове значення відношення
я (а 4- 1). . .(а +  “ &) , а іа-г-1). . .{я — " ; — "�

-----  : . і. ------------------------------------�  2/г_}-2 

дорівнює
g�B(  2І (1

•2 �

, +  ..А...
(а+  2; — 1)(а-г 2<?) з-* ч-̂ +:

4л2х 2 1 і __А__ __1_,2* -Г 322 І 422

і при досить великому А яке завгодно велике.
Тому ряд

— е . — , _ і _ ,  д , л  .
(2 — 1)АЯ~'1 " !!(� g�  1

розбігається.
Проте при великих значеннях   і не дуже великих значен­

нях к сума
1 1 . 2 — -Т Нг---- . . -М«_2

а(а +  1). . . (а +  2£ — 4}
і.*4 2*—.1( я — � � � g �(% � ! � "   

яку ми позначимо 5^, дуже мало відрізняється від суми 
1 . 1 , і , і----р----------- і------------- [------------- р

А* І А —  1)* � + \ ( . 2 ) *  (А  +  3 )*
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Зауважимо ще, що з усіх чисел1

*$і — ■
1

(а— 1) Xі—1 2ха

найближче до суми
1

— 5ц + Л2 — ’
rK�#�!

53,• • •» 5̂ » 1 , . . .

1 1
х* ' (х-+- 1)а (х +  2)а %

підходять такі два

Бка та 5&3#! (або три 5 йл, 5*,-! та 5704-3 =  •$*„), 
яким відповідає найменший член

а (а +  1). . .(а +  2£0 — 2)(   1)Й0—1 Л2*„

ряду
Л,

а
А.

а̂-\-2кц—1

а (а +  і) (а +  2)
0B)С ;-3Ла+1 X"

Л а (а+ 1 )(а  +  2)(а +  3)(а +  4)
л о -

і число &0 визначається нерівностями
(а +  2А0 — 3) (а +  2&0 — 2) Лг*,,

. < 1 й
-̂ 2*0—2 (

(а +  2&0— 1)(а +  2й0) А2и„+-і

або
m �@<2*о

1 +
1

(а -}- 2 а? 0— 3)(а +  2&0— 2) 22*»
4тс2х2

< 1 й

1 +  2 ^  +  " '

(« +  2/г0 — 1) (а +  2Уг0) 
4п2х 2

1 22*».

1 + 22*о

1 Тут ми припускаємо, що при необмеженому зростанні індекса к відно 
шення

— (а+2к — 3) (а+2к — 2) Л2Й
х2Л��� �

переходить через одиницю тільки один раз.
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N'%� ���V4� K 1̂.8��7"� .-���8<� K�.7'.8M2'� )'�28&8�SWhT�I'� '%J
*".&4++1� .82"

.'

1 +  1 + І + і + і + . . . _ у і
WA� BA� DA� wA� Y ( A

�
��"� х = 1 � �� ��U �A� 2�M2'P

� �
(а — 1) я“- 1 2

]_1_�
W�х*

� > А0

�д <*(я +  1)(я +  2 ) ____
D� Xа 12

л� �S�[ �TS��[ �WTS��[ �ATS��[ �DT� i� �
Лл -- 9

х°~ь� �W

я� �S� [ � TS� �[ �WTS��[ �ATS��[ �DTS��[ �wT�S�[ �!T� G BH#�������� ������ ������������������������� �������������������q� ������
ла+7 20

\'�U �W9
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і

D�
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D� �W
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�� )'�28&�� SWhT� I�M� I&1� +4.��+*4++'#� .82"<� 1�8� 2"� �'K(&1I�M2'=�
7�&0�"� 7���� I��� (��+"/�P

y�

1 ,2 5 > 2 ^ >1,166666” ”1
Q�V'� ?� '%*".&"2'� .-'*�7�8� .828

��[ �G�[ �G�[ �G�[ ����[ �G [ �G�[ �G [ �G U�<��!wA��hw!ED�
WA� BA� DA� �wA� %A� EA� hA� �A

�� -'�&�I42'� I�&�� &�U ��F<� 7'� �?4� -�"� к =�D� K2'?42'<� %�K8L*".0�
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+  0,005

А саме знаходимо: 
1

� / � T

-  --- --------- =  +0,0005
2-Ю3

- — — =  +0,000025 
4 104

- — %  =  — 0,000000083333.. 
12 1С6

— —  =  +0,000000000833.. 
1210;

- — —  = — 0,000000000015 
2010і0

0,005524917485 
+  1,196531985674

1,202056903159
і тому

1,2020569032

1
З ТОЧНІСТЮ д о  ---------------

2-Ю10
§ 15. Одним з найголовніших наслідків формули Ейлера є 

формула Стірлінга, якою користуються для наближеного об­
числення логарифма добутку

1-2-3. . .(я — 1)я.

Бажаючи вивести формулу Стірлінга, покладемо, що функція 
� � � �  задовольняє такі дві умови:

1) � E� ���  зберігає один і той же знак при всіх парних зна­
ченнях �  і при всіх значеннях 2, якщо тільки z >  а;

2) lim { f m (z)} �  0 при всякому ��
�—̂-со

При цих умовах можна надати формулі Ейлера такого вигляду: 

S^fiz) =  Фк(Ь) -  Ф * (а) +  S , (Ь) -  Qk (а),
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де

F � � � � �D �? � � � � � � � �� �� �� �0 �� � �@ ��� * � /� � / � � � � � � �*

а

+ Аік̂ - Т л - 3 (*),

X

2 � M�( X )

■“ і

~ / 2* (а  +  KK — ��  +  ■ ■ ■ +  / 2*(а  � �������� � � � � �
її

'Рак(г) Лі

бо поперше, при а ;> а, як доведено в § 10, мають місце нерів­
ності

/ І Ґ  (а +  її — 2 ) +  . . . + / а*' ( А +  ПІІ — г )} <Р2ь( )
о < А-іаА2* и ^ - Ч х )  — Я*--1 {х+п/і) } 

які доводять збіжність ряду

�
у-* (а +  її — г) л ^  ^  [ / и  ( а  +  я/г — гф

<1,

?2/; (г)йг.

і, подруге,
Н

ЙА.(6) — і2/,(а,= у

г

р к{Ь + Іі — г) + / 2і' (& +  2/? — 2) +  - ■ • 
її

Ч3к (2) «г ■

¥гЬ(2) <*г = 
її

. , кЦ й2,
її

Замінимо тепер Ь на а і, розглядаючи а як число дане, а а 
як змінне, покладемо:

— Ф к (а) — 9 ь {а) = Ск.

Таким чином ми приходимо до формули:

G � � � * � �D � �� �� �& � � H � � - � � йх - \ -AJ ix )  � �@ ��*�/� (а) � � � ! "�#� �G
АаЛ ік шУ

+  .. • +  (X) +  а* (а). (29)
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�87� Ск� +4� K�&4?"70� ��I� х,� �� )8+�/�1� vXS|T� �%.'&L7+'L� �4J
&"*"+'L� 24+3�<� +�?� I'%87'�

U � ��3� / г ^ {  f b - i  {х)�G (Х + nh))t
ПGY�''

�� 2�M� 'I+��'�",� K+��� K� /"2� I'%87�'2c� �+��34� ��?8*"<

v•Š�S�Y.T�U � ��3
( н6$7(x-\-h ��-��. ���� �. �/��#�� -nh �+� -�

h ��0 �!2��1-
U�!А ^ - ' / м - Ц х ) , � SB�T

I4� F�Z ���Z � ��
�".&'� Ск� +4� K�&4?"70� �� ��I� к.
y-���I�<� -�"� к =� �� )'�28&�� SW�T� I�MP

8���-�� = Ci .� j -  2 �f ( x ) d x  .� A , f  (х)��� Яг {х),
а а

I4
Ås�S&T�U �bAJif  (х)� �� F�Z �!�Zy���

�'���+LL*"� I�&�� /4,� '��42",��"-�I'�� )'�28&"� SW�T� K�K�(�&0J
+"2<� �"�'I"2'P

Ct�[ �¬j� (х)�U �Ск + A J i f �SXT�[ �� � � [ � Atb-JiXX�AH WÆ� A�(х)�[ �v�X� (x).
�".&8� x � 2'?+�� +�I���7"� %8I01�'('� K+�*4++1� �%"� 7�&0�"� х �

%8&'� %�&034�а.
$8I42'� ?�:K%�&038��7"� х � +4'%24?4+'�
�'� 82'��� -�"� +4'%24?4+'28� K�'.7�++�� х � �.�� -'>�I+�

f ' (x ) ,  f �SI4T<�f ”( x ) , . . . , f * - ' ( x )
+�%&"?�L70.1� I'� (��+"/�� +8&0�

�">'I"70<
Œu U� za~� Sv �[ �v Y | TT �XGyryo

U ���3�oy5�[ � A J i f �S X T [ � � � [�A ^ h u - z f M -Цх) �[ � в к (х)}�U=�Ск,
Я— > о о

V'� ,� 7�4%�� I'�4.7"�
��K0242'� )8+�/�L� H S ‡ T �U �zt†‡�
�'>�I+�� т �('� -'�1I�8� ��I� zt†]<

dm�zt†z� i SG �T;�� � �� W x A� � �S1� �G��T
1-�� -�

2�M� K+��� 'I+��'�",� K� SG �TE;� �� �<� 1�V'� z � +4'%24?4+'� K�'.7�M<�
+�%&"?�M70.1� I'� (��+"/�<� 1��� I'���+LM� +8&4���

���"2� *"+'2� 8� )'�28&�� SW�T� 2'?42'� -'�&�.7"

HS]T�U�zt†]<�а — І,� �U� �<

149



після чого одержимо згадану вище формулу Стірлінга:
g—1

log [1 • 2 • 3 .. �# �% 1) jc]� @ A B C D � E �% AB C F G�=

1 і • 1 -2
%��� J+xt �  —   -j- —- log   -f � � ---- f- �  4 — -— b

2 J� J3

1  • • • +  l ak- t - - '  1 2 ' 3 ' :' , ' (-.12 / г / _ 4 )  +  2 F (Jc),

де
,<  (л:) =  6�

1 • 2
w

J‡o:7

�� ��"<  — 2)
,24-1

�� � �

(0 <  6 <  1).

Користуючись формулою Валліса
�  _  . 2 • 2 • 4 • 4 • 6 • 6. . . 2« • 2« 1
2 m�%dp \ 1.3-3-5-5- 7. � � � "$% � � � "$5 	 �1

доведемо, що стала �  в формулі Стірлінга дорівнює — log2т:.
2

Для цього з формули (31), приймаючи в ній < =  1, виводимо:

log [1 • 2 • 3 .. .ге] =  С +  /ге-}- — bog  я — ге+  2, (ге) 
і

log [1 • 2 • 3 .. .2ге] =  C+2relog2re — 2ге+ — log2re+ 2 х(2ге) =

=  С +  ̂ 2ге +-^-j log 2 +  2̂ге +  log ге — 2re +  2j(2re).

Далі з допомогою простих перетворень одержуємо:
2 • 2 • 4 • 4 • 6 • 6 . . .  2ге • 2ге І 2-4- 6 . . . 2ге  )2 1
1 ■ 3*3-5-5-7.. .(2ге — 1) (2ге+ 1) 

_  j 2 ■ 2 • 4 • 4 . . . 2ге • 2ге |г 1
|1 • 2 • 3 • 4 . , .  (2ге— l)2rej 2re-j-l

1 -3-5. . . (2ге — 1)1 2ге+1 
-  (2 • 4 • 6. .  .2ге)4 1
"" (1 • 2 - 3 - 4 .  ..2ге)2 -2ге+1

24л( 1 • 2 • 3 . . .  ге)4 1
(1 • 2 • 3. .  .2ге)22ге 1 + 1

ге

Logf- 2 • 2 • 4 • 4 • 6 - 6 . .. 2ге • 2ге |
+ 1-3-3-5ІГ-7. ..(2 л — 1)(2и +  1)І 

4̂ге l og2 + 4 l og(1 • 2 • 3 . . .  ге) — 21 og (1 • 2* 3 . . .2ге)

- l o g 2 « - l o g ( l  +  i ) .
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4л log2 +  4C +  (4ft +  2)logft— 4л +  42, (ft) — 
-(4 « + l)lo g 2  — 2 C — (4� �  1) log ft +  4ft — 2Ql {2n) —

— log 2 — log ft — log  ̂І +  j

=  — log 4 +  2C +  42г (ft) — 22j (2ft) — log f  1 +

Тепер залишається тільки необмежено збільшувати л, і ми 
одержимо:

звідки

lo g y  =  — log4 +  2C

С = — log 2тс; 
2

бо при необмеженому зростанні п вирази

2, (2л) та +

наближаються до границі, що дорівнює нулеві, а вираз
'2 • 2 • 4 • 4 • 6 • 6 . . .  2л • 2лlog

1- 3- 3  -5-5 • 7 .. .(2л—1) (2л +  1)

до границі, що дорівнює log-

Отже,
log[1 • 2 • 3. ..я ]  = — log2'Tw +  (x +  —j l ogx  — я +  

2 1 2 /
1 • 2 • 3 . . .  (2k — 41

+  А2 —- +  — -— h • •. +  Avk—z
х yZk—з

де

2к (■*•)- / {
�� �������	�� —  ��� �� • 2 . . .  (2k— ���

(дс+1 — z)u  + {x + 2 — z)2k

=  9Л,

(при h = 1)

1 - 2 - 3 . ..(2Л — 2)
—1

2* (jc), (32)

••• (2)^2 =

/j�M�N�M��1*� /881

Ф о р м у д а  С т і р л і н г а

log [1 • 2 • 3 . . .  я] =  — log 2тг +  ( я +  —\ log я  — я +  A2 —
�� �� �� � � �

+  Л4 Ь 2
я"
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�"<)( H � < Q 1 + 2 ^ + -- •
2т:Ъсг 1

1 • • -
мало відрізняється від

�•  +  1.

Для прикладу візьмемо спочатку  %�  і потім лс=100. 
При  ��  1 маємо:

log [1. • 2 • 3 . . .   … =  log 1= 0 , { x + ^ ) logx =  —  log 1 = 0  
2

g ( =  1,

- а » %
л:

1
12

=  —  0,08333..

�  1 ,2 . 1 =  +0,00277.
4 л 3 360

- л 1 2 ; 3 ' 4 -
! g .

1
1260

= — 0,00079.

• 1 . 2 - 3 . 4 . 5 - 6 , 1 =  +0,00059.
Ав ‘ 1680

А 81 1
=  — 0,00084.

Л і ° л 9 1188

А  10! 691
=  +0,00191 .

Л,2х» 2730-132

і на підставі формул (32) і (33) можемо зробити висновок, що 
числа

1, 1
1
12 360 ’ 12

1
360

1
1260

1
1680’ " '

більші за — log2it, числа ж

1
12’

1 _  1  + _ L_
12 360

1
1260’

�_
�� 360

1
1680 "

1260
__ �__
1188’

навпаки, менші, ніж — log2rt.

53-



З  ус іх  цих чисел найближ че п ід хо д ять до —  log 2ті так і два:

і
1

12 360 1260

1 . 1  1

1
1680 

=  0,9186

=  0,9192 ( з  точністю до

(З ТОЧНІСТЮ до

1
104

JL'
10412 360 1260

Таким чином формула Стірлінга при х — \ дає нам дві нерів­
ності:

1 , 1  1 1 _ 1 . � O � � � « 11
12 360 1260

—1— >  — log 2те >  1 — — +  
1680 2 12 

1 1
360 1260

Покладемо тепер л =  100.
В цьому випадкові досить скласти п’ять чисел:

— 1ое2я«> 0,91893 85332 0 4 ...
�

л; +  =  462,81960 36918 03. . .

— х =  — 100

— = 0,00083 33333 3 3 ...
л

1т А  =  _  0,00000 00027 П  .. .

А 2

щоб одержати таке наближене значення для log [1 - 2 - 3  
яке відрізняється від справжнього менше, ніж на

100]

2 • Ю10 

1
2 • Ю10

А саме знайдемо:
log[l • 2 • 3 . . .  100] =  363,73937 55556^3 точністю до 

Формула Стірлінга дає можливість визначити 
log [I - 2 - 3 . . .  100]

і з більшою точністю: треба тільки взяти більше членів і в кож­
ному з них виписати більше (точних) десяткових знаків.

Спинимось ще на тому випадкові формул (32) і (33), коли 
k - \ .

При k =  1 ці формули набувають такого вигляду:

log [ 1 • 2 • 3. .. х] =  — log 2я +  
2 {Х+Т logx — .K +  QjCx)
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� ��S_XT�U �I � s ......................... [ - . , .  - і - .
)� S…[z �G�z f  ( x+ t lG� z)� G b<n�G� z f � ¢

: ' ��� . :% dz.

-��

� z ( l - z )

�

2 (x+ti — z f
¢

(xf-ti) � Sx- f -nG �� )dz �
2 (x + n�G� z f �

�

r (2x +  2 n — l)dz �
і 2 J  2 (x + n G� z )

dz =�G� j� G�[ � J
'� 3

<� �� p�<� x�[ � nx + n ������ zt†������������������� g�R
W�) x + n — ��

A
W � W � A S 1 �[ �:TW� W � A � D �( x + n f  2 - 4 - 5 ( x  + n f

<� D� �� �

�� 7'28
W�w�!S&�^ n f

j- � Z
�W�(x + n) (x + n G��T

Q1�SRXT�U �x + — )� zt†
�

X� �

iH(-c+f ) ios
1�[ �W�
x - f \

Z �D � � � ��U �i •
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А з нерівностей (35) виходить, що відношення
1 • 2 • 3 . . .   
+A";   ™(  

1
міститься між 1 і •œ  і наближається до границі, що дорівнює 
одиниці, шри необмеженому зростанні х.

На цій підставі часто в наближених обчисленнях замінюють 
добуток

1 • 2 • 3 . . .  л:
виразом ___

у" "U—�— š: �
§ 16. З розкладу

log [1 • 2 • 3 . . .  я]
в ряд Стірлінга легко вивести розклад логарифма добутку

1 - 3 - 5 . 7 . . .  (2 jc — 1)
непарних чисел в якийсь певний ряд.

Справді, треба тільки з 
log [1 • 2 • 3 . . .  � "  — ��" …� % -і- log 2т: + log 2л:— 2л; +

+  А2 — +  ... +  ~—Ь (2л:)
"  (2л)“ - 8

відняти
log [2 • 4 • 6. . .  2л:] = — log 2т: -f- �   +  —  ̂ log   —   +  А, — + . . .  +  

2 V 2 /  

+  �‡�<—2 %%   2 +  2;. (л:),

і ми одержимо

log [1 • 3 • 5 • 7 . . .  (2л; — 1)] =  /.* +  -^-jlog 2 +  л :^ л :  —   —

— — � "  — ( і ------— � � �Z(�� — — +  ,<��" ��%�,<  ( �
"�   I 22*—3 / JZ:W� � v ;

Ряд

26
U

1• 2 • 3 • 4 
л5

теж розбігається, але при великих значеннях   являє собою 
дуже зручний засіб для наближеного обчислення

log [1 • 3 *5 - 7 .  � " — 1)].
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Наприклад, досить скласти три числа 
1000,5 log 2 =  693,49375

1000 log 1000 — 1000 =  5907,75527
— .---- ------=  — 0,00004

24000

41502 25 ... 
89821 37. . .
16666 66 ...,

щоб одержати таке наближене значення логарифма добутку
1 - 3 - 5 - 7 . . .  1999.

яке відрізняється від справжнього менше, ніж на 

А саме знайдемо:

1
�� �� �I�5�

1log [1 • 3 ■ 5 • 7 . . .  1999] =  6601, 24899 14657 (з точністю до
1 \ 2 • Ю10
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Розділ IV

Про рівняння в скінченних різницях взагалі

§ 17. Розглянемо тепер рівняння вигляду
ф (* , /(* ) , л /  �� ��� �!� �h� � � � � � � S0�� f i x ) )  = 0, (36)

де Ф позначає якусь дану функцію незалежної змінної х, неві­
домої функції f ( x )  і різниць різних порядків від f(x):

* f ( x ) = f ( x + h )  — f ( x ) , . . . t Am/ ( x ) =  Лт~1/ ( л  +  Л) — А»г-і/(л ).

1 Параграфи вказані за французьким перекладом Pezenas (1749 р.).
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B� I'-'2'('L� ��I'2">� )'�28&�

¥ і х ) = f ( x  + h)—f(x),
(х) f ( x  + 2 її) — 2f(xJr h i+ f (x ) ,

Xmf  (x)�U �H �(x�[ � mk)— �  ! " �[ �S~�G� � ) h) ~

+ m̂ rL ^ L f �Y �[ � i � 2T�h^— . . . ±  f ( x )

2'?+�� ���+1++L� SA!T<� 1�4� K�470.1� � � � + 1 + + 1 2 � 8� . � � + * 4 + + " > �
� � K + " / 1 > <� +�I�7"� �� 7��'('� �"(&1I8

W (х, f i x ) ,  f { x  + h), f ( x  +  '2h),..., f  {x + mk)) =� •9� FwET

I4� � @� -'K+�*�M� I�+8� )8+�/�L� ��I

R…<�f{x)i f ( x  + h ) , . . . , f ( x  + mk).
	��-��"<� K� I'-'2'('L� )'�28&�

f ( x +  к) - f ( x )  +  bf{x),�
f ( x  + 2h)=;f(x) +  22if(x) + b‘zf(x ),

/ (х  + тЬ ) = ; (х )  + ~ ^ ( х ) +  т і "1� jT�^ ( х )  + . . . + ^ ( х )
�� �� X

&4(�'� �'?+4� ���+1++1� �"(&1I8� SAET� K�4.7"� I'� �"(&1I8� SA!T�
B� I�'>�)'�2� SA!T� ��SAET<���1�">�2'?+�� -'I���7"����+1++1� �� .��+J

*4++">���K+"/1><� 2"���II�M2'� -4�4��(8� I�8(�,� SAET<�1�� K�8*+�3�,�
N'I'� +4K�&4?+'#� K2�++'#� х,� 7'�#,� 2"� %8I42'�+�I���7"�7�&0�"�

7��">� K+�*4+0<� 1��� ��I��K+1L70.1� ��I� 1�'('.0� I�+'('� *".&�� а�
+�� /�&4� *".&'� ��K��� 8K174� к;� '7'?� х � 8� +�.� %8I4� -'K+�*�7"�'I+'�
K� *".4&

а G�WE(<�а�G� її, а, а + к, а + 2 к � ��[ �AH(

��"� /0'28� 2"�2'?42'� -�"-8.7"7"� а —�F� �� к�U � �<� %'�K�2�.70� >�
2'?+�� ��4.7"� �� �+38� K2�++8� г,� V'� -'� 1̂K�+�� K� х � ���+1++12

х =  а +  кг
�� -'K+�*�M� 1�4.0� /�&4� *".&'�<

�2'�"2'.1� V4� I&1� �'�'7�'.7�� -".�7"� у х� K�2�.70� / {х ).� �7?4<�
2"� -4�4,I42'� I'� ���+1+0� �"(&1I8

D@�(х, у х, у х���1<�ух� 2<�R�R�.Ул т)�U �F� Ah

�<� +�I�L*"� K2�++�,� >� 7�&0�"� /�&">� K+�*4+0<� %8I42'� �'K(&1I�7"�
�'?+4� 7��4� ���+1++1� 1�� /�&�'2� ���+'K+�*+4� .".742�� %4K&�*�
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рівнянь
^  ( 0 , У 0, У і , У 2, - - - > У т )  =  о ,  и? (—  1, ( � 1�� ( 	�� ( ��� . . - . , у т- 1) =  0 ,

' Т ( 1 , У і , у 2, У 3, . . . , У я ^ і )  =  0 , \ Ь ' ( —  2, У^2,У-и У0, . . . ,У т -2 )  =  0,

(2, У2, у  з, У 4, • • •, У т  -з) = ОД' (— З, у_з, У —2) У - 1 ...........У / п - з )  =  о,
(3, У з,  ' –�  У5- • • • > Ут+з) =  ОД (— 4, у_ь У—з, У—2.. . •, Уш-4) = О,

Такі рівняння зустрічаються дуже часто при розкладанні 
функцій в ряди, при чому

• - • ,У—з, * —2, У - 1 ,  Уо, У і ,  Уз, У з ,  

відограють роль коефіцієнтів.
Зауважимо ще, що в деяких питаннях змінній д: можна нада­

вати лише додатних значень, і тоді, зрозуміло, в системі (39) 
залишаються тільки рівняння першого стовпчика.

Для прикладу спинимось на розкладанні в ряд по зростаючих 
степенях якоїсь нової змінної . такого дробу:

1
І + З ^ + ^ + г і 3

Нехай це розкладання буде:

• • 5*B‡5*B5C—���51 +  5г +  7г2+ г
Тоді
1 =  (1 +  5£ +  7£г +  3̂) (’Уо +  уД+Уг 2̂ +  У?7п+  • • • + У х ^ +  . . . )  =
=  Уо +  (5Уо +Уі) . +  (7у0 +  5уг 5 ' ����  +  (у0 +  7у, +  5у2 + у 8)гі3 +

+  (Уі +  7*.  +  5уз +  У4) +  • • • +  �*  +  Ту,: 1 +  5у.< 2 +  *  -з) �  3 4-

і звідси виводимо:

Уо =  Ь 5уо+Уі =  0, '  �  5, 7у0 +  5 у ,+ у а=0, У г ^ ’В,
Уо~Ь7Уі~!"Зу2+Уз =  0, Уз=  — і + ' 35— 9 0 = — 56,
Уі Д 7у2 +  5уз+у4—0, У 4 — 5 — 126 +  280=159,
у ,+  7уя +  5у4+ у б=0, у 5 =  — 18+ 392 — 795 =  — 421,
У 3 +  7У4 +  5уГі +  у6=0, у6=  56 — 1113 +  2105=1048

*  +  7*  т і +  ¥*  -з +  * +з = 0.
Таким чином ми приходимо до рівняння 

*  +  7у*-(.і +  ¥' 5"(#(*  гз =  0,



з допомогою якого по трьох коефіцієнтах у д = 1, у г= — 5, ==18
легко обчислити ПОСЛІДОВНО Уз, _у4, ус, у б, . . .

§  1 8 .  Рівняння (38) ми будемо звати р і в н я н н я м  т- го 
п о р я д к у  в тому випадкові, коли в ньому ДІЙСНО Є ух І L6)� �
і коли з нього можна виразити у х як функцію від

X, Ух - ї ї  Ух-\- , • • •  > Ух\-ті 
а L6�D�  як функцію від

X, Ухі Ух Г1> • ■ • і Ух^т—и
Якщо в заданому рівнянні (38) немає у х, то способом змен­

шення х  на одиницю чи на два чи на три і т. д. легко пере- 
твбрити це рівняння в рівнозначне йому інше, в якому вже
Є ух-

З цієї причини ми можемо обмежитися такими рівняннями 
(38), в яких дійсно є ух.

Візьмемо, наприклад, рівняння

^Ух -г ЗДух Дух ~х.
З допомогою формул

Ьух= У х ^— Ух
і

Ух =  Ух+3 — 3_Ул'4-2 +  З_у.ї)M! —у х
воно зводиться до такого:

Зу,+2 Ух—з — X,
в якому немає ні ух, ні у.г+1.

А після заміни л: на де— 2 одержуємо 
порядку

Зу„ у.ї+і ~  х  2.

рівняння першого

Відповідно до цього ми звемо рівнянням першого порядку 
і первісне

2Ух +  ЗДух — Д Зух=д;.
Покладемо, що запропоноване рівняння (38) т -го порядку. 

Йому можна по бажанню надати одну з таких форм:

або
L6/��  — O�P7� L6& У.ї + іі • • • > L6�D� �—і)і  

Ух = <я (X, у.,+�, Ух ;  , , Ухі-т)-
Разом з тим, звичайно, систему рівнянь (39) можна замінити 

рівнозначною їй такою:
Ут = 9 (0, у 0, Уи--- ,Ут-!), У� �  = “ (— 1, У � , Уи Ут-і),

L��  - і  = в(1, Уі, У2, . . . ,  L��7  у_2 =  <в(— 2,у_і, у  0, .. .  , у т-_),
(40)

Ут—   =  9 (2, у2, Уз,. .. , у т+і), У—з,— м ( З, У—з. У—і, • • • і Ут—з),
Ут 3= 9 (3, у 3, У4, . . ., у тн »), У-4«= ш (— 4, у_з, у _ 2 , , Ут-і),
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��"-8.7"2'<� V'� )8+�/�#� В� �� 3� 'I+'K+�*+�� ��.��+*4++�� I&1� �.�>�
7">� K+�*4+0�х,� V'� 2"� �'K(&1I�M2'�

�4�4>'I1*"� I�&�� I'� .".742"� ���+1+0� SDFT<� %�*"2'<� V'� �.��
*".&�

У  ті� *'��@F� У т + �)� '���h)
7��� .�2'<� 1�� �� *".&�

/�00� /��� / � B<� / � D<�� R� R<

2'?+�� '%*".&L��7"� -'.&�I'�+'� 'I+'� -'� 'I+'28<�1�V'�7�&0�"� I�+'

/1� /��� /��2������� /� G��R

�� /"2� '.7�++�Y� т� *".&�2

� 	 � /3� /' < R R R =� /���

2'?+�� +�I���7"� 1�">�K��('I+'� K+�*4+0�
�7?4<� ���+1++1� SAhT�т-('� -'�1I�8� 2�M� %4K&�*� �'K�^1K����

�'?4+� K� /">� �'K� 1̂K���� /�&�'�"7'� �"K+�*�M70.1� K+�*4++12"� т�
I ' � � & 0 + " > � . 7 �& "><

/45� / ��9� /���������5� / 7 G�X

��"� /0'28� .&�I� -�2 1̂7�7"� 74� K�.74�4?4++1<� 1�4� 2"� K�'%"&"�
V'I'� )8+�/�,� F� �� 0T�

��K0242'<� +�-�"�&�I<� ���+1++1

{х + а)ух — (х + а —� �T� i8�� ��U � 0<

I4� а� -'K+�*�M� I�+4� *".&'�
B� /0'('� ���+1++1<� -'�&�I�L*"� >� -'.&�I'�+'� ���+"2

F<� g<� W<� A <��� � �%'� G �<� G W<� GB<

�"�'I"2'P

����U а G�b

��@� � ��@� � а а 4 - �
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якщо тільки �  числр не ціле.
Виходить, що при а не цілому запропоноване рівняння має 

безліч розв’язків, і всі ці розв’язки охоплюються однією формулою

Ух =
х - \ - а —  1 

а  —  1
*  о

і відрізняються один від одного лише значенням довільної 
сталої ' )�  Справа трохи змінюється, якщо а число ціле.

Ми розглянемо два випадки:
1) а=1

і
2) � � 0,

прй чому перший з цих випадків розіб’ємо ще на два:
1) *@®-

2) >\)=0.
При � �  1 .� ( 	� b 	  всі числа ' >� ( ��� ' & так само, як і (  і 

*%2�� ' %’����  обертаються в +со.
А при а =  1 і у0 =  0 наше рівняння

� �5 �� � '  �%� � � 5�� — 1)_Ул4і—10
дає дві зовсім окремі системи рівностей:

Уі = 2У»
3  о

*  з— — З3'и

4
у4 =  —^8=4.\'і,

У-і =  4” - і ,

3  о* & � 	 *(B�ˆ*(>

( 4 ,
У-\~-;уУ.= 4 3 '--!,

�

* @�' х, о
* ( :, =  V—( = ОУ—і,

4 ■

отож і розв’язок його виражається двома формулами:
*7�—*+  при х >  0
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Ух= — -ЧУ-і яри л: <  о,
де у г та у —і можна надати яких завгодно значень.

Так само двома формулами виражається розв’язок нашого 
рівняння і в тому випадкові, коли а = 0: а саме

Vx — (x — 1)у2 ари л ^  1
і

Ух = (1— х)Уо яри Xsgl ,
де v0 і у 2 відограють роль сталих довільних.

§ 19. З різних рівнянь у скінченних різницях ми спинимось 
тільки на л і н і й н и х ,  тобто на рівняннях вигляду

А х У х �� �� 01,) гі + Ct'.v  + • • • А З'і,:у.ї+,,г= Q,, (41)
де

Ах, Де, ■ Д,,..., Т1Х, Q*
дані функції від х.

Припустимо, що
Аг, Де, Сх, . . . ,  м х, Q,, —— і ——

А* ЛГ*
а функції скінченні й однозначні; це припущення потрібне для 
того, щоб розв’язок запропонованого рівняння (41) цілком ви­
значався значеннями:

Уо> У ь  У  i f  • •> У т —1
і ці останні можна було задавати довільно.

Для короткості ми будемо називати Ах, Вх, Сх>. . . ,М Х к о е ф і ­
ц і є н т а м и  і Qx о с т а н н і м  ч л е н о м  рівняння (41).

Якщо ж Qx=0, то рівняння (41) ми будемо називати р і в ­
н я н н я м  б е з  о с т а н н ь о г о  ч ле на .

Доведемо тепер декілька простих тверджень щодо лінійних 
рівнянь (41) з останнім членом і без останнього члена.

Нехай у х' і Ух° є два частинні розв’язки рівняння (41), a zx' 
їх різниця; отож

л,у;( + в ху;хЛ1+ с гу ’х+9 + Qx?

АхУІ + В х У ^  + С х У І ^ Qx

У'— Ул = z щX
Тоді поперше,

АЛ-! .V x — y ’J + B x (y'x+l- - y l +  . • • + М * (у хл.„Г-v* ) =  0-Ух+т1

подруге,

У’х-У * - К >  у'х !�A �� � � � .......УІ = z'tn х+т
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1�'('� K��('I+'� *�.7"++'('� �'K� 1̂K�8� 8�T<�/0'('� ���+1++1� K�1�"2.0�
-4�+"2� �'K��1K�'2� гх� ���+1++1� %4K� '.7�++0'('� *&4+�P

Ахгх�[ � Вх&х+г�[ � Схгх -�W�[ � �� �R� [ �М хгх гПІUF�� SDWT

	4>�,<� I�&�<
_8@� 2," х " � GSXT;@&X� q��9� ���� =_�R�X=�гх

M� *�.7"++�� �'K� 1̂K�"� ���+1++1� %4K� '.7�++0'('� *&4+�� SDWT<� 7'%7'�

Аггх�[ � Вхгх+1�[ � Схгх�_=[� � � � + М хгх _т=0,

Ахях� [ � Вхгх 1�[ � Схгх� W�G����R� [ �_�̂х?л-+т� U �F<

I4

А*гМ�[ � В ^ \ �[ � С ^ +  . . . +  Мхг?)т�U�F�

�4� ?� ���+1++1� SDWT� K�I'�'&0+1M� ,� �"��K

XXU�С'гх'�[ � С''гх + С "гх� [ � 0*>г^

С ' ,  С " ,  С " с<*>

I'��&0+�� .7�&�<� %'

А х (С'г х� [ � С 'гх� [ �_�R�R� [ �y�к)г {к))�[ �

[ � Вх(С'г’л _�>� y

+  Мх(Сг;х_т + С ^ т� [ � � � � [ y S Y T ��T
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можна зробити рівним нулеві незалежно від х і при таких 
значеннях сталих

�!�� �O�� � ' ч
які не всі дорівнюють нулеві: треба тільки задовольнити систему 
�  однорідних рівнянь першого степеня

20 =  �!�)!  +  �O�\\  +  �O7 O�5 � � � �5 � ��  =  0,

г1 = С'21' +  С "г1" + С '" 2 1" '+  ••• 5�k4�  =
г2= С'г2' +  С"га" +  С"'г2"' + . . .  +  С ^ Ц »  ■ г)=  0,

C�Сг-^х @ �D � � , @ �С "г; �…�@ * * �9�@ �DMd� C�j

з /тг +  1 невідомими
�!�� �O�� � !O �� � � �  № :1>.

Справді, поперше, умови
20=О, 2, =  0, г а= 0 , . . . ,  2т—і =  0

необхідні й достатні для того, щоб на підставі рівняння (42) 
вираз г* обертався в нуль при будьякому  �  і, подруге, система 
�  однорідних рівнянь першого степеня з �(#(�  невідомими має 
безліч таких розв’язків, при яких не всі невідомі дорівнюють 
нулеві.

Отже, кожні ��(+( 1) розв’язків

лінійного рівняння (42) �( го порядку і без останнього члена 
зв’язані між собою однорідним лінійним співвідношенням (може, 
навіть і не одним)

�!� \  + �O"—O5 . .  . +  - �( �N#�  : ««О,

�!�� >

не залежать від   і не всі рівні нулеві.
Розрізнятимемо тепер два випадки, залежно від того, чи 

обертається в нуль детермінант

* ’ * D ‡#��

& 1 •» * ' * ? ". � �

V ž� !:YY*D� &"B� B (43)

žB� !'˜  . . .
� —і 5 : � —1*
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Підберемо їх так, щоб разом з рівнянням (41) були задово­
лені ще такі т — 1:

У*гі = сх гх. 1 + сх гх+1 + А т )  А т )  .V лД І

* = <  <  : 2 -  С'.Х К+2 +  • * • +  Сіт]'

М '» - і = сА +и- 1 + « ; « - ! + •  • • + Ф * £ т - і -  
Розглядаючи наші умови і запроваджуючи різниці

\ с ' —• г '  — с '  А г ##=  с "  — г "  \ г тї — ґ т) — г(т)
.V С х + Х  X і .V X 1 С Х ’ , , ' >  X  С X  1  С  X  9

послідовно знаходимо:

^ і = сх і - і + < -  • •+ 4 тд  4 + \ = < з - і + с "х < + і+ • • •+с? )гт2і>
К +х Ьс’х +  г;'+, - <  4- .. . +  З Д  Дс<») =  0,

У х - 2  — сх і с Л-.„ -і � л+ � ~Ь • • ■ ^  ����  = £ , .  * *,�,�  "�”

+  О Ч ��  +  - . . + ^ � ^ ,  

г Д * Ч  +  2 *Сх' +  • • • +  *£% = 0,

^  т - 1  =  С х  , Г , ! . . .  +  С & \  2 ^ - !  =  <  К + т - 1 + - - - + С ’? ' >  г ^ т _ и

г х  - т - 1  Ь С х  +  К '  т - 1 К ' +  • • • + 4 % - 1  ^ С Т  =  °»

^  г.;; т + . . .  + с^ а пА - с ;г ;+|„ + . . .  + 4 " ,4 - )» +

+  С « Ч  +  -  +  г? ’» 4£? )
нарешті,

"Ь В х У х  ~ 1 *4“ С х У х  - 2 “Ь • • • ~Т М - х у  х  -т “  Qx —

Вхгхх1 +  . . + Мхгх+т) +

т сх (-Д.ї гх +  Вх гх л +  . . ■ + у̂ *2"тт) -Г
= М*(гх^т*Сх +

л-Г(т'> (А г т)-|-В г(т) -Т-1 сх ■■■■+МАх*чту- + •■■+*£“{» Д*“>)

-Т М іг '  Зс' +  . . . + 2 (т> Дс<т >)1 V пг х 1 * х  т т х  )
Отже, всі наші умови зводяться до т рівнянь

2Д 1К + С і Д ^ +  • • • + гї? 1 Лот)=  о»
-V 2 . . .  +  я£*>, Де<*> =  0,
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В цьому випадкові можна покласти
г ; =  1, г " =  Л-,   ( %  1),

після чого формула (45) дає
| 1 ,  і - і ,  ( г ч - і )і
1, .�5�"�� �.  +  2) (^т-1)

*  �% � k! +  kOg �@�k!O  (g —1) � . V
� .Н--0

1, А,  �   —  1)

1, .5 � �

 ̂+  2, (£ +  2) �.  +  1)
1, .(#(.� (/-рЗ) �.  +  21

� � —

+ + � �  —  г —  1 > ( а  — £ —  2 )
=  k\ +  kO  4- k�   �  — 1) +  * --------------------------------/  =

=  -  �O— +  С"'А .g�(  1 ) +  “  1} (А:" ~  2-1  д 0 + .

, (а — 2) �  — 3)
Рі - • • • +  0 1

З другого боку, з рівняння
Л\г =  С

послідовно виводимо

="* ��� f\  +  ]£(?,, Лух =  fO +  f!�g  -і- у  і £  О.,.)
0 0 V 0

і, нарешті,

у/. =  <9- т  д "х  -у- д ' -і- 2  [ V  ( 2  <?*

0 \  Т  0
де f!�� fO�� f — сталі числа.

Значить, різниця між потрійною сумою

«з--.
&� '� �� (� �� '

простою

��)
зводиться до певного тричлена





і  позначаю чи д ля короткості

'I4�?8M2'

�7?4<

›� ;,-ггр
Рї ■ ■ ■ , Рх-1 =  Є 0 =  2Гг

S47T

<� › � ' <
д а

'
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K�I'�'&0+1M� &�+�,+4� ���+1++1
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�>�� � � У ,РЧ -РГ V
Hi9� 1X ��^
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�
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�<� I'I��3"� 82'�8� у 0�U �F<� K�-�'-'+8M2'� .'%�� '%*".&"7"� 8<� 0.
��EA



Покладаючи в тільки що одержаній формулі

� ��� *�@  =  о, QI, =

знаходимо: 

*�

звідки

в _ і  V -
‘ 2*-1 Z  “ 2 =  - 3-  ! 2* �c(  — 2 �"  +  1) +  8) — 6

" ( �  І

=  2л2 — 8л+  12------6
2*

*�� �  19212
099

Ми навмисно взяли такий приклад, де сума

У � ( 1 5 �

обчислюється просто, і важливість формули

О,
'■ .-л р ^ р ^ Т & г

безперечна. 
Нехай тепер

� � �= ¢
 (&('�5 ��  

  +  а
де ¢�� � � �� �  — числа сталі і при тому �  — число ціле й до­
датне.

Тоді
/��@ ��1/��@ �� �@ �s1�*�**� n��@ ������1� /��@ ��1� * * * � /��@ �g �@ �� �� �1  

�/��@ ��1�/�@ �� 1 * * * � /��5 �� ����1� /�,��	1**� *� /��@ �� ���1
� �

*  = Зт

A��  "��1� /��@ ���@ �k3*5*9�� �5� * ( � ( � �— �1 
' � � /��@ ��1� *�*�*� /��@ �� ����1

�  �@ ��1��  @ ������1� *�**� � g �@ ��� �@ �$ .��� �1� �� **
�� /��@ �n1� * * * � /��@ �� �� �1

— �  +  �1� �g ���� +  1) .. . �  +  �� +  �  �� 1) X

ч +  V
! * � �  �5 �  % ��1�/ �@� �� 2).. �# 5 5� �¢  1
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Наприклад, візьмемо рівняння 
2х +  о
2 х + 1

додавши умову

у х = 1 + (2х + 3) ( 2 л : +  5 )  ( - 1 ) *

У о — 1,
запропонуємо сооі обчислити уГя.

В цьоку випадкові

,  2 Л  +  5  Х  +  Т + 2  ,  1

' ' • Т . Ч - Т г =1 ’ * = Г -  т " 2’
Л + Т

Ц . г  = @� � � � ! � 7�+  3 )  (2х +  5 )  ( — 1 р ,  у ()= І

( 7 5 + т ) ( 7 5 + у )

і _ . А
2 '  2

і О 75

Нехай далі

+

Р х =  Р

( А )
^ х  +

1 )

1 5 1  • 1 5 3  ( 2 2

4  і 3 1 5 3

� � �  �

+  4  =  1 5 1  - 2 2 9 .

X +  ос
х-і-а + т

р, я і т мають попередні значення.
Тоді

я ( а + 1 ) . .. (а +  /га — 1)
1х +  а) (х +  а +  1) . . .  (л +  а +  »г— 1)

а (а +  1) . . . (а +  от — 1)
А  (х-г а) (х +  а +  1) . . .  (х +  а +  /и — 1)

+ ____________ Р ' _____________
/ �/ �2�� 	O �/ �6�/ � ��� �� � � � 	 Q �/ �6�/ �� � * � � � a

b � ^  (х+ а  +  � � � � � � (х / �6�/ ��Z � ��������� ��a�
^  рх 10
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для яких формула (48) дає:
■У (.V—1) g��g—1)

0
З рівнянь (у скінченних різницях), що зводяться до лінійних 

першого порядку, вкажемо такі:

де � �� � �� Сх — дані функції від  �
Щоб рівняння (49) звести до лінійного, досить поділити всі 

члени його на добуток '  5.� *  і потім ввести замість '   нову 
функцію

з двома незалежними змінними   і .� двома даними функціями 
їх � ��8  і N—.�. і однією невідомою '  ��>

Тут ;  позначає якесь певне ціле додатне число.
Змінним   і N ми будемо давати тільки такі значення, які 

€ в ряду цілих чисел

При цьому обмеженні рівняння (50; рівнозначне такій системі 
безлічі лінійних рівнянь в скінченних різницях

�� �*�  иУї +  � '  �(  ! +  � '   = 0, 49

§ 23. Розглянемо тепер рівняння

* '..�.* -1 * D  £ + 1“  *� ';��. (50)

о, 1, 2, З, 4, 5

* ' �	 ) � 	 � - � � ��* � � 	 � C � N� ��& '  ';�� 0�

* ' 1)� �� � � - �� уУ� � � �� C � N �� 	 �*� ';� � 	3 

*  Т І ,  з  ̂�  2 * �  з : �N �  2 *� ';��"�

з якої за даними

*;��@�� *;(� 1� 0�� *�„„(� 2� 0�� P • • І *�0� і, *�@��2�� ' �@� з, 
можна визначити послідовно.

Ух, � !� " � у��'� !s3'� �� О�!'� �� ,� :� :� &Х—1,�3�4" й3, 3� йі, �� ,� ,� ,� йл—!'3

Ух.�  � " � *@�  F�'� !F!'� !� :� :� :� Ох- � !'� �� 4K�F�'� !� F!2!� :� :� :� й х - 1 , � !
�

'■ ! * ��;�  !
. йо, 1 §> 1 • « *  ̂�  Іо
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V. З — У<?, 3&0, 2 * * * [P�/7� �  4" Ло, 2̂ 1, 2 ' * • & _і,
2

Ьх, 2 Ух 1-й, 2 
До, 2 О і , 2 • • • й.с, 2

Щождо
Ук, О, Ук+1, О, Уй+2, 0. • у  і У0, 1, _Уо, 2» Уо, з,

то їм можна надати яких завгодно значень.
Як приклад візьмемо рівняння

Ух і, /+1 — РУх,і-і— ЯУх+і� �

де р і д — сталі числа, і додамо до ньогд умови

О =  Уі, о =  Уг, о — Уз, о =  . • • , 1 =  Уо, і  =  Уо, 2 =  З’о, з —

В цьому випадкові послідовно знаходимо:

У.ї , і =  РХ, У.ї , ї =  Уг (1 +*<?) = р*(1 — ? +  (л :+ 1 )9 ) ,

У х ,з= р х— р ж ^ ( и  +  ( Х + 1 ) 9 2) = у г' ! 1 + Л < ? +  =

=  рг т  — <7)а +  2<7 (1 — д) + дг + '£ і ( 1 — д)д + (х +  2, (?2)

Рх |  (1 -  <7)2 +  (* ■+ 2) д (1 -  д) + {* ± Ш * ± 11

взагалі 

У*, і =Р І+ х д , ■*(* +  ! )  8 . . *«?’ + . . .  + 21 д ^ 1
Ь 2 . . . ( ^ 1 )  І

Рх |(1 — д У - '+ і х + і — і )?  (1 — д)‘~2 +  

+  ( £ дЧІ _  ду-з +

. (я +  £—1)(х +  ^— 2 ) . . . ( х + І )  |
- 1-----------1 ------------------------------4 '

і і =  р*' + Рх 2„ +  (х  +  1) <?Н • • • +

ьС-;-1і (х +  2). • • 4. -V / — 1 і ^  ^
і ■ 2 . . .  а  — і) \
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-  Рх <! И -хд  +  ̂ 5 3  д*+ ' . '  + х ( х +  1) ., , (х-\-і — 1) Д
1 -2 . . .  і ) =

= Рх 1(1 — д)‘ +  ід (  1 —  д у -1 Н і -  1) 

2
дЧІ — д')‘- 2+ . . .  + дЛ  +

+ РТ £  И 1 — ЯУ-'Я + (х-ЬН, дг (1 — д у - 2 Д . . .

І (* -П ) •••(* +  2) |
( і — 1}! Ц І

= Г {(1 -  Я У  +  П  +  І І Ч І 1 -  9У-1 Д ('" + -̂(Л2+ ^ - 1)- (1 -д /-2 +

4. +  (х  + і) (х + * —  • •• ( * + 0  , 1 
] - 2  ̂ ¥ ]

До тих самих результатів можна прийти і іншим шляхом. 
Для цього введемо дві нові незалежні змінні

'  і ч
і складемо вираз:

І—оо X ■ СЮ

�  (Д ті) =  ^  £  ���� �  Д ��� �����  о ������ о ї  Д � 2� о Д Д  • • • Д
1=0 * о

Д.І'О, і Д Уі, і ; т] 4 - ... Д 
Д  До, 2 'і,іг Д  . • .

Помножаючи Д(ї, 4) на 1—р\ — д-ц і беручи до уваки рів­
няння

Ух -і, й-і — рух,і+і=дух і, і

разом з умовами

0 =  У1, 0 = 4*2, о =  Уз, о == ■ . . і 1 — До, і — До, і =  До, з =

виводимо таку рівність:

[1 � � ��� �	��� � � �  г() =  (1 — р= — дг,) До, о Д Г)(1 — Ягі)
~ і - ч

звідки

У) — Уо.оД ___ >,П — дН ____
(1 — рі — дтй (1 — Т|)

179



Розкладаючи потім дріб. 
�� ( і — f‰�

� + : z h ( �f����� � � 3�� і — г,
/ 1------- у 1
\ 1 -  f$� !

���%�f1&'(�
1 — ----- 1 - —

.�%�f'…+ 	�— f$� �  \ 1 — f'
по зростаючих степенях 7 і •»), одержуємо:

*)��+�

. . V* т] РЖ5Ж
^ ( 5 .  "'Р =  У о, о +  /  ----------  .-----------

w � � .�x� '�� .� �+%л-=0
.V“  оо

= '@� о+ ^  ^  +  "п3 +  і̂3 +  • • ■)  ̂і +   f�.  +     ̂•.'."
g о

дг— -���(6(  со
, ! , ,  �  �5 ���  . .. (* +  * — 2) . ,Ca%��@� 3� 3� � ��� / �,�2O@���9� 9��� * � �� ��T �

—&(�+� ���

=  V 0, о “Г
� � /x%�8

��P�"� � � � � �. 1)

(1 — f‡�‡

¢х-’=

------- І ------- +  � _ � : 9 =  +  R ( £ ( — + � � � , \ 1Р. =•
1 — (1 — f&' � �  (1 — f‹� : \Y  /

ЛГ—О Ґ=1
+  п — <7)^1 5і V/.

Таким чином, ми приходимо до того ж самого результату 
х(х  +  1) , х (л  +  1) . . .  и - р .% 2)

У*. / =  Рж < 1 +  -«<7 +  ( ( ( ( ( ( ( ( f!�5�� � � 5 � !� / � $ ----- - - - - -  ~  §!

=  р х { (1 — д)>- 1 +  (х +  г — 1 ) д ( 1 — д у - 2+  . . . -

, �  +  . — 1) �  -|- . — 2) . .. (х -(- 1) г_ х
Г 1 . 2 . . .  #.�% 1) –

Як другий приклад візьмемо рівняння:

/%�����9  !  /%��1�:� �� /%�)��: �

додамо до нього умови:
1 =  *;�  0 =  *;5 1, 0 = *;� "�)�%  34+3, 0 ~ 

0  =  Уо. ! =  Уо, 2 — Уо, з =  З'о, 4 =

���





Тут і позначає неозначену сталу, а их і якісь певні функції 
від х.

Зауважимо, що при введеному нами позначенні можна подати 
рівняння (51) в такому вигляді:

2 ( У х )  = Я х .

Вважаючи
их =  Іхтх,

і вводячи різниці

Ш х =  ЧЮХ- - х - ~ ^ х ,

\ 2$мх =  Ьтхл.і — ' ЧІ0% =  — 2иах^  + тю*,

Хштг)х =  Ат- 1̂ +1 — = іе)хгт---- + . . .  ±п<х,

одержуємо такі рівності:

І&х =  ̂ ^Х1
иХг і  =  Іх-Лт х+1 =  +  Ьчюх),

их 2 =  ; * 42яу*+2 =  ! 2(® ж +  2Дяух +  Дгдах),

м*, 3 =  ІХ^Ч!)Х тз =  4™ х +  ЬЬяах +  ЗД2їг;х +  Д8®*),

Их-\-т — ¥ +тП’х+т ■-
„ . / , т . , т (т — 1) Л9:~*+от і -----Д®іхН------- -------- ��� �� х-

( 1 1*2
т(т  — 1 )(т — 2) , . д_ \

І--------- 7—^ ------- Д8®х +  • • • +  Дт®*
1*2*3

і далі
2  (^т х)^=А+тх +  В ^ 1гы>х+1+ СІХ -тг-Л...2 + . . .  +  М1Х т'®х+т = 

=  £х{А + ВІ + СІ2 +  О і3 + . . .  +  М*т}ішх +
+  Iх г{В +  2СІ +  ЗИ\% + . . .  +  тМІт~х}Ш х +

ІХгЧЮ.г ;Л* Ч2С-Г-3 • 201 + .. .  + т (т — 1)/Щт~2}-
1 • 2

Д2и\.+  ;*+3{3 - 2 0 + . .  . + т(т — \) (т — 2)М т̂~3}-^=-* +
1*2*3

+  £* тт (т — 1) (/та — 2 ) . . .  2М АтЇУх
1*2 • 3 ... т
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О тж е

д е

2 �ˆwJ�  =  HJ& � wJ 4- S* ■ Y  Y'(S)-

v* Y "(;' *;q
�� �����9�8

1 -2

1 4 - . . .  -|_HJžES�E6�S “Amm,
1-2.3 � � � E

�� H��C �p�@ �!•�@ �”��� @ �?̃X� �Y***�@ �™š†)

</(;) =  L: :  =  S  +  2C5 +  3£>i2 +  •: • +  E ¦ & ( �  
L \F

®"(Sj =  d == "[  +  3• "›Œ + . . .  +  E (от—1 �¦+E&  
LŠ(

(52)

L�A/�W��= � D��(� /��� ����� /��� �������� h����X�

Припустимо тепер, ЩО ї — ОДИН 3 коренів рівняння lf(S)=0, 
і кратність цього кореня дорівнює .�

Тоді
^(ї) =  ^ ) = ^ )  =  . . .  =  ?(̂ ( ї )  =  о,

а тому
Ді'еті + �?�

�� (;х W.x)�D�Іх+І�YZ[��W��� � �����\ �� .■ \-Ve‘rm̂ (m4%)������ -��
1-2-3. . .  і 1-2-3� � � � �

отож, якщо wJ ціла функція � . — 1)-го або нижчого степеня
від  �  то

2 ( ^ )  = 0.

§ 25. На цій підставі, визначивши всі к. рені рівняння
■і��W��D�А�� � ВІ�� �4]�� � � �� �� �XWS�D�5� ��B�

і кратність кожного з них, можемо скласти �  незалежних один 
зід одного розв’язків лінійного рівняння без останнього члена:

� �J  ~|- Q�J��і -j- [hJ ��  ~Ь .. ■ 4~ ¦��J� ��%  0.
А саме', якщо рівняння

л + 5 ї + а 2+ ^ 3+  • • • 5� � ����@
має ,

.   корейів, рівних Н„

." коренів, рівних �"�

.;  коренів, рівних Z k ,
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-�"� *'28� w5� . . .  , Ік� +4� ���+�� 2�?� .'%'L� �

� � [ �D �[ �R� R� R�[ �D �—  т ,
7'� ���+1++1

m?� �[ � D�� )�� ��� � � �� R� R�R�d( �m���� #�. �F

2�M� K(�I+'� K� -'-4�4I+�2� 7���� �'K� 1̂K�"P

_  /  ^  V-W�<� U�.�p (c�U�I .­ X���<D:Н)�U � RRR%X�GD�[WT�c&�
�� ��W�����S�<�G��T

у(гі� i�T� WT���� � 8���Y� У
-  х � _̂=�=� Y � ›� :6<Xj<T<<�:<

P:�<[*TU�� ' � , I% � � �> � . {1 �W T� �

�� � W � � � S D � � T
�R��

( Z Y jT�U ��,�< � qW9�U �` � � <х її'� &�� V
��'��� � 1 ) . . . (Х - і к + 2) ,х

� � W � � ��SD � � T
�".&'� /">� �'K� 1̂K���� 1���K� I'���+LM� '7<� �� �'+"� +4� K�&4?�70�

'I"+� ��I� 'I+'('<� %'� I474�2�+�+7

( @' < %� �9

т!*�̂ 'X W ƒ < � <_� _� R�9�̂ т—і

г (т)у D 7 T <� RR� R @ �т—1
4

�< #� !:і� �K
*�9� ��=� ^�9� _

P7 G��
R9� ;�

'< m� с\%2� D�B ������������������������ , ( т  — � TY � �

F< F<� K = �. .
( т  — � ��TS'7�G_WT

� � W D

F� F � � F� �H ; ��*H<� *I<� �� �� �� <� *H<� c
(т —��T���S'7�G�� I�[ ��T� ,т_х

Ік2, *тG��-к

S'7G��T � � � S '7 �D [ �T � :т_ х�
� � � � � � � � � � � � � �;

1�",� 2"� I&1� �'�'7�'.7�� -'K+�*"2'� 'I+�ML�%8��'L� 6<� +4�I'���+LM�
+8&4���





U 4i, 4 � o q � &� &� & rG��

0, 1, 2*b, CO ........................... -l%�� 1 s � �

0, 0, 2, 6ris, , . . . . , �G — 1 ��G  — 2)T]m-3

О, О, . . . ,  О, (/, — 1)1....... ��  — 1). . ����%  /, +

1> O��%.&(� !� � —1
�%F< ~1

0, О, (4  — 1)1, %� %  4 + 1 ) С ~ г'

і звідси робимо висновок, що детермінант А відрізняється тільки 
множником

(4-1 )>, 
: 2

(ї: -ік
о

Sfc 2
�� � . (/, — 2)а (г, — 1J * 

від значення виразу

L 2 -■■■+ 2 � � � ( ¸ ��
L!´�Lm&�����LI…!6 1

2'V (/•2 — 1 ) 2* - 2...(/,,— 1)

• Чі) ••• (W — T]t) �HE(H�
( • » Ô�� — 2* • • L��<

при

1̂ 	�"  • * • ~  ~  1̂» f y i  1 — * • - =  Y,F� -f i2 =  2̂»

А це значення дорівнює добуткові1

D��FE%F�m +1 • == mFw =  І/,-

W  (=а -  S,)'*'* - . . ( h -  S,)'*'* (£3 -  У ,А  - . . .  (Є* —  Sft_i) H<—1 Â(<
де

u  = 2^-23'.-3... (/, — 2)*(/, — 1 ) -.. 2'*~2... (4 — 1).

Отже, детермінант А не дорівнює нулеві, і складені нами 
розв’язки

. � �O� � h#E†х> х "  • • ' х

рівняння (51) не залежать один від одного.

1 nop. £ . �m�j<v�  Ueber Ausdruck, welcher im Fall gleicher Wurzeln an die Stelle 
der Vandermonde’schen alternirenden Function tritt (Crelle’s Journal. Bd. 83).
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��K'2� K� 7"2� 2"� 2'?42'� +�-".�7"� 7��8� K�(�&0+8� )'�28&8P

W<P�U�(рх��b�РгХ�[ � РЪХ2 -Т.-.  +  Рі, . . .  X

~Г (рт—ік+і�Dd�R�R�R�D;�рых к� T�^X� SwDT

I&1� �.�>� �'K� 1̂K���� &�+�,+'('� ���+1++1� Sw�T� %4K� '.7�++0'('� *&4+���
�87� р1} р2, . . . ,  B & 7 7. . . ,  р т —�I'��&0+�� .7�&��
Q�V'�?�K�2�+"2'� .7�&�� р„ р2, . . . ,  рт�1�"2".0�)8+�/�12"� ��I� х,�

7'<� �'�".78L*".0� I�+"2"� Іи Іг,� yH5� D<� 2'?42'� K�4.7"<
1�� %8&'� -'1.+4+'� ��+�3<� �'K� 1̂K�++1� ��I-'��I+'('� &�+�,+'('�
���+1++1�Sw�T�K�1�"2�K��('I+'� '.7�++�2� *&4+'2�I'� -�I.82'�8��++1��

�� +4K�&4?+'.7�� .�&�I4+">� +�2"� �'K� 1̂K���� ���+1++1

Агх���� Вхх±������ Сг>[��Dq�RRR�Dq���W�(['7�G�F

2'?+�� -4�4.��I*"7".1� ��+4� '%*".&LL*"� I474�2�+�+7�� �<�%'�7�4%��
7�&0�"� I'�4.7"<� V'� /4,� I474�2�+�+7� +4� I'���+LM� +8&4���

�&1� /0'('� -�"(�I�M2'<� V'�R�1�%"� I474�2�+�+7� �� K�'I"�.1� I'�
+8&1<� 7'� 2'?+�� %8&'� %� -�I�%��7"� 8� �"��K�� гх� SwDT� 7��8� .".7428�
�'4)�/�M+7��� р1, р2, . . . ,  р т,� 1���K�I'�'&0+1M� т� &�+�,+">� 'I+'��I+">�
���+1++0

20 — 0, =�F<��� �<�z~G��U�F

�� +4� K%�(�M70.1� K� .".742'L

b��U�F<� H9WU F <� � �< � �7 UF�

�� *4�4K� 74<� V'� гх� K�I'�'&0+1M� ���+1++1

3�6� ���a66 � � �� � � %� > © W�� � � � � � �G�D D �mI�� 7 �U �F<

7'� -�"
('�U�F<� гг = 0 , . . . . � WY���U�F

2�M� %87"� 7��'?
W7�U�F<� W7[�UF<�гт~,> = 0,� � � �

\

���"2� *"+'2� 2"�'I4�?�&"� %� �"��K� г.� �"(&1I8� SwDT� +47'7'?+'�
��0+",� +8&4��<� �&4� 7��",<� V'� K�'I"70.1� I'� +8&1� -�"� �.�>� /�&">�
I'I�7+">� S�� ��I^M2+">T� K+�*4++1>� х-,� 7��'('� ?� �"��K8� (>� +4� 2'?4�
%87"<� �� *'28� &4(�'� -4�4.��I*"7".1�

y-���I�<�1�V'��"��K� .�&�I�M70.1� K� 'I+'('� I'%87�8� �"(&1I8�
Iх? (х),� I4�  G .7�&4� *".&'<� V'� ��I��K+1M70.1� ��I� +8&1<� �� _ �< ��G�
/�&�� )8+�/�1� *".&�� &@<� 7'� +42'?&"��.70� %4K&�*�� ���+'.74,

WFUF<� W<�U�F<� WW�U�F<�� � �

�"7���M� K� ��I'2'#� +42'?&"�'.7�<� V'%� �&(4%�"*+4� ���+1++1

Zm�S&�Y�U �F
2�&'� %4K&�*� �'�4+���

Q�V'� ?� �"��K� гх� 1�&1M� .'%'L� .828�I4��&0�'>� �"��K��� �"(&1I8�
� @�� � 7��� V'� ��I��K+1L70.1� ��I� +8&1<� 7'� 2'?+�� 87�'�"7"� .828

£х= г х�Dd��q#�<������� W�D��R�R�R�q(��W>��

���



з сталими коефіцієнтами а, р, . . . ,  яка виражається одним добут­
ком 5і <?(.*:), теж відмінним від нуля; таким чином неможливість 
безлічі рівностей

2 0 =  0 , 2 ! =  0 , 2 3 =  0

зводиться до доведеної вже вище неможливості безлічі рівностей
г 0=о, г ^ о ,  г 2=о,

яка рівнозначна неможливості, щоб алгебричне рівняння
<с (л:)=0

задовольняли всі цілі додатні числа.
Нарешті, щодо вказаного нами виразу 2 Х, то до нього можна 

прийти від г х шляхом послідовних перетворень, загальний тип 
яких полягає в заміні гх однією з різниць

� ' � � � ^ - Х Л � � 4 4 � 	� 	� '� 5 � ^ х � �� �

Щоб з’ясувати значення цих перетворень для нашої мети, 
покладемо

= Ц <р, (*) +  Ц Ь  М -Ь  • ■ ~  Ц (х), 
де

<?,(*), <й2 ( Х ) , . . . и к (х)

цілі функції числа х, і для певності спинимось на різниці
г.ї+1 — ^ г х,

яка дорівнює

ї ї  3 (<? 1 (х  +  1) — +  4 х ( \? 2  (л -г 1! — ЗДа (л >) ■

Тепер ми можемо охарактеризувати значення розглядуваного 
перетворення так: воно зменшує на одну одиницю сіепінь 
множника при залишаючи степені інших множників без 
зміни.

Отже, повторюючи вказане перетворення, ми можемо скласти 
такий вираз, лінійний відносно гх, г х+1, гХті який зобразиться 
сумою вигляду і*

^ 2  (■*) +  • • ■ +  (Л)>
де степені цілих функцій фг (л:),. . . ,  ф* (х) відповідно рівні степеням 
функцій <Ї2 <?к'л ) ‘

Таким чином стає вже очевидною можливість з допомогою 
вищенаведених перетворень прийти від виразу гх, що містить 
декілька добутків вигляду £ж<р(л:), до виразу

£х = гх 4" “2* ‘ 1 "Т Р̂ Л'Ц2 4~ • • • +  і-2д- /.
що дорівнює одному добуткові того ж вигляду £-Ч(л;).-

А цього цілком досить, щоб зробити висновок про немож 
ливість рівності

як було вже нами з’ясовано.

1 8 9



§ 23. Ми припускаємо, що коефіцієнти .4 ,5 , С ,... œ дійсні. 
Щождо коренів рівняння (53), то деякі з них можуть бути 

уявними.
Такі корені утворюють пари спряжених уявних чисел. 
Нехай, наприклад,

;, =  a -f ,3 ' � —_ 1 =  р [cos 6 -г ]/" —, 1 sin 9] 
і

=  а —  3 у Г—  і =  р [COS 6 —  у'  —  ї  s in  5]

утворюють одну пару спряжених уявних коренів рівняння (53), 
при чому р — модуль і 9 — якийсь аргумент числа 

Тоді
o ~  2̂

{ ¢��5 ¢ " 5 ��� l  . 5�.��g.! ( �  } �B�5� 5¢. , -* * + . . .  4- ¢ . . � �g.B(�a ?г2 =

( � d . 5 � � (  5  • ■ • +  zFHJ F& ��Sn#nxWJQ�5 � / � %  l s i n x 6 ) +  І

{ +  F z o  � �  +  � . C �  — 5  • • • +  P h - l � g . ( � � � �  (co s    9 — ! —  1 s in  g  6) І  

� � #zF5^F�(mF�5 � � ^ F 5 ^ F � � 2DJ5 . . .  + ( р гі 5 � ( � . , ) p-T co s  л:9 +

� ^ p � F & �5 �d < & m H I J � 5�� � � 5
¾ % . ŠІ '  — 1 

Тому у виразі

�"�! ... g .  І г/ sin   0.
1 .

6� ¢ � . ( ¢2 Х ~ . . . +  Рі,  �(  1) 5 [ + . . . +  

~ґ(Рт—ік -1 +  • ■ ■ 4 "  Р т Х 1) ї ”

замість суми

��.�5 � ¢ �  5 � � � � 5 � �. , (5 їн ! +  . . .  +/>/,-і,

взяти

� � �  +  � . �   +  • • • +  § . � � g . B ( � �  р* cos g  е -  � ´ q  - f  <jyc +

-f- !́�� g іі -1) р® sin   6, 
де

*7і> §.. * ‘ * ї §.. > 1̂» ^2' ' * ’ \� §̀�

теж довільні сталі.
Сполучаючи таким чином уявні корені рівняння (53) в пари, 

ми можемо виключити з формули (54) уявні числа.
§ 27. Припустимо тепер, що останній член рівняння (51) 

дорівнює добуткові я:;и„ де а — дане число, а � х—ціла функція
ВІД X.



У х  ~

В  цьому випадкові один з розв’я зк ів  р ів н ян н я  (51) буде

I4� чT>G74?� /�&�� )8+�/�1� ��I� х � �� �"K+�*�M70.1� K� ���+1++1

2  ( а х  <иг ) =  яж ф (я ) -)- а х  ^  ір' (я ) У ч } х  +  . . . Н~

+  а х  - т  <рт  ( я ) ------- ^  =  г х  1 1 х

ті
�+3"2"� .&'��2"�G�K� ���+1++1

�7� гц
Ч S�T�(@>�[ �:Z @�SXT� [ �R�R�R� [ �а.т&т'>�S1T����� #�U �их.� SwwT

H1j� >
�'K(&1I�L*"� '.7�++M����+1++1<� �'%"2'� �".+'�'�<�V'� .74-�+0� гох�

I'���+LM� .74-4+4��� их,� 1�V'� 7�&0�"� 1� "4� +�&4?"70� I'� �".&��
�'�4+��� ���+1++1

Z Scn�U �F�� SwAT

Q�V'� ?� 1� M� �'��+0� ���+1++1� SwAT<� 7'� .74-�+0� гох� -'�"+4+� -4J
�4�"V8��7"� .74-�+0� их� +�� *".&'<� ���+4� -'��K+"�'��� ���7+'.7��
/0'('� �'�4+1�

�� '%'>� �"-�I��><� �'K-'&'?"�3"� 38��+8� )8+�/�L� ч)х�K�� .-�IJ
+"2"� .74-4+12"� х,� 2"� 2'?42'� �"K+�*�7"� �'4)�/�M+7"� ##� -'.&�J
I'�+'� 'I"+� -'� 'I+'28�

���"2� *"+'2� -�"� <р(а)ф0� 2"� 'I4�?"2'� /�&�'2� �"K+�*4+8�
)8+�/�L� Ч)х.

Q�V'� ?� �� M� �'��+0� ���+1++1� SwAT<� �� ���7+�.70� /0'('� �'�4+1�
2"� -'K+�*"2'� %8��'L� і,� �� .74-�+0� ил � %8��'L� 1<� 7'� �� )8+�/�#� гох�
7�&0�"� �'4)�/�M+7"� -�"

Х п+і,� 7d�# 1"D'� : : : � ' � X і

�"K+�*�L70.1� ���+1++12� SwDTc� �� �'4)�/�M+7�2� -�"

Xі- 1, Х‘-~,� ���� �� <�X,� �
2'?+�� +�I�7"� 1�">� K��('I+'� K+�*4+0P� 2'?+�<� +�-�"�&�I<� -�"J
���+17"� #>� +8&4���

�7?4<� I&1� ���+1++1<� V'� 2�M� �"(&1I

-/% �[ � �/% �b��[ � $=%��W�[ � R� R� R� [ �?=%� � � U �W ��@%'

&4(�'� K+�,7"� *�.7"++",� �'K�@1K'�� �"(&1I8� у х�U �ахг>х.
��4%�� -�2 1̂7�7"<� V'� �� +�.� А, В, С <� �� ���М,� 1� 'K+�*�L70� *".&��

.7�&�<� �� ах� 7�� ю>G /�&�� )8+�/�#� ��I� х.
O� Wh�� N'%� -'1.+"7"� -'-4�4I+�� 2���8��++1<� �'K�^1?42'� I4J

��&0��� '��42">� K�I�*�

B � I � * � � ��
Ух@,�@ �2ух+з�@ �8A"�@��@ ��Am„*YW�~\~Ух�C

�'� = Уі� U ��K�U�F�� �W� U �G���
��4%�� '%*".&"7"� 8 �FF�

�� 



Тут
®(ї) =  ;* +  2=" +  3‘,* +  2-, +  1 == {V + 1+ 1)'г = 

■ cos — — yf —Л sin2к г— Г . 2А2!, 2т: , . . . 2т:\scos —- + v — 1 sin — I
З

А тому
Ух =  (Pi +  /V 0 ^cos~  +  / — 1 sin ~ j  +

+  l/>3+/>4JC) ( cos — + / — 1 s i n y j  =

=  (9i + Чи X) cos —— +  (qs +  Я і x) sm — —
O ■ >

Сталі
Pi. Яг> Яя> Яі>

треба визначити з чотирьох рівнянь:
У о =  (/,== 0Л

2тг 2їт
Уі =  (<?! +  Яг) cos -~ +  (<?3 +  <?і) sin — =  0 

О о

1����� _�і + з��  = о,
4т: -і -

У* = (<?i +  2^)cos — + (?s +  2g4)sin -  =  — і.
«З о

Розв’язуючи ці рівняння, знаходимо:

<7і =  ?2 = 0, <73 

Отже, взагалі

Ух “

і зокрема

Я �
1 — 2

sm ■ і З

2іх  — 1) , 2кх----___ і -  8Ш------
у З З

V100

о, при х 5 0 (мод. 3)

- = * -- 1, при л: ее 1 (мод. 3/
1 - -X, при X Ег—1 (мод. 3)

198 sin 2к 99.

З а д а ч а  2.
і З

о о
У.I--N — У х  Т 3 +  ~  У*Е- 1 —  Ух — Р.

Л  = °> Ті = 11 . Уз =  — 8, _у3 =  6.
Треба обчислити у т .

ЧР2



V* � *M� I*� 20�� � � M2T=M� - � 2 �� 4 � 2 �� � � +� � � �2 �=� �=

о о
7 �(  4----“ "�J�(  3 +—— "—�(1 — "— =  0

без останнього члена зображаються формулою

г л — Р і + ' Р і і  І)'" +  Р:і ^ +  Рі^Л-

Далі способом, поданим у попередньому параграфі, шукаємо 
частинний розв’язок запропонованого рівняння, докладаючи

*  = N �

Цей розв’язок буде

*  =  — А'.

Звідси робимо ВИСНОЕОК (§ 19), що всі розв’язки рівняння

о о
у.г - —  — 3 4+ 8  -  — У х  І — Ух  =  1

виражаються формулою:

34 = �.�5 � � (— 1Г+А. ( — ) � � �  2 Г — g�
1 V1'

Визначаючи ста..і 

з умов
�>� �.�� �.�� � д

V» = ��� : ��ŸC��’�5��5���)�

3’| ��� . : ��B� 5�(&� ‚ ( � � ( � . %  1 =  Ч

*�� �� ��� 5 � 2 +  -  ¢ B +  4/?4 — 2 =  — 8, 
4

знаходимо:

*’  =  �.�%� � ��%���� � +  8р4 — 3 =  6,
О

�.  =  ¢. = 0 І �’ (�• ■8.

>�$?0�@��AB�.0



B+�*"70<� -�"� +�3">� 82'��>

(< U J SG ¢%&\!� • �G�G�&�
2 х

����' ������ k J�[ 4!33

B � I � * � � A�

Ух+�A�[ �Wi¤�¡[ W � [ �W ¤ �¡ �D�! � [ � У х  —
3

>S>�[ �AT� (х� �T� S>�f�WT

A� w� �A
� W q� ˆ �(/( �U �d @M�’ У і = п !

K+�,7"� s} tF�
�'� /�M#� K�I�*�� 2"�K�.7'.8M2'� .-'.�%� ������/�#�I'��&0+">�.7�&">��
��.&1� 7'('� 1�� K+�,I4+'� 7�"� �'K� 1̂K�"

 �    � � � - � #� � � -
U � SG���<� ( (� U �Št•G G <� U �•a‘�G �

���+1++1

-'�&�I�M2'

P�¡�Aˆ  ]�¡��  �[ �  zx Ti+ zx —�3<

�>�U�. c �SG���TX [ . c �Št•� [ .c; �•a‘�GY

SG��H[���. c �[ �Št•� I 4 [ • a ‘ ¤ — c ; �� �o,
A� A

� � 1)*+ * д е ;  [ �Št•� д е ; [ •a‘� I� c ; "  U �o,
R¡� ( � �€� D� K

Si �!�T�€�h�¤ — c [ Št•�WY Y � I . cc [ • a ‘ Y u Aj �8�—c¡;

<|S|�[ �AT� S|G�T� S6�[ �WT

B��I."� I�&�� �"�'I"2'P

U S � � 8X�[�z�� _S�jTX&S>��BT� (x—�zTS| �[ �Wa
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с  з С - 1Г 
х (л—1)(х +  2)

■const.

І 2 / З 2 / З
.*� �  =  +  і

~  І я и  +  З) 1 (х—1) (л: +  2)
Беручи далі вираз

І х  (х  +  3) (х—1) (х +  2)
2 /  3 . 2 /  З

5Ш

СОЄ

2ъх
~ 3 ~  
2ти:

£4 = /-
с d

+

2тсдг V

\ х— 1 х  4* 1 *4-2 ,
спробуємо підібрати сталі коефіцієнти

а, Ь, с, й
так, щоб вираз

—ЪкхУ -̂ 1 
я

�  а ■2Ь4-а( — 1 4- / — 3)
х —1 ‘ 2х

■ 2с 4" b (— 1 4“ / — 3) 1 — 2d 4" с (— 1 4- / — 3)
_  Щх +  Щ +

d (—  1 4 - / — 3)
2 (д: 4- 1)

+  ■
обернувся в

2 /" З 2 / 3

2 (лс 4- 3) 

�

� �� �;A4�� ( х — 1) (х + 2.) /  3(л;—1) /

Таким чином знаходимо
�

� 4 � �L 4"2) /  3(-ї4~3)

1 4 - / ^ 3
с а / з ' * d Ь / З

і звідси робимо висновок, що

с ;  = 1
у' З

С "  =

л—1 л 4 -І

+  !

■2

—-  +  — — х х  +  2
- 1  , 1 \-------1-------- cos
х  х  4~ 2 /

1 . — 1

. 2тсл: sin-------- (-
З

2кх 4- const,

х — 1 х  +  З *4-2. 

х + � �

соє 2ъх

, / — 1 1 \ . 2пх , ,4-1------- 1--------s in --------- і-const.



Отже, всі розв’язки запропонованого рівняння виражаються 
формулою:

/% =  < 7 і(—  1 ) я
і 2«х+  §£ соя-------- Ь віп 2пх

Я (х — 1) (х +  2)

+
—- 1

х 5  �5�"
� 2пх , 2л х ,

� B *  1) + < ? 2 « « — —  +  ? ,  в ш — +  —
О О g

1 1
D

g

де <Д, <?2. і ?3—Довільні сталі.
До цього висновку, звичайно, можна прийти і коротшим 

шляхом: треба тільки для запропонованого рівняння знайти 
частинний розв’язок вигляду

де а та р — сталі числа. 
Визначаючи сталі

з УМОВ
���� Яі>� �6

/ з " 1 з
/  2 ���  2  �� �= 2

1 о
/�  =  —  ��  +  +  —  =  — —о 0

1 , З 13
V* -  <?1 2 <?‘2+ 2 і?3+ 12 12’

одержуємо:
§�  1D� §2 —

Отже, при наших умовах

1 1 1
/ % 7 � �  ! ) • ' • :  =  ' - І ! "  ---------— ■X— 1 X (х—1)х

У 2011= 1 +
3 9 8 0 0

З а д а ч а  4 .

За даними �  числами

/8�� /3� Уі у >� /���
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с к л а д а є м о  н е с к і н ч е н н и й  р я д  ч и с е л

› т ��'�[ �B �̂�[ � � �[ �R�_�R� -ЬУт
т

�

ii� У\�[AcW�;b�*�[ �R�_�R�[ � 7Ут� 1�G� ����������� � �������
т

_  Уг�[9HQ[�cD�[ ��� RR[9@7[ �Ут� W�����������������������
т

�'?+",� *&4+� 1�'('� I'���+LM� .4�4I+0'28� ��")247"*+'28� K� т�
*&4+��<� V'� .7'170� %4K-'.4�4I+0'� -4�4I� +"2P

Ух+пг —
Ух+Ух 1  +  Ух- '�[��b

т

B+�,7"<� I'�1�'#� (��+"/�� +�%&"?�M70.1� 8<<� �'&"� х � +4'%24?4+'�
K�'.7�M�

6�+�,+'28� ���+1++L

Ух-
1

��I-'��I�M

(у,х т --1�[ � Ух т— 2�[ �R�R�R�[ �Ух� � �d(��(T�G�F

1
т

�I"+� K� �'�4+��� ���+1++1

G� :���
Ш

I'���+LM� 'I"+"/��
�'K+�*�L*"� �+3�� �'�4+�� /0'('� ���+1++1� *4�4K

'1  > > *т Г-
�� �"K+�*"�3"� .7�&�

Ро> Ри Р �W � � � < � р т - і
K� 82'�

Р�F�[ � Рі ~ Р -1�[ �R�_�R�[ �Рт— 1 �U�'9

Рі) +  РУЧ Ч~ H6  W�+  R�• R�+  р т —І т — �� — Уи

Ро + Р і ^ ! 1  +  Р£%~1 +  ■ ■ ■ + Рт -І^У  І =У*-і,
-'�&�I�M2'

Ух�U �Ро�[ � Рі$1�[ � РіЩ�[ �R� ���� [ � Рт—

-� ��E





§ 29. Наприкінці цього розділу скажемо декілька слів про 
розв'язання системи сукупних лінійних однорідних рівнянь у 
скінченних різницях першого порядку, з сталими коефіцієнтами, 
яку припустимо зведеною до такої форми:

* 5.  =  �*  +  N�  +  . . .  +  k� �

�  & ���•* 5Z C(!(((��V �  (56)

C�D— ����D�<#�.�D��#�.����.� �#�
Число рівнянь цієї системи дорівнює числу невідомих функцій

У P	� �dP	  • • * ,  F

змінного  �  якому ми надаємо, як і раніш, тільки значення
0, 1, 2,

коефіцієнти ж
�g�� N� . . ., с, ™, � �  . . . , • • ■ , , �

ми вважаємо за дані сталі числа.
Легко помітити, що можна довільно задати значення

*@D о̂» • ■ • >
і потім з рівнянь (56) знайти

У PL� ' P L � X � X � X � 	

послідовно при*х =  1, 2, 3 ,...,; таким чином у розв’язання нашої 
системи вводиться стільки довільних сталих, скільки вона містить 
невідомих функцій. З наших рівнянь можна також вивести для 
кожної з невідомих функцій

L 6 	 � [ P L  -  • • ,  с Л  •

зокрема, лінійне однорідне рівняння в скінченних різницях з ста­
лими коефіцієнтами, порядок якого дорівнює числу невідомих 
функцій. Справді, з рівнянь (56) можна послідовно одержати 
рівності

У.ї+і = k.* �5 �N� �5 �� � � �5�k£¬ �

Ух+2 �� а у х +  Ьхгх + . . .  +  с1тх, (57)

Ух тт =  <Хт—іУX +  Ьт—\гх +  • • • +  Ст—-№Ху
де всі коефіцієнти

й, Ь, . . . ,  Су а „  Ьу, . . . ,  с 1, . . . ,  ит—і, Ьт—і , . . . ,  ст —і

числа сталі. Якщо ж при тому- число �  дорівнює числу наших 
функцій

У ху %ху • • • у г&ху

то, як відомо, можна підібрати певну систему �  чисел

Р іу� � . \� D� � � %> � ¢‰'
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1��� +4� .�&�I�M70.1� K� .�2">� +8&��� �� K�I'�'&0+1M� т — 1� ���+1+0�
р гЬ + р2Ьі�[ � R�R�R� [ �Рп.Ьт~і=�'

��$*�E� р2С\~\- B2����� 1�U �F

�'2+'?�L*"� ��I-'��I+"2� *"+'2� +�� /�� *".&�

���� �����2�� � R��� ��
&���� ,� -����� *�.7"+"� ���+'.74,� SwET� �� �'%&1*"� I'I���++1<� ��I��K8�
-�">'I"2'� I'� ���+1++1� -'7��%+'('� �"(&1I8P

��/% � 7 [ � R� � /2��'/� % � � � / �% � ��[ � � �X �U �F c
I4

р q�G�Р^а�G� р2агG� � � G рта,„^ь�

�� .4�4I� �'4)�/�M+7��
р, р х рт
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не залежать від  �  відразу виходить, що �  D� � � � � >>  задоволь­
няють те ж лінійне рівняння �(�@  порядку, як і '  �  бо де рів­
няння повинно справджуватися і після заміни числа   сумами

 5 � � �  5 ( " � � � � � �  �5�� — 1

Констатувавши де, будемо шукати для нашої системи рів­
нянь (56) частинні розв’язки, що виражаються формулами такого 
вигляду

*���

де жодне з чисел

. . , S?F =  А;

а , . , X

не залежить від  �  Підставляючи вказані вище вирази невідо­
мих у рівняння (56), одержуємо після скорочення на Е* таку си­
стему рівнянь: -

� � � � 	 \ �* � ‘ � q��!.� N ¢ �� � � � � � � k + '

0 =  •��  +  ( / — ї) р +  .. . +  §Х,

0  =  А а  e  4 " . .  ■ +  �*  —  � �  X, 

яка дає для . алгебричне рівняння �(�@  степеня 

� — N� .. . , k

_п

„„�� ;�� � � � � � �%�

Число ; ми можемо прирівняти першому-ліпшому кореневі 
цього рівняння, і кожному такому значенню £ відповідає певна 
сукупність чисел ��  X, яка не складається з самих нулів
і дає вирази

що задовольняють систему рівнянь (56), А через те що згідно 
з припущенням всі функції �  виражаються лінійно
через

Ух і Ух-Н> • • •> У х+т—и

то перше число а сукупності а, ,3, . . . ,  що задовольняє наші 
. . . [З Xвимоги, не може бути нулем, а всі відношення —л -.

повинні цілком визначатися виГщенаведеними рівняннями пер­
шого степеня
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При виведенні рівняння (58) ми виключили ті значення
а, Ь, . . .  , І, що при них якісь цілі функції цих букв стають рів­
ними нулеві.

Розглядаючи це рівняння, помічаємо, що всі його коефіцієн­
ти при у х, у х і і, • • •, Ух\т виражаються цілими функціями букв 
а, Ь , . . ., І.

З другого боку, вказане нами послідовне обчислення вели­
чин у х, тх при д: =  ! ,  , 3 , . . .  за даними ув, ш,,
ВИЯВЛЯЄ, ЩО /%�� /%�B��� ■ /%�'�  .ТЄЖ ПОВИННІ бути ЦІЛИМИ ФУНК­
ЦІЯМИ тих самих букв а, Ь,. . . ,  І, якщ о х  надано будьякого
певного значення з р яд у  0, 1, 2, 3 , . . . ,  і числа у а, да0
р о згляд аю тся  як  довільні сталі.

Тому наше рівняння (58) не може не справджуватися і в ви­
ключених нами випадках, для яких певні цілі функції букв 
а, Ь, . . . ,  І стають різними нулеві, коли воно має місце в усіх інших 
випадках. Отже, рівняння (58) справджується в усіх випадках, 
що не виключає можливості існування в окремих випадках рів­
нянь нижчого порядку, які у х може задовольняти без порушення 
рівняння (58).

Одно з застосувань висновків цього параграфа можна знайти 
в моїй статті „Распространение предельных теорем исчисления 
вероятностей на сумму величин, связанных в цепь“ (Зап. Акад. 
Наук, VIII серия, т. XXII].

поставити в ід по від но

Розд іл  VII

h � L�a� � � � 	� 	� � � � � � 	� � � � � � " � + � 	�%�� � � � � � 	a� �& � � � � � " ›
$ �$ � � � � � � � � " � a � � � � � � � � � � � � � � � � c � �

§ ЗО. Чисельники дробу, які являють собою наближення яко­
гось неперервного дробу, так само, як і знаменники їх, зв’я­
зані, як відомо, простим лінійним рівнянням; таке лінійне рів­
няння згідно з зробленим вище означенням треба назвати рів­
нянням другого порядку, якщо за основне змінне вважати 
число (індекс), що вказує місце дробу. Приклади таких рівнянь 
можна бачити в розділах VI і VII першої частини цієї книги.

Тепер ми спинимося на іншому зв’язку неперервного дробу 
з рівняннями в скінченних різницях, на підставі чого іноді можна 
подати величину неперервного дробу у вигляді відношення 
двох суміжних членів нескінченного ряду певних виразів.

Головні досліди в цій галузі зроблені Ейлером. Але треба 
зауважити, що в цих дослідах Ейлера вірні висновки щільно 
переплітаються з помилковими. Невірність деяких висновків 
Ейлера була виявлена давно, що не перешкодило проте і 
іншим змішувати таким же способом вірні висновки з невір­
ними.
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яке б велике не було число п. А звідси відразу витікає рів­
ність (63), якщо тільки неперервний дріб, що становить праву її 
частину, має певну величину.

Якщо ж у ряді
У о, У і> У 2* ■ • • > Упі Уп~ і, 

зустрічаються- числа різних знаків, то в ряді

1̂> , 2п+1,
повинні бути від'ємні числа; і через те що формула (61) пока­
зує, що при ! <  3 'число гх не лежить між дробами

Ьх-

• + а�M!
Ьп—!

то рівність (63) не може мати місця. 
§ 32. Розглядаючи дріб вигляду

а +  о
а -р  �

Ь +  254-

j  +  •

сі -р З В 
Ь -р Зо -р

• +

що його досліджував Ейлер, покладемо

ап = а -рпо і Ьп = Ь-р т, 

де а, Ь і 3 — сталі числа.
Підставляючи ці вирази ап і Ьп у рівняння (62), приходимо 

до такого рівняння:
Уп XI +  (Ь +  по)уп — (а +  пЬ)уPM! =  О,

розв’язок якого ми будемо шукати у виді, що його вказав 
Ейлер:

Уп =  ? Xа <3 сіх,
о

де g  не залежить ні від п, ні від х, а буква 0, позначає функ­
цію одного числа л.

Ми задовольнимо це рівняння, якщо нам удасться підібрати 
дві функції <3 і ґі змінного числа х,  не залежні від п, і стале 
число £  так, щоб при

g
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при
J >  О, а +  J >  О, 5 +  § >  О і ! +  5 — а >  3.

При 1 + 6  — а == 0 інтеграли, що утворюють першу частину 
формули (64), втрачають зміст, тому й сама формула відпадає; 
проте ми можемо відновити її, замінюючи інтеграли рівними їм 
при ! # 5  — а * 3  сумами нескінченних рядів, збіжних як при 
! +  5 — а >  3, так і при ! +  5 — а ^ 3.

X
Для цього, розкладаючи е ев ряд за зростаючими степенями 

л;, перетворюємо інтеграл
! Х а Ю —11 і

^  е c л: c ( ! — х) c сіх 
3

у нескінченну суму

кО
1-2*3 ..

�œ�

— х) c сіх

і до кожного члена цієї суми застосовуємо формулу

�
X' ! =! — Х)^ЛСІХ Г (а; Г Н)

Г іа -гТ)

права частина якої, як відомо, має певний зміст і при від’єм­
них значеннях а та у за винятком цілих.

Ми приходимо таким чином до рівності
!� 6� �#/�_c� ! � G� �

'I Є 1 X 5 ( ! — де) йх =
3

г і 4 - + и + і ) г ( - ^ ~ ? . |

Г І ^  +  « +  і )

! +  , , 
5 +  ! +  кЬ +  о !

(а +  пЬ +  3) .. . (а +  до +  Щ  J к |
E /N @ � @ � • �@ �X1� * * * � /N�@ ��� @��X�@ �-�1� L����** � .к� @ � G �'

яка дає нам можливість перетворити формулу (64) в таку:

! +
<2 +   й

5+! +До

! + _ ї ± * -^  5 +  і +*о

аM! (а +  25) (а +  35) . *  
! +  =5 +  ! +  25) =5 +  ! +38)' !M  +

cM( , ( а +  5) (а +  25) Jw  ,
"і ' (5+ ! +  J)=5 +  Г+   ) ‘ Ь  

2 1 0
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.1 + 6+  о
, , , , � 5  28 6��� 0�� ����

6 +  23- �  +  33
ь � / �: $� /

іе 1 +  6 — �  може бути числом як додатним, так і від’ємним. 
Остання формула зберігає силу і при

1 +  6 —  )
= 0, 1, � � 	 ■ З,...;

1 +  6 -проте, ми вважаємо за цікаве довести для цих значень
-

іншу формулу, яка містить в собі замість нескінченних сум 
скінченні.

Щоб вивести нову формулу, яка стосується лише до вказа­
них окремих випадків, зауважимо, що рівняння

1 +  (6 +  яф_Уи— ��  +  яо)_ул__1=0
задовольняє вираз

k��5$N�� k �k — 5) (а +  ио) (а+ло — о)
*0  •= і -*-------- г----------------------------------------- ---- ----  +

5 1 • 2 • +

k#k — 5) �k — 28) (а +  «5) ��  +  $. — 8) (а +  «8 — 28)
'1 т""~  ̂ ~  ~~ ‘ Ь

де
1 • 2 • 3 • о3

k��� �  — 6 — 1,

якщо тільки він має певний зміст.
Справді, якщо при всіх розглядуваних значеннях $ цей ви­

раз ' $ має певний зміст, то прості викладки дають:

, \  с(с—о). •. (с—£5+о) (а+пЬ) . . .  (а+пЬ—й З + о ) щ + пЬ—кої
4!��5���D*$ -1= 2 ,----------- ^----------- --------------------------------  ■

\ :  с(с—8) . . . ( с—Ао+о) ( а + т , .. . (а+лВ—£8+6) (Ь+ п Ь + 1)
-+ --Л 6-И � '$� " �( ��������������������� � 72bm7/ /� �m��������������������������

(с—5) . .. (с—бо) (а +  яо). . .  (а+яб —кь-\-Ь) (а+пЬ—бо) 
У п ~ +  ^  1-2-3. . . (б-И)5*+1

сума
і

с (с—8). .. (с— кЬ) 	 6 / 6 � � � � . (я+лВ—� � / � �� (а + гіЬ+Ь)
•2 3. . .(«у-1)6'; - і

2 1 1
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можна на підставі даних нами пояснень вважати за доведену
формулу

1 : <: і а - • о і . с(с — о) (а-)-о) а .
+ + + _____  1 1 і  Т+ГЇ2 г
» , , а +  2оо +  0 Л----------

Ь +  2о + а +  33
Ь +  Зі) +

са с (с — 8) а ( а — о)
--------  - ----  --------------- - :

о 1 - 2 - 8*

яка вже не має місця, якщо відмінне від

а
0, 1, 2, З,

хоч —  і дорівнювало б одному з цих чисел.
Покладаючи, наприклад,

8 =  3, а =  8, Ь =  1,
ми можемо на підставі доведених нами формул прирівняти не­
скінченний неперервний $фіб
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20
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13
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14- 17
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+
■ 17 • 20_ 
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в який входять суми нескінченних рядів, так і звичайному
дробові,

1 +  2р 11 +  11 • 8 _  Н - 10 - п  _  111 =  37 .
1 + 2 - 8 +  8.-5 ’1 + 7 -8  ~  57 19

Навпаки, дріб
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16 +  ‘24
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якии відповідає
+ , а =  8, Ь — 4, с= а — Ь— 1 = 3 ,
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а о о  в р я д
и п С'т.ъ и т, з» От.

Спинимось на деяких більш-менш визначних випадках такого 
перетворення.

§ 34. Насамперед виведемо таку формулу Ейлера або /Лон-
морта

	� 	� )*�d� � a � * � И /m
н о*Е мі ? +  и г;* +  “ в*3 +  =  . *— Г +  'ч — +чі — ; (1 - і /

52А2Н0 , ,-і-----— ------------  і -
(1- ї )3 (І — ;)4

(70)

де
&и0 = и1— и0, А2и0 =  «2 — 2и1 + и0, Л3н0 =  й3— Зи., +  3%— я0, 

Для цього зауважимо,

и х.г= іг
1 — 5

*хиг - ? ( 1

Кг. 2 =
1

Л̂г, г І
\ 1 — ч /

и.х г —  Х и х +:— 1 +  • • •
і

і'
	� m	� 1� ��d*  

/1 1 - й

задовольняють умови (66), і тому до них можна застосувати 
формулу (67).

Отже,
.V �

V , , » - / _ и " Л Ч ' л « «  =  V  - *Д 'А  
Д  2 г  ' Д с - У ' 1 Д п - ч ' +і
і-—0 г=о .г=о ,г=о

А з цієї рівності, яку можна одержати й з допомогою під­
сумовування частинами, формула Ейлера витікає цілком подібно
до того, як (68) з (67), якщо, певна річ, ряди

и0, «і?, и25*, н3;3,

5Днп г ^ 2ип
і -

збігаються, а суми
(1 - ^

% т � �� ж Ьтиг . \  5-г+'іА(и„
-З)"1 1 ^ ( 1 —5)"

наближаються до границі нуль при неоомеженому зростанні чи­
сел т та п.
а Ні



Застосуємо формулу Ейлера до обчислення сум таких двох 
повільно-збіжних рядів
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Звідси вже легко зробити висновок, що при
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формула (70) має місце і дає таку рівність:
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відняти
7

4-Ю7

і ми одержимо таке число

7
2-Ю8

= 0,00000021,

яке напевне менше суми
* с о

2  ( - і ) 3 _  і

0,22184024,

1
+  ■

1
^ ( 1 0  +  г) ] о^ 10 1о§-Ц 12 іо§ 13

Якщо ж до 0,22184045 додамо

0,00000021 +  0,00000023 = 0,00000044, 

то одержимо число 0,22184089, яке напевне більше суми
1

^  10

Значить, з точністю до

1 1
+

1
^  11 

_1_  

��*  
1

+
1

^  12 

ми можемо покласти 

1
1о§: 11 1о§ 12 �+NL�@4

0,221840.

Табличкою, складеною нами на 'стор. 221, можна на під­
ставі формули Ейлера користуватися і для обчислення, з біль­
шою або меншою точністю, нескінченних сум такого вигляду:
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Наприклад,
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26593 6149 , 1809 631= (4342945 172621 
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= 0,8384 з точністю до 1
2-Ю4
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д е  X — с т а л е  ц і л е  д о д а т н е  ч и с л о  і

П<>, 3�4�	�� у &1> &2' * • - » ^

теж с т а л і  чис ла ,  т'о р я д

#05 #1> 1̂2, . . . , и п, Мп і̂)

при  Ьх — а 4>  1 з б і г а є т ь с я ,  а п р и  Ь1— о, 1 р о з б і ­
г а є т ь с я .

І^е зупиняючись більше на виведенні формули Шельбаха, по­
кажемо її значення на одному прикладі.

А саме, застосуємо її до обчислення суми

1 1 1 і
1 — - -)----- 1------ і------Н

��� 8�� ,�� ��� ‹

1?��

г̂ Л
Для цього покладемо

)� ��w � ) ����� � �5 �� � 3 j � 	� -j
а8

Тоді вирази и х> г і Ух, г, що визначаються формулами (71) 
та (72), наберуть такого вигляду:
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Застосовуючи до них формулу (67), одержуємо:
2=П
m\� �

2 л  (а +г>2

- і » .
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�8��8�88* * * � 8 1
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Звідси, необмежено збільшуючи п, виводимо:
2=со

� �( г і гу

� 13 • 23-З3..  .х5 Здс 2 я 4" 4
^  2-6-10...(4д: +  2> а2 (я+ 1 )2. . .(я +  л)2
х=о 2=--сс

1

+

І3-2".. .т? VI 
>•6...(4т — 2)2-6.. .(4 т  — 2) ^  (оИ-?)2 (а +  2 +  І)2. . . ( а + г + т ) 2 

З другого боку, легко пересвідчитися, що при я >  0 сума
�,,R��

І * .
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Отже, різниця

т + 1

�г^ь.х- т

� Р - 2 - 3 4 . .х  
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1
(я +  г)г

Зд: 4- 2я 4-1
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2 2 6







де а, ,J, З, 4 — сталі числа, Лх, В г, Сс, Д,. — функції однієї змінної л. 
В цьому випадкові умова

их, г — их+1. : =  1 + ,  -  V ' , . , , ,

рівнозначна такій:
(к +  '> +  л  +  г) (р о +  х  +  г) (Ах +  Вхг) — Л Л+і — А + і  2 ~  

=  (а +  3 +  л + Д  (р +  о +  л  +  г) ( Д  +  Охг) — 
��O� /;�@ ��1� /B�@ ��1�/!*�@ �!� @ �О х  г ) ,  

яка розбивається на чотири:

Я , =  ( 1 - 0  А ,

(2л: +  2о +  ш — р) Вх +  Ах — ( 2л +  23 +  ® +  B�—

— 9(а +  Р + 1 ) } Д с +  (1 — О А .  
(лс -{- З сх) (де +  З +  Р) Вх +  (2л +  2о +  а +  р) Ах — ВEM!! =  

C� v/��@ �8�@ ��1�/ �@� �@ �B1���>� /���@ ���@ �B1[� ! +�@ 

+  { 2л +  2о +  а -|- р — 9 (а +  Р)) А  > 
/�� X�@ ��1�/��@ �X�@ �B1�!��— Ах u�	�— ‘— O‚B�- �@  

+  {(л +  0 + а) (л 4" ® +  Р) — 9аР } А  • 

л  з цих останніх виводимо:

Вх =  (1 — 4) Д Г) Лх =  =!�

^  _Зл 4" Зо ) - а ) -р —  
� *

9) А  4- 9 (2л +  23 —-1) Д,.,

1 — 9
2д (л +  J)

Дл+ь

^ - = " ! 1± “ (л  +  г +  1) ( 2 л 4 -2 3  +  1 ) Д  
(1 — 9)2

- - 1-— — (л +  З) (л +  5 +  1) (л +  3+а — р) (л +  о +  р — а) Д*.
(1 — 9)2

Визначивши таким чином Д*, Сх, Вх і Дт можемо з певним 
обмеженням застосувати до виразів (73) формулу (5J).

В даному випадкові обидві частини формули (5J) залежать 
від шести чисел а, р, 3, д, О0 і Д .

Замість Д 3 та Д г можна задавати, також довільно, Л3 і Вп, 
які зв’язані з Д3 і Д] рівняннями:

Лп (1 — 9)

£« =  (1
33 +  а +  р — 2

- 9) А )

9 ( 2 3 - і)  А  — П - 9 ) :
2дь "

Д .
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і, покладаю чи

23 
2 :

а о 1_
2 ’

виводимо з нашої формули таку рівність:
�  — оо

1 - 3 -5  . . .  (2г—1) 
2 • 4 • 6 . . .  2г

Яг,

в ній
^  • =  /1  ■ 3 . . .  2 1 \* 1^5 ̂ 9  . (4г — 3) • З3 • 73. . .  (4г — 1)" х

; \ 2^ 4 . . .  22 / (— 4)*: 1 • 242 • 262 . . .  (4г +  22)2

ч,[  (4г +  1) (12г +  51) |
х ! 2 +  ( Л Т г ї і “  Г

Нарешті, додаючи числа

\ 7  і , 7 1 ' 3 ' 0,8493963148 3575794845 819
\ 2 -4 - 6 . . . 2 г

�  --- О
Я0 =  — 0,0147697674 0586621872 353 

І?1 = 0,0000602944 4173149650 865

Я2' =  — 0,0000000001 9808808398 309

Яз =  0,0000000000 0054137909 795

= — 0,0000000000 0000337104 954 

Яв =  0,0000000000 0000003655 325

я п = -  ОуООСООСОООО 0000000059 320

я 7 =  0,0000000000 0000000001 310

Яв =  — 0,0000000000 0000000000 037

г -со

2
( ~ 1 );

Ь  З . . . (2г— 1) 
2■4 . . .  2г

0,8346268416 7407318628 1

1а похибкою, меншою
2 ■ 10 й1
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