


������ ��� ��� 	�����

��������������
���������

)������������ �������

$�� �*� ��� �� ��*���+

���,� ���  ��� ���� �� "�����#�$�� %$���-
� � � � � � � �	��



Б1бі*ограф:’.:іїй'Г; опле нього ри.аакйяВИТЯГ'НҐ. Ь *ЛІТ0ІГ!'су Уі:Г ?.ї)" П'-.ГО ' ?у.ч-у" ■
.. К.Д. j'l'f S ' '��у-у«У V*"*"- - г - і:!'• 1 ч \г:гnr. покз/х-
•і яке.х У :) ' ЯР1Л --о -V'-h-» зі а, і ’■ -Ч,

f ДІ'УПЛРНІ» А:Т-.:н'‘А**і*̂
і  Д D>--VAN Л^  ЄИІ&. J

Зам. Лі 584.

У крголоЕліт Н  2329 (9/2). Тираж 10СС0. 15 др. арк. Ост, 364. А Є,





<@`P>	@�� � \4	P�=��4��@[� T��	�7��'� $��[�7��'� ��?<�7��'� �;1��]
?<�7��'� xgtt9reg� ?���4� P4� 1�c1�

�\� ^YV�\=���[� ?Y�	1�� �4801<>c�8� �;<��� �4� �=�=� �4�� T@?�
?�<�	>� ?Y�	� W�=� �43�+� ?Y�	� G l h h o r t� ylzor{h� ql� zlrsltuol&�
|n}luolnul� v�� /S/S'� 1� �<@� ?����[� Y� ;<�Z��1� ��� ~ o f t r { � vfg{l�
gfzl•ugol� inu€lh� •‚Aruq� /SQW� P4�ƒ r „ f l u � …fls l{tgu†� qoAAlul{togf�
zlrsltu†� rA� }fg{l� inu€lh� •gs•u�� /SQW�

������P�� Y?�47�	>?�8�P=?	P��\@<�� �4� 	=0=���7� 	;1���01P��?��
�4� ?4P=��1� 3=��=P�17�a���� W�� #�<��8��'� ��� ��� �4���	PY?� P4�
‡�� #�� �@0�?1�>�� L4� �='� 4� P4?�V� \4� �?4\1�?�� �4� �=@?1� �=��<1?��
��?<4�Y� @� 8� ��	<��<``� 7�� 	��`� Z��Y� ;��@?Y�

� � � � � � � � 	 �



Плоскі криві.
§ 1. Поняття кривої.

Застосований аналізи до вивчення геометричних питань, по­
чинаючись „застосованням адьґебри до геометрії", мав своїм 
продовженням „Аналітичну Геометрію", що навіть до початку 
19-го сторіччя мала першу назву. Груда питань, об’єднуваних 
під першою назвою, має ту відзнаку, що в ній не заводиться 
поняття координатної методи і трактується питання визначені, 
які не приводять до геометричних місць і, виходить, не потре­
бують заведення поняття про рівнання лінії, принаймні явним 
способом. Надалі розвиток аналітичної геометрії йде з одного 
боку в напрямі ускладнення тих альґебричиих теорій, що їх 
при цьому використовується: заводиться однорідні координати 
та теорію інваріянтів, що дає змогу вивчати аналітично вла­
стивості, які не змінюються при лінійних перетвореннях або 
геометрично — при проектуванні, — так звані проективні вла­
стивості геометричних образів.

8  другого боку різноманітність геометричних форм, що ви­
значаються рівнанням між координатами, різноманітність, яка 
зростає неймовірно швидко зі зростом степеня рівнання — спо­
нукає не йти крок за кроком у вивченні кривих ліній та по­
верхонь, а утворювати загальну теорію кривих (resp. поверхонь).

За 67 років по тому, як вийшла Декартова „Геометрія" (163 7), 
Ньютон дав у додатку до трактату з оптики своє Enumeratio 
linearam tertii ordinis, де відзначав 72 різних види цих кривих, 
до яких потім додали ще ті 24, які він пропустив. Плюкер 
у свій, детальнішій, клясифікації нараховує 216 видів. Ще 
більше різних типів кривих дають рівнання 4-го порядку, що 
мають 14 довільних коефіцієнтів, а також криві 5-го порядку, 
що мають 20 довільних коефіцієнтів і т. д. Тому треба утво-
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рити загальну теорію альгебричних кривих те-го порядку ви­
значених рівнань ш-го степеня в прямокутних (або косокутних) 
координатах.

Але цим ще не вичерпується вся різноманітність кривих 
ліній, �� � �� � �� � можемо собі уявити і що трапляються при 
розв'язанні різних .питань з геометрії та механіки. Ціла низка 
таких кривих зв’язана з іменами грецьких геометрів, що при­
думали їх для розв'язання тих або інших питань. (Досить на­
гадати Архімедову спїрадю та Діностратову квадратриксу). 
Усі ці неальґебричні криві об’єднуються під назвою трансцен­
дентних.

Вже перші кроки аналізи безконечно-малих були зв’язані 
з питаннями теорії кривих, і саме, поняття похідної виникало 
в зв’язку з задачею провести дотичну. Поруч збільшення пи­
тань, що їх розв’язувалося застосуванням іметоди безконечно- 
малих, виникала потреба об’єднати їх в окрему дисципліну, 
а звідціля й пішли окремі розділи та курси з а с т о с у в а н н я  
д и ф е р е н ц і а л ь н о г о  ч и с л е н н я  до  г е о м е т р і ї .  Не можна 
сказати, щоб назва відбивала в собі суть справи, бо вона по 
казуе на підлеглість курсу тим дисциплінам, що їх вивчається 
і на роз’єднання його на частини. Тому в цей курс не заво­
диться ні геометричних питань, зв’язаних із засгосованням 
теорії визначених інтеґралів (ректифікація та квадратура кривих, 
Еомплятщія та кубатура поверхонь), і через те їх зараховують 
до цієї останньої, ні геометричних питань варіаційного числення 
(задача про геодезичні лінії) та інтеґруванвя диференціальних 
рівнань.

Також чимале обмеження змісту викликає сама метода. Щоб 
застосовувати методи аналізи безконечно-малих, треба обмежи­
тися вивченням лише тих образів, до яких ці методи можна 
прикладати. Доводиться припускати, що ті функції, які входять 
�  рівняння кривої, можна диференціювати, іншими словами, що 
крива має дотичну. Глибше вивзначення кривої стає можливе 
ляше тоді, коли завести більше обмежень: вивчаючи кривину, 
треба припускати, що існує 2-га похідна, а теорія дотику кри­
вих вимагає ��	������� � розгортання в Тейлорів ряд. Якщо 
перший дефект є лише результат традиції й ніщо не перешко­
джало б назвати курс ближчою до його змісту кинзою: „Ди­
ференціальна Геометрія", відповідно розмістивши й зміст, то 
останнього обмеження уникнути не моле., а. З часів Декарта,





Точки визначають парою їхніх координат ж, у — чисел, в ро­
зумінні сучасного поняття про число. Плоскою кривою нази­
вають таку множину точок, яку мояша зобразити однозначно 
й однозначно зворотньо точками конечного відтинку прямої, так що

® =  <?(*). y=*/(t) ,
при цьому треба припустити, що ця множина не має подвійних 
точок, тобто, коли if обмежене інтервалом (а, б), то не може бути при

а <; ti <  Ь й а <  tz <  b
разом

гр Ob) =  ? (h), ф (ti) ~  Ф (h)-
Де обмеження конче потрібне, бо інакше крива може вкривати 
площу квадрата — приклад Пеано, Така „крива" розділяв пло­
щину на дві частини так, що перейти площиною з однієї частини 
в другу не можна, не перетинаючи кривої. Для того, щоб існу­
вала Довжина дуги, треба, щоб функції <р (if), ф (t) були функції 
о б м е ж е н о ї  в а р і я ц і ї  (fonctions a variation bornee). Але така 
крива ще може й не мати дотичної, для існування якої треба 
поставити вимогу, щоб функції диференціювалися.

� � ��� ����� �	������� �������

В якій завгодно системі координат, напр. у Декартовій (як 
найбільш вживаній) криву можна визначити, 1) рівнанням, що 
дає одну з координат (найчастіше у) в я в н і й  функції другої
що вважається за незалежну змінну

y =  f(x) або ж — <?(у) ................................(1)

або 2) рівнанням у н е я в н і й  формі

F{x, у) =  0 ............................. . . . .  (2)

або зрештою 3) обидві координати бувають визначені як функ­
ції допоміжного змінного

ж =  ?(£), у =  ф(0  ....................................(3)

В механіці, де криві розглядається, як шлях точки, тобто, 
як геометричне місце різних положень точки, що рухається, 
в різні моменти часу, за незалежну змінну вважають час. Але 
нею може бути й кут або дуга кривої s (див. далі).

з



Так само в полярних координатах
1°г =  Д0) або 0�* �5&�(  

або 2° 7&�# 0) =  0 або 3 0 =  ф(г).
Так, Архімедова спіраля утворюється рухом точки по прямій 

яка тим часом [повертається навколо нерухомої точки. Коли 
виходячи з початку, точка пересувається на довжину -  за оди­
ницю часу, а пряма за той саме час повертається на кут -# то

г  =  а . б � �� � �

виключенням ,# одержимо рівняння в 1-й формі

переходячи до прямокутних координат, вносимо до формул пере­
ходу це значення ��  тоді

" �$�� -$  В. Cos 0, � �$�����  6 . sin 0 6( 
�  а �

буде рівняння Архімедової спіралі в параметричній формі. 
Виключаючи 6, матимемо

	�* �" � �  ^  � �8� 92�� �

� Отже, від одного виду рівняння кривої до другого можна 
прийти через виключення. Треба ли те  пам’ятати, що (і) і (2) 
не цілком еквівалентні; розв’язуючи (2) відносно �# матимемо не 
одне, и взагалі декілька розв’язань

) �* �% ,&'(#� )�* �:&ж), *

із яких кожне визначає лише одну вітнну кривої, і щоб мати 
всю криву, визначену (2), треба взяти до уваги всі вітини. Так* 
на випадок гіперболі

0  Взагалі, коли маємо рівняння кривої в полярних координатах в явній 
формі

� � ;
то разом маємо ї ї  рівняння в параметричній формі, підставивши в формули 
перетворення координат

�  ;= �  сой 6, � �� ��  sin 0 
замість �  за рівнанням кривої /Ні):

ж �  /\0) cos 6, ��$  /і(6) sin 6
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Можна було б відікласти цю хорду в протилежному напрямі 
і ми мали б н а  п р о д о в ж е н н і  AD точку ікГ'.'яка при зміні 6 
опише нову криву, так звану с у п у т н и‘ц ю д и е о ї д и, що мав 
рівнання

„ 1 4- cos4 Єг =  2 а — —.., — .
СОйО

Переходячи до прямокутних координат, візьмімо А за поча­
ток* MB за віс ж-ів. Помноживши обидві частини на r2 cos б 
і замінивши

r  cos б =  х, r  sin Ь ~  у 
дістанемо для цлсоїди

(ж2 -(- у2) х — 2ау2 
і

(х'2 4- у2) X =  2 (2-х2 -|- у'-)
для її супутниці.
^ 5) С т р о ф о ї д а 1). Із точки А проводимо ряд січних, що зу­

стрічають другий бік прямого кута АОС в точці О (рис. 2). Із G, 
радіюсом СО„ проводимо коло, що зустрічав січну в точках М 
та М.  Геометричне місце М  та М'  і буде шукана крива.

Нехай
:ОА — а

Коли
Z C A X = b ,

то
а  а а с м =

Тоді

або

cos б 
- 0 0 =  —а , tg6

— 4- a tg Є 
� � � � � � �  

r cos Є 4-  а =  +  a sin 6.
Коли піднести до квадрата й помножити на г2, то матимемо 

(х -f- а) (ж2 -{- у2) —- а2 у2
віднімаючи по а2 у2 і скорочуючи на х, остаточно матимемо 

(ж3 -f- у2) . (х  -f- 2а) -j- а2 х  =  0

г) Назву дав Montucci 1843 р. Lehmus називав ї ї  Кикшпеїйо. Booth—logo- 
oidica, Kummer—harmoniselie Kmve, R eusehle— cim ilares Folium, J  de Vargas 
у Aquirre — лист Cornu (Див. G. Loria I, e,).
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а  це можна переписати
6�S��D-(�� ���"&"�6�-(� ��$�U�

6) С т р о ф о ї д у к о с у  одерзкзтемо, коли в попередньому при­
кладі замість прямого кута U U @ візьмемо косий, кут U U @� =  о> 
(рис. 2).

�� В трикутнику PV�@
Z O C A  =  Q —  o>

і  тому
O�@ ___ EO� W � O�@
sin CO sin 6 sin (0 — to)

тобто

GH�$��� E@�$�OO� 

GH���

O�G sin а 
~ sin (6 — to)
■ О А  \ 0 0

Sin to +  sin 0 . 
sin (6 — to) ’’

помножаючи на

U�G sin 6
sin (0 — to)

одержимо
sin (6 — to) =  sin 0 . COS ш — cos 6 sin to, 

у  cos to — x  sin to — L sin to — L sin 0 =  0.

Підносячи до квадрата й помножаючи на г2, матимемо 
(ж2 -j- а/2) &" sin to — �  cos ш +  asin  to)2 — ->�� >�*  0.

Це рівнання можна переписати:
(жа R �	D(�>&"�MX��3�2�	 соз ш)а +  2(ж sin to — у cos w). L sin to] +  

-Ц (ж2 +  �D(�-D sin to — а2 р2 =  0 .
Останні два члени можна переписати: 

а 2(жа sin2 to — � YZ cos2 to).

Так виявляється спільний чинник
(ж sinco — у cos to),

виділивши його, дістанемо рівнання
(ж sin ш — �  cos to ~г 2L sin to) (ж2 -Ц у2) -D�6" sin ш Ц- �  cos to) =  0 .
Цю криву можна одержати, як г е о м е т р и ч н е  м і с ц е  ф о ­

к у с і в  е л і п с ,  по я к и х  п р я м и й  к о л о в и й  к о н у с  п е р е ­
т и н а є т ь с я  п л о щ и н а м и ,  що  п р о х о д я т ь  ч е р е з  т о ч к у  
т в і р н о ї  к о н у с а  п е р п е н д и к у л я р н о  до п л о щ и н и ,  про-  
в е д  е н о ї  ч е р е з  цю т в і р н у  т а  в і с ь  к о н у с а .
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носно UU��� sH� x  OJ  і P  e точка перетину OJ  з _J��  Крива 
?. геометричне місце топки Р. Нехай 0(7 =  -#

OJ�$�L�  Cos 0,
Ht  — L�IuM�v���w�v# 

J J � *  2. 1 /Х =  a Sin 2Q 
s H �$  aSin 29 . SinQ,

Vs = г =  OJ — sH  =  a Cos 6 

(.! — 2 Sin28) — L Cos 6 Cos 26. 
Декартове рівняння її буде 

6"���x�x)� $�-"�&"D  — ��>(�

7) Р а в л и к о в а  л і н і я  А. Дюрера. Відтинок _J  має по­
стійну довжину .��  рухається так, що один його кінець J  опи­
сує один бік прямого кута, а другий бік зустрічає в такій 
точці t#  що Vt  дорівнює GH�$  віддалі GH  від постійної точки 
@ того ж першого боку (рис. ї ї) . Коли OJ$ �#� O@�* �-# то 
Vt* �L �$ �� � Рівнання прямої tH  е

_J�X*6"�$�� ) 9 � % � X 0 D 

виключаючи � матимемо

У
\  і

6" �_� �$�-(6�D$ .Y�(2_  і \

-Р{ху-{-Ь- $�� D��  (рис. 11). ; " \ 3̀

При чому Ht  постійно доти- 0 �� � � y
кається параболі ;

6"� �� �  — а)2 — n-"�2  0. ;

III. Подамо ще кілька при- ' \ ^ ,
кладів кривих із рівнанням 
ще вищого степеня: с’

1) А с т р о ї д  а. Візьмімо коло з радіюсом -  і сполучімо 
точку його J  з центром. Спроектуємо (ортогонально) точку J  на 
Om в точку t#  точку t  на OJ  в точку Р  і точку Р  знову на 
Om в точку z  (рис. 12).
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Крива буде геометричне 
Нехай

V I * �  і

місце ТОЧОК _ �

@E — EA�$�-�

_�  (Рис. 14).

Взявши O за полюс і OE за полярну вісь, матимемо:

�4 — D�x cos 0 4 - �D — -D =  о, але �*x  cos* 6 

звідсіль маємо
$�D��  Coss 6 -f- &�D — LD( Cos* 6 =  0 

В прямокутнії координатах де буде 
(ж2 -f- � D(h — D€"€6]D -j- �D( +

+  &S_�$�-�("�2U�

Крива матиме різний вид залежно від 
величини ��

Окремі випадки

с
/ ,■

/' *

Рис. 14.

� *  0, �3XL#� � �$�L#� �X•L�

5) Побудову, що призводить до Д і о к л е е о в о ї  ц и с о ї д и  
можна узагальнити, замінивши коло та його дотичну будь-якими
двома кривими d  і j �  і проводячи 
січні OJJ�  (рис. 15)

Рис. 15.

ДО НИХ з постійної точки О

Хай J  — точка зустрічі 
січної з кривою d#� J �$  з 
кривою a�� Відкладемо на 
ній O_ =  J‚� �*OJ�$ OJƒ  
як геометричне місце точ­
ки _# матимемо криву, що 
також зветься цисоїдою (по­
рівняй W ieleitner *).

Коли в полярних коор­
динатах з полюсом в О і по­
лярною віссю Om рівнання 
кривої d  є rs=tp(6), а кри­
вої Р 'в  г= ф (6), то цисоїда, 
що ми її одержали, мав

рівнання
г =  ф(6) — ір(6).

l) Spezielle ebene Kurren.
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Звідсіль
с . cos 7 ■-= а +  -у  Ь (соз р — cos я).

с . sin т =  ~  Ь (sin  ̂— sin а).

Підносячи до квадрата й додаючи, знайдемо

4с2 — Ь [(cos р — cos я )+  2a] 2 -j- й2 [sin 3 — Sin я]2. (0)

За допомогою (а) маємо:

Ь cos3 — 2:г — b cos я. j
Ь sill р ■= 2у — b sin а. І  ̂ ]

Звідсіль
й2 — 4 (Xі у'2) 4  Ь2 — 46 (х cos я 4~ у  sin я)

або
*2 +  У3 =  6 (зіcos я 4-і/ sin я). (е)

(с) sa підстановою з (сї) дає
е2 =  [х -}- а — b cos я)2 -\-{у — Ь sin я)2, 

або
52 4 ~ Ф 4 " іх  +  &)! — с2 — 2 о [(,т +  a) cos я -f- у sin я],

Отже щоб виключити матимемо:
2 a b y . cos я =  — у [х- 4 - у- — 2 ах — аг — Ь‘г -f- с8].

2 айу. sin а - -  — х  [я2 -|~ у ‘1 — 2ах — а1 — Л8 +  с2] -j- 2а (ж2 +  у2). 
Звідсіль остаточно
(хг +  У54 -е8 — а2 — б2)8(ж24 - 4 ) +  4rt8у2 (as2 +  — 6а) =  0.

Коди А В ф О О  Ї В М ф М С ,  тоді рівнання (а) заміняться 
на такі

ICD= І А МС — ск, M D ^ c . V ,  А 4 - ^ =  2).
2а? =  (- - ис- —j— 6 . соз я ) — е — (а +  6 'eos 3) А,

у — li’b sill я 4 - к ’с/ sin р.
Крім того

2а =  b cos я J -  2о . cos у — У cos р, 
о =  b sin я 4 “ 2 с . sin -і — b' sin р.

Виключення а, р, д тут с з ладніш, але приводить також до 
рівнання 6-го степеня.

Із інших кривих, що застосовуються в кінематиці механіз­
мів, можна нагадати про криву руху гонка (Koppelkurve).

%.



Згадані криві визначаються рівнянням 3-го 4-го і т. д. степеня; 
вони звуться кривими 3-го, відповідно 4-го і т. д. п о р я д к у .  
В з а г а л і  п о р я д к о м  к р и в о ї  з в е т ь с я  ч и с л о  т о ч о к  з у ­
с т р і ч і  ї ї  з п р я м о ю .

Коли криву задано рівнянням у декартових координатах

то для визначення її порядку треба знайти число розв’язок 
{ж, �(  спільних для її рівняння та рівняння прямої

Число розв’язок (ж, �(  дорівнює степеню рівняння, тому к р и в  а, 
що в и з н а ч а є т ь с я  р і в н я н н я м  т -г о  с т е п е н я  в д е к а р ­
т о в и х  к о о р д и н а т а х ,  б у д е  й к р и в о ю  т -г о  п о р я д к у .  

Криві, визначені рівнянням

альґебричним, звуться а л ь ґ е б р и ч н и м и  кривими.
IV. Криві, що їх рівняння не можна звести до виду

де %6'#) ( цілий многочлен, звуться т р а н с ц е н д е н т н и м и .
Такою буде крива � �$�"w# коли w буде іраціональне. По­

кажемо кілька прикладів трансцендентних кривих:
1) Ц и к л о ї д а  — геометричне місце точки обводу кола, що 

котиться по прямій лінії без сковзання. Віаьмемо цю w=�T�  за 
вісь Х-ів, а перпендикуляр у точці цієї осі, де точка J#  що 
описує криву, міститься на початку руху — за вісь Y-ків (рис. 17).

% (ж. 	(  =  о

��"  —|— = �  —|— E — 0.

%&'#� � ( * U

���� � ���� ���

Хай коло прокотилося в додат- 
вьому напрямі Om на віддаль Vt#  
коли кут HI t �* �N  і  радіюс 
кола — а, то

X

Vt�$�- � B  і I t $ HI�$�-#�"

" �$�Vs  =  Vt — st#  
�  =  J_  =  Pt — HP�  CosB

Рис, 17.
але
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За відеутности сковзання маємо:
В . t =  a . u

або докладаючи
R — па 
и  =  nt

остаточно маємо
1) a cos t — a cos (п -f- 1) і 

у  =  (п +  1) a sin t — a sin {п + 1) і.
Гіпоциклоїду матимемо, коли котінвя відбувається з внутріш­
ньої сторони кола (рис. 19). Тоді

x — (R — a) cos t  -ha  sin о. 
y =  ( B — a) sinz?— a cos а

a =  / МС'Р— я—и — -  t j  =

і тому
ж =  (В — а) cos t- \-a  cos (и  — t)
у — {В — a) sin t — sin (u — t).

3a відеутности сковзання 
маємо

Bt — au, або докладаючи 
! =  l i t

матимемо
х  =  (п — 1) a eos t -j- cos (n  — 1) t 
у  =  (» — 1) a sin t — a sin (n  — 1) t.

Коли n  раціональний дріб, то після конечного числа обертань 
точка повертається до свого початкового положення і на кожній 
прямій буде тільки конечне число точок, тому крива буде 
альґебрична.

Так, при п — і рівняння епіциклоїди буде 
х  =  2а cos t — a cos 21 
у — 2а sin t — a sin 21, 

переписавши його у  форми
х  — а — 2а cos t{  1 — cos t) 

y =  2a sin t ( \  — cos t)

Y
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існує) і в такий спосіб різнаннл дотичної М Т  (в яку повер­
нулася січна) набував виду:

Y - r � �
dx ( Х — х) (4)

Точка М  зветься т о ч к о ю  д о т н к у .
Візьмімо тепер криву задану рівн&нням у н е я в н і й  ф о р м і

� � � � � � ��  0 ...................................... - - - - - -  (� )

Хай поблизу точки {х , у) F'x, F’y безперервні і не дорівнюють 
разом нулеві (таку точку звуть з т и д а й н о ю  точкою кривої).

Коли F’y ф  о поблизу точки, то рівнання (2) визначав у  як 
неявну функцію від х. За певним правилом

dy
dx : �

(&:

і (4) зводиться до виду

F x { X ~ x ) - \ - F tf( Y - y ) ~  0 .
коли помножити на F'y і перенести члени.

Якщо, зрештою, рівнанпя кривої задано в параметричній 
формі (3) § 2, тобто X — т/ =  Ф (0 > 
то

; + �) � � < �
; '=

якщо для скорочення покласти
�

dy
at .>

dx
dt

Тоді рівнання (4) набуде виду

або поділивши на у'
.у =  У - { Х - х )

X  — х Y— у
�

#� �

Перпендикуляр до дотичної в точці М  зветься н о р м а  лею 
кривої в точці М, Рівнання її пишеться так:

Y - r - dy
dx

{X — х), або X — х ( Г - 1 / )  =  0, . . ( 7 )
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показати, що коло з центром на осі Х-ів мав нормалю постійну. 
Це очевидно, бо в колі нормаля є радіюс, проведений в точку 
дотику. За допомогою підрахунку до цього можна прийти так: 
Із рівняння кола

#$�� � ���� �5 �� 2 —  й%�( ��,
виходить

Х — С +  у у '  =  0,
ЗВІДСІЛЬ

��  _j_ ������ �  (ж W !�  _
добто

t $  Cons ,�
6} Для кола з центром у початку координат е стала й довжина 

иерпендикуляра з початку на дотичну (найпростіший випадок 
задачі про п о д е р я — див. далі).

7) Л а н ц ю г о в а  л і н і я

П р о е к ц і я  о р д и н а т  на  н о р м а л ю  є в е л и ч и н а  с т а л а  
І д о р і в н ю є  н а й м е н ш і й  о р д и н а т і  -�

8) Крива, для якої дотична Т е стала і яка, таким способом, 
задовольняє умові

€ т р а `  т р и с а. Її рівняння в декартовях координатах

9) Крива, для якої перпендикуляр з початку координат на 
дотичну s сталий, задовольняє умові

2

{ж(С/ — 
�� 2�5 ��	 2

Перетворимо до полярних координат; тоді

або

Отже маємо
�� 2�&6&��;<�=�( ��� 2�&6&�� 2����  

������ 2�( � � 2��� 2�5 �� 2����  

� 2�� 2�� � � 2��� 2�( � � 2����
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11) Астроїда мав ту властивість, що для неї є стала дов­
жина дотичної, яка лежить між осями координат. Зручно взяти 
її рівнання в параметричній формі

х  =  й Cos8І, у — a Sin3 1

і вирахувати вирас

Т І У ^  О Р  4 - бі> = іху ' - -  у)'Ні -|- ?/'г)
Г

TL ■
Маємо ще у астроїди

(xdy — ydx)y dx‘l -4- dtj'1 
dxdy

TL =  3a, —
довжина перпендикуляра з початку на дотичну є

a Cos t Sin t — У axy
12) Для ланцюгової лінії можна показати, що рівнання нор­

малі можна написати так:|
Y Sin р — X  Cos р =  a Cos 2р

де р— кут нормалі з віссю X  — ів.
13) Криві Lame

у  точці (а, Ь) мають спільну дотичну, для будь-якого т.
Як що т в число ціле, криві дотикаються в усіх чотирьох 

точках (+ а ,  +Ь).
14) Треба знайти точки кривих

у — 1 )(ж — 2) =  X — З,

для яких дотична в паралельна з віссю X — ів.
15) Найбільший кут дотичних еліпси

та кола

і = 0

х- 4- у2 — ч - — о

в точках з спільною абсцисою є

arc а — Ь 
2 і/аЬ



З а г а л ь н а  з а д а ч а  п р о  п о д е р и .

П о д е р о ю (podaire, Fusspunktkurve, pedal curve) даної кри­
вої зветься геометричне місце основ перпендикулярів, спуще­
них з певної точки на дотичну до даної кривої.

Перпендикуляр з даної точки &-#� .( на дотичну

q�$�)�* �)�&<�$�'(
має рівнання

Із двох рівнянь треба виключити з допомогою рівнання кри­
вої координати точки дотику.

Часткові випадки:
16) Подера кола відносно його центра в теж коло
17) Подера кола взагалі є Паекалів равлик.
18) Подера параболі відносно її вершини є Діоклесова ци- 

соїда.
19) Подера параболі � D�* � D="  відносно точки (0, .(# що ле­

жить на дотичній у вершині, є офіюрида

"&"D +  � D(�* ��6."�$�=�(#

20) Подера парабол^ відносно точки " �* �" U її осі відмінної 
від вершини, від підошви директриси й від фокуса, в кон­
хоїда Sluse

D"&"�$�" U(D +  D&" — R^()�D - f  D= � �  =  0.
21) Подера астроїди

2 _2_ 2 
-у т =

відносно початку є чотирипелюстковий вінчик [=  геометричне 
місце основ перпендикулярів, спущених з початку на пряму 
постійної довжини, що спирається на дві взаємно перпенди­
кулярні прямі].

22) Подера кривих Lame відносно початку є крива
; � ; � ;

&"��9 �� �(� � > �* �&-" (;2 > �9 �6.�(;2� �

Зокрема можна вважати, що подера гіперболі є лемніската 
Бернуллі, подера еліпсу — крива

&"D +  � D(D�$�- �" D тЬ .� D�D�
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traetrix complicata і яку можна визначити рівианніш

б = і
-��  — ��> =  arc Sin Л '\

- (

кола стале значіння |  зазначимо через -�
В полярних координатах зручно визначити п о д е р у  в і д ­

н о с н о  полюса. Справді, полярні координати точки _  подери
будуть

— б і =  ф —j— б - і р =  р=

Так ми знайдемо:
5) Дисоїда в подера параболі відносно вершини,
6) Гіперболічна спіраля має за подеру відносно полюса 

tractrix  complicata (власне, симетричну до вище наведеної).
7) Логаритмічна спіраля мав за свою подеру таку саму спі- 

ралю, тільки повернуту на деякий кут. Справді
. ��cotg =  ‹  =  const і =  «г.г,

L� ‹�l  m(6 -  -- І0Є V і 9�‹ 5)
$ -------  {� $�Lp� �”
	  i • >>>

§ 7. Дослід ходу кривої поблизу тонни дотику. Опуклість і угнутість.

Задано криву )�* �%&'( в прямокутних (або косокутних) коор­
динатах, і J  хай її звичайна точка 6"#� �), в якій дотична не пара"

, «улельна з віссю �� �̀=# (тоото X

точки J  (рис. 25) всі точки 
кривої, взагалі кажучи, ле­
жать по один бік дотичної.
Коліт вони лежать (як на ри­
сунку з правого боку) по той 
бік дотичної, куди спрямовано 
від'ємний напрям осі у-ків, то 
кажуть, що крива поблизу цієї 
точки спрямована до цього на­
пряму �  г н у т � е т ю, а до до 
датяього — о п �  к л і с т •�  Навпаки.

конечне й визначене). Поблизу 

У

коли точки кривої лежать
<A
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Приклад 1. Кубічна парабола у =  х 3 має в початку коорди­
нат за дотичну вісь Л'-в (у — 0), а саму точку (0,0) — за точку 
перегину, бо

у ' =  3ж2 =  0
при X — о, у" =  %х, тобто — 0, при х — 0 , у'" — Q фО.

Також крива
у  =  х(х~ — Ь3)

має в початку координат (0, 0) у" — о, але

у ' =  ЗХ%�� � Ь2

при х  — 0 рівне — Ь~ ф  0 і ут — 6 ф  0, — (0,0) є точка перегину. 
2, Ньютонова parabola campaniiormis си т  ovali

ay1 =  %(х~ — а2),

має дві дійсних точки перегину. Справді з

2 ау у' — Зх3 — а3
маємо

аІУ'2 +  У У") =  Зж,
умова ф  — 0 дає тф3 — Зх і для х  маємо рівнання

або

звідкіля

дійсне лише

125 (х2 ■— а3) — (Зх3 — а2)3 

Зх*�� ��@%�а3 — а* = ��,

Xі г= а 2 (  і Н— \ ,
\  —  V З У

х =  а у — +  а 8� A
[/27

3. Ньютонова parabola рига

�� 3�( �#B*.�� � 5 � ����

при 62< 4a2 і 6 > о  має дві дійсних точки перегину. Справді, 
також склавши

2руу' — Зх2— 2bx -f- а3, р(уп - f  уу") =  Зх — Ь,

знайдемо при у"=- 0 рівнання

Зхі — 4 £>ж3 +  Ш1х 3 — а* =  О,
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Рівнання (8") вже тільки т — і степеня відносно х і у. Тому 
число розв’язок (2) і (5) 8 т(т — 1).

К р и в а  п о р я д к у  т е ( в з а г а л і  к а ж у ч и )  к р и в о ю  
к л я с и  п — т (т — 1). Коли т =  2, то маємо та =  т ( т — і) =  2. 
Крива 2-го порядку є крива й 2-ої кляси. Але вже при пі — 3 . 
11 — 6, при ти =  4 , п =  12.

Але можуть існувати й криві порядку вищого за 2, але кліка 
яких не вища за їхній порядок. Ми 'побачимо, що кляса кри­
вої понижується за наявности, так званих особливих точок 
(див. далі § 15).

,. Коли задано і, % а змінні є х, у, то (8") дав криву лінію, яка 
відносно даної кривої Ф — Озветься п е р ш о ю  по л я р о ю  точки 
(?, т]). Вона проходить через точки дотику дотичних до кри­
вої Ф{х, у) — 0(2), що проходять через точку {?, і]). Поляра по­
чатку мав рівнання

Фщ—1 “1“ 2 . Фш—і -|—. . . -j- {Ш — 1) -j- 1Н\Фй ~  0.

Рівнання першої поляри набуває простішого й симетричні- 
шого виду, коли завести замість х, у  однорідні координати

ід  Л
з * з '

Рівнання кривої, після помноження на зт, матиме вигляд

Ф (х, у, з) — о

(Ф — однорідна функція виміру т).
Рівнання дотичної

'()�*�� � �� � � � � � �+��, �'�%� - #.�/��� ��	

Можна записати
ХФ'х -f Y Ф'у — (жФ х +  у Ф у) — 0 .

Але за теоремою Ойлера, для точки кривої 

0 - т Ф ^ х Ф ' х Л у Ф ^ у - ^ з Ф ^
тобто

--  (Ф'х -f- уф у) =  ЗФ’S,

Тому рівнання дотичної в точці (ж, у, з) запишеться 

ХФ’х-ЛУФ?у+£Ф\ =  о,
де замісць з написано Z, бо воно заміняв одиницю довжини.
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і підставляючи це значення в ( 18) і розгортаючи

Л
^ Iі ~ь

за степенями приросту— , знайдемо
S�

�  =  �P��S  (р) - f  �P= ��TUFP  (р.) N  <fm -  1 (Iі )] +

Г ї ї *  1-(-я?™--  ̂ . . . (20)

Підставмо замість р один із коренів рівняння (19). Тоді
<рт (р) =  0

Через це, після поділу на ";2 �  (18) набуде виду

& =  '()*)+  (р) -f- ф �  - 1 (р)] Ч"
Д2

1 . 2 ?"«({*> +

-j- (�  »х — і (р) Ч- ср»і—і (р)] ”і~ • ■ •

Переходячи до границі " � •   �#  дістанемо рівняння для ви­
значення

О =  š � ;�&^(�•  *ж-і(р).*. А +  -  • (21)9 го і.г*)
Так знайдемо для кожного дійсного кореня (19) відповідне 

значення ft. Коли корінь р подвійний і при цьому
фт-t (р) ,  о

то асимптоти не існує. Коли ж для цього подвійного кореня
І tfm_i(p) =  О,

-то для визначення 1 звертаємося до третього рівняння
¡

2̂2D “Ь A'f,»i-i(p) •  фт—г(р) — 0.

І т. Д.
Приклад 3 . Де картів лист

" h• � h — hL ' )2z �
Тут

;�$  3, фш(р) =  1 +  р3 =  О
мав один дійсний корінь р = — і. Відповідне значення

_Фг(р) ____ — Зар

(22)

¢�
?'з(р) Зр2

— -�

�.
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-  прямокутній системі координат обидві змінні одного роду, 
і тому однаково, яку з них взяти за незалежну зміну; в обох

випадках, шукаючи границю або �  , приходимо до гра­

ничного напряму, в обох випадках знаходимо прямолінійні 
асимптоти.

А в полярних координатах, беручи за незалежне змінне ра- 
діюс вектор і розшукуючи границю для 6, шукаємо — чи на­
буває радіюс вектор певного н а п р я м у ,  коли точка віддаля­
ється по вітині кривої в ос, і таким способом приходимо до 
прямолінійної асимптоти. Так, для гіперболічної спіралі зна­
ходимо 0 ■ -

і границя 6 — 0 _ Для визначення самої асимп-
•CQ

тоти шукаємо границю довжини, перпендикуляру з полюса Fa
пряму '^паралельну до полярної ост 
і яка проходить через J

J_  =  �  Sin . = 

виходить, що

ііш J _ �$�-  Ііш
.0 ->0

Sin Є

Ііш О
�� � �

Рис. 27. Зовсім іншого характеру ма­
ємо результати, коли шукаємо

lim r , Коли ця границя існує, то виходить, при обертанні
Й —» оо

кривої, точки її наближаються до якогось граничного положення. 
Ми маєму граничну точку— асимптотичну точку. Так, для тої 
самої гіперболічної спіралі в нас було

Іітп �  ----- Ііш 2 * U  
Ь

як і взагалі для кривої 

при
=-- -w

w >  0, ;  >  о.

&��%�	"�� ����	� $����	 � ��	"	 �

�� �<�� ���"�=��� ����	�

До цього часу ми розглядали такі точки, в яких крива мала 
одну визначену дотичну. Аналітично це означає, що
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3-го порядку*), то точка с п л о щ е н н я  (point meplat) як у па­
раболі 4-го порядку � �* �" �  В ТОЧЦІ (0,0).

Зупинимося детальніше на подвійних точках. Звернімо увагу 
на вузол. Перш за все обидві вітини, що через нього проходять, 
можуть мати звичайні дотичні, тоді обидві вітини по один бік 
вузлової точки повернені одна до одної угнутістю, а по другий 
бік опуклістю. Так у строфоїдя у Декартового листа, конхоїди, =� 
nodatae, — ні одна з вітин не перетинає своєї дотичної. Подруге, 
одна з вітин може мати у вузлі точку перегину. За приклад 
такої кривої можна взяти кригу

%��8 ��  — -  (у/ — "(  . (a:2 -j- � D( ~j- .D (ж* — �% і =  0.
Потрете, обидві вітини можуть перетинати дотичну і при 

тому обидві вигнуті в один бік.
Приклад: крива

ж4 $���� -D�m	 =  0» або 4 &]��� 	� ) m	 -f- -2�&"D — � �(�$  0
(та сама крива після повороту осей на 45°).

Напослідок .обидві вітини мають точку перегину і при 
тому в 2-х їх вершкових кутах повернені одна до одної угну­
тістю, в двох інших опуклістю. Такими кривими s Бернулієва 
лемніската і крива

� D�* �" Y��6" D -|- і).
Розглянемо той випадок, кили (26) 

має рівні корені. Опріч точки звороту, 
про яку ми вже говорили і яка зветеся 
точкою звороту 1-го роду або рогови- 
стою (Keratoide, Hornspitze) — коли 
вітини кривої, що в ній збігаються, 
лежать по різні боки дотичної, — роз­
різняють ще т о ч к у  з в о р о т у  2-ГО 
р о д у  або д з ь о б о в и с т у  (ram- 
phoide, Schnabelspitze). Приклад такої 
точки дасть крива

т ��L4�#� х-і‘ —  хь (а����2�� т �� � ��

Крива не має точок для ж< 0 .
Розв'язуючи відносно �# маємо
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P�^?Y� (X ,  У,  Z +� \� �Y\<���`'� �=� b� �� 	YP1� 9��P�^�4'� P��Y� 77� �=�
P�=04� ��4[��Y�4P�� ?�<�� ;1��4[��Yb��� ^�	<�� ��P�^��[� ��� ?��]
��7� \� P�^?�� (X, У, Z).� �PV=� ; � � � 1 8 � 4 � P � ^ ? 4 � T�Y\�<'� 40�� 1\�]
<>��4�4+� \ � � V Y b � ? < @ 	 Y � ? � � � � 7 � � 4 � Q�

$�<��;�^4P�?�?������4P� b� P�^?4� \����PY� 1� �1�;��1��4� д о т и ч н е �

b� �1	>� Х-ік,� �1��4��@� ?����7� �4b� ��3<@�

0  — F(x, у, з)�@ �sm~sx2-j--zm~su �A ���B  

P��Y� ;=�c4� ;�<@�4� =

0  =  X(2zm~ i x - i - s m- su,:B+ . . . ) + Y ( s m- s u'y-A � �� �+ & A �

+  z  [(ОТ —  2) 2 Ш~ 3 X і  -f- , , . ] .

 �Z=� ^<=��� �1���	��� b� b5

Q�Х хгт~ г&A&�гт- %(Хи'х &m&�Yu'y�&—&�T�P�a�Q+�VQ�&‹& ' � �

==





7� 2 z m� W� W� -X� � : Y: 8.�Z ! % � 	�W� %�Х £ т ~ г { т � � ! � 5 	 & & � \

| г ш~* s m~ 3 мг4 (те — 3) us sm~* + . . . ,  j _

�� 2x z m�A �.� ( m �� �% [ � ,� B

�� (то� �;<��8��� �� �� � 3)s'11-*as2 + 	 	 !

=  фзш-и ^  �L —  2) (to —  3) —  =���� �—  y)2J " ��&L ' -j- 0)(  + , . .  *)

Г е с е о в а  к р и в а  ма є  т у т  п о т р і й н у  т о ч к у  з д в о м а  
д о т и ч н и м и  з ч и с л а  т р ь о х ,  що  з л и л и с я  з д о т и ч ­
ною в т о ч ц і  з в о р о т у .  Точка звороту, виходить, еквіва­
лентна

2 . З +  2 =  8

точкам перетину і через це знижує число точок перегину 
на 8. Таким способом число �  точок перегину кривої з �  вузло­
вими і г точками звороту дорівнює

і  — з т (т —  2) —  4 —  8г,

При тому звичайно ми виключаємо той випадок, коли Гес- 
сова крива зливається з самою кривою, — що можливо для кри­
вої 3-го порядку.

Справді візьмімо криву'

ж3 +  ©3 -j- бто "� � �$  О;
її Гессова крива

� бж бтог z‹) | ж ‹M ;�  j
�  =  1 z‹M 6 � “ " =  63[ ‹M 	 ;"  |

€;� б ;" 6г І ; � ;" M j

~  216 {' )M (і 2ш3} — ; �  (ж3 -f- � g _|_ .-S'! ����� (� =  0.
або

о і „ і �� D—h -f-1
J5® +  y s+ --------—з— щ *  ~  о.

Вона заливається �� даною, коли

% I \ .�& ] & � !� ( �� � U 0 � .

■\) и  — саг -і- 3 Ш 2у  -f- 3аху'*  +  b y 3, m22 =  б(асс  +  by ) .

{■







звідсіль

ї ! = ( “ { « )  > yz =  4j-°v, y =  {otc)<

За допомогою рівнання кривої

‘ %^ �+ ¦ � � �B X �
° V 2 31/3 J ~

Тобто

�� ���� �����=��� �� "��(���� ������� ����	�

Коли не лише обидві перші похідні, а я  усі три другі по­
хідні для точки кривої

56'#� �(�*  0 (2)
разом дорівнюють нулеві, тобто

Л* =  0, **„ =  0,
5�''�* �u#  /-'■/,- о ,  -Р"„* =  0,

то за допомогою рівнання (23) § П уже не можна визначати 

для відповідної точки 32 �  Тоді беремо третю повну дохідну

5 � � ''  +  ¨5l%+'')�+�9[5+�'')D)•D  +  / " .TO/ S +
+  З 65 � ')  +  ) � 5 � # )( ) �  +  d �	��  =  0.

Завдяки попереднім рівнанням, цей вираз зводиться до рівнання
3-го етепення для ��

� P [ � i =  з: 2L' '++ 8  +  3: FL j++7k[ +  : L + S 9k[  0 (27)

яке може визначати напрям 3-х дотичних у такій точці; вона 
зветься п о т р і й н о ю  точкою, коли не всі три треті похідні 
е нулі. ІУ рівнання 3-го степеня з реальними коефіцієнтами 
завжди один з коренів буде дійсний. Можуть трапитися ви­
падки: 1) всі три корені дійсні й різні; приклад

<�� �� &"D — � D(��

(Чезаро, т. 2, ст. из); 2) два корені зливаються; приклад — пря­
мий дволнснзк:

��% -f- � .�.  — -��.��  О,
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P�^?4� TW'W+� =� 1\�<>��4�4� P�^?4'� Z�� ;��;4�4b� �4� 	4�Y� ?���Y��
�1��4��@� TQw+� ;��\����P>� ��

�<='� \��^48��'� ?�V�4� \� ��[� P�^�?� ��V=� YP���`�4P���1\�1� P�;�'�
;��10������ P�3�'� @?� �=� ;�?4\4��� �<@� ;���18��[� P�^�?�T;��1��@85�
�<`??=��a¢jlruol� qlu� gfzl•ugohijl{� ›nu€ln+�

$�<�� �<@� �	�0<���7� P�^?�� �	1� P�=P1� ;�[1��1� ���1��``P>� �Y]
<=�1'� 4� ^=P�=�P1� �=� �	1� �Y<1'� P�� �4b��� ^=P�=��Y� P�^?Y� 1� �\434<12�
?�<�� �<@� P�^?�� ?����7� 	P4`P>� �Y<@��� �	1� ;�[1��1� ;��@�?1��
{т�a�1+� 1� ��V^='� 4� ��[1��1� c&3�� ;��@�?Y� �=� �	1� �Y<1'� P�� �4b���
P�&?�4P�Y� P�^?Y��  � �18� ?���4� �4b� т� ��P�^��['� �=@?1� \� ��[�
��VYP>� 1� \<��4P�	@�� �4?'� ^�P���<�	��?� �1�^�?

(ж2 -f- y*)s — 4аж2?/2 =  о

�4�� �� ;�^4P?Y� ?������4P� ^=P�1��Y� P�^?Y:� P4?�V

х ь ~\-уй�a� міх2 у& 2•�W�

 � \�9@\?Y� \� ���� ����?4b� ;�P4��@� ;��� ^�	<�� п о д в і й н и х  т о ­

ч о к ,  @?��� �@� ��Z4� �	�0<��1	P>� =?�1�4<=�P�4�� �4?'� ?�<�� �	1� P���
��P�^�1� \<�<�	@'� P�� �4b��� |}ot§� }n{kt'� 40�� P�^?Y� \4PY;<=��@��

� � P4?18� P�^�1� ?����7� \<��4`P>	@� ��1� P�^?�� \����PY� 1� ���4� �Y]
\<��4� P�^?4�� $�<�� �	1� ��P�^�1� к —�?�4P��7� P�^?�� �1\�1'� P�� ���4�
=?�1�4<=�P�4

к(к�& �1�
Q

;���18���� P�^?4��

§ 18. Поняття ;��� рід ?����7� (дефект).

_�	<�� �	�0<���[� P�^�?� ?����7� m -то� ;��@�?Y� �=� ��V=� ;=�=]
��ZY�4P�� ;=���7� 3�4���1'� �<4	�=

(т�a�1�)(т�a�Q+
о TQN+





Для порівняння маємо ось яку таблицю можливих випадків 
для ;�*  З,

;  і � w  ! = * a

і

б �

1 0
І

1

і ; 3 0 0

0 j 1
і

L � ....  ^

3 ; 1
{

0 0
]

0 ; 0
1

б  9
і

0 і

§ 19. Унікурсальні криві.

Таким способом крива 3-го порядку може бути або роду О 
або 1.

Коли вона має особливу точку (більше за одну вона їх мати 
не може), то =�*  0. Тоді координати її можна визначити, як ра­
ціональні функції її параметра. Справді, нехай (0,0) е особлива 
точка. В рівнанні кривої мусять бути відсутні члени 0-го 
й 1-го степеня; воно мусить бути

-  о "�  +  Зої "���  -(- За2 <jj�  +  а3 у8 +  1 �•  +  "� �9 �.D���$  0.

Припустімо, що )�$�' ,  І поділимо все рівняння на <��
Звідкіль

______ftp Ч~ " -j- �#�  -j- "$
� ЙО +  Зії ї , -p 3a2 ,† 4- ff; j�

_  ��%�&����"�'�$���"��"
(  ~  �)  -j- Зйц " +  3��*�+,  я3 "-� �

К р и в а  3-го п о р я д к у  з о с о б л и в о ю  т о ч к о ю  е к р и в а  
у н і к у р е а л ь н а .  Цікаво подивитися, що буде в загальному 
випадку. Виходить справді, що криві роду 0 унікурсальні 
і навпаки, коли "#� � визначається раціонально через ,, то крива 
мав рід 0. Підемо слідом за A. Clebsch'oM саме за його ІІЬег 
diejenigen ebenen Curven, deren Coordinaten rationale Functionen 
eines Parameters sind (Orelle B. 64, s. 43—65).

Хай криву в однорідних координатах визначено в пара­
метричній формі рівняннями

X, =  /*(>., у ) Ю “  1, 2, 3)
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 1�P���?'� Z�� �1��1\4b� ��P�^�4� �4� �1	1� 4F1��

% � �� � ^~ + � a{t —  ho{�t�—  T/�—  COS t) t g  Gg+�—  a� Qtz�&† —�

���� t =  2kz ���1��`b� Qkm.
�PV=� ����� � TQkr.a,0) �� P�^?�� \����PY'� Z�� �4`P>� \4� ��P�^�1'�

;�@�1� �� — 2km.

���?<4�5� Q�� .=\?��=^��� �=<�?=� ^�	<�� �	�0<���[� P�^�?�a�
;���18��['� �Y\<1�� �4b� =;1��?<�7�4'�?�<�� п �a��1���c=��@� �4�1`&�
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/ *  ~  — sin X (sin X 4 -  27і COS X) =  0, f u *=2^ =  0
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§ 22. Довжина дуги плоскої кривої. Елемент дуги.
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y =  f{x)  (6)
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x ~ r m s b , � †�• �uho{ l �

dr �• �a�u �ho{�S�db��&�irh�X�•‘u�

dy — r�irh�S�•AX��&�ho{�X�lAu�

tAlQ�• � &—&�tA†Q�• �r2 db2��&�dr2.

§ 24. Різниця проміж дуго'ю та хордою для конечних дуг.
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Вираз у дужках матиме тепер вид

(і -)- s)xj2

і до нього можна застосувати розгортання в степеневий ряд 
за формулою бінома

І — Дос|/1 -f- уп у'ч" . і 4у' у -)- З?/'2 ДсД.і: —

1 У'гУ"%
8 ( 1 + 2 / )

Джг

В цьому розгортанні ми взяли в дужках лише члени степе­
нів 1-го та 2-го відносно Ах, решта ж членів, що сюди не впи­
сано, мають члени з Дж3, Дж4

і т. д. і тому їх можна випустити.

Отже

• Аж3 1 4угу'"±3у":і 
24 s

+- у"-

з точністю до безконечно малих 3-го порядку включно. 
Взявши різницю, матимемо після злуки членів

As — 1-.
і/'а

■ Дж3.24 (1 -+ У'^У

Цю формулу можна переписати, помноживши чисельника 
й знаменника на

(і
зваживши на те, що _____

Д ж } / 1  - f -  ;2/ ' й

можна взяти за головну частину Дs, тобто за ds, дістанемо:

As — 2 = У‘і»»

Множником при

стоїть квадрат виразу

24' U -+рл+

ds3

■dss.

24

Г
(і +  *'*)*/■
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/� a /� of /� ™ a"
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c=��@� 	P4<=� T����� ;�	P18��� \����P�=� ��� �4�1`=4+�� �<=� ��Y	@?�7�
�Y3��?����7'� Z�� �1��1\�@bP>	@� �1�� ?�<4'� �=� �1���c=��@� 0Y�=�
\�1�`�4P�	@� \1� \�1��`� �=<�^���� �Y3�� 1� 77� ;�<�V=��@� �4� ?��&
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� 1 � � ` � ? � � � � � � � �Y3�� ?����7� АВ,� 4� 3�4���`'� ��� @?�7� 8�=� �=�
�1���c=��@'� ?�<�� В � 8�=� ��� А,� 	 ; � 4 � V � > � ` � � 1 � � ` � ? � � ]
� � � � � T40�� ;��	P�� �1��`� ?������+�?����7� �� P�^�1� А ■� $YP�Е � �1V�
��P�^����� �� P�^?4[� А і В � \�=P>	@�? Y P � � � 	 Y � 1 V � � = P � �

�P V = � �1 � � ` � ? � � � � � � �
? � � � � 7 � .� P�^�1� А�\ � = P > 	 @ �
3 � 4 � � � @ � � 1 � � � c = � � @ �
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� 1 b 7 � P � ^ ? � � 1� @ ? 4 � � 1 � ; � ]
� 1 � 4 b � � 1 8 � P � ^ �1 �

 =<�^��4� \����P�4���� �1���
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? � � � � � � � � �4<1����;�04^���'�
Z�� �=� 	;�4��1� b� �4�1`	� ?�<4'� Z�� ;��[���P>� ^=�=\� P��� 0=\?�]
�=^��� 0<�\>?1� P�^?�� ?����7�� Щоб� \�48P�� 4�4<1P�^��8� ���4\�
�1��� 8��4�1`=4� ?������� ?����7'� \4Y�4V���'� Z�� ?YP�	Y�1V��=P��
da �a����=�=��1@�� ?YP4� ��P�^��7� \� �	= �̀ �_�� 1�^=�=\� �=�?�����4

da dsK ~ —r , a R ~ —r �ds da ds — R da
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але

отже
a~% TGigyf,

у" dx

тому
иа а лі щ у  j у,,г - 

£> — 1/ 1 4 . 4 2  $х - У dx  _

і +  уг* 

(1 +y'*)>hх f. і у у ах .  ̂ ^,2
У"

Д о в е д і м о ,  щ о д в і  с у с і д н і  н о р м а л і  п е р е т и н а ю т ь с я  
в т о ч ц і  О, я к о ї  в і д д а л ь  в і д  т о ч к и  к р и в о ї  д о р і в н ю є  
р а д і ю с о в і  к р и в и н и .  Справді, нормаля, безконечно близька до 

/ ( Y  — у ) + ( Х — ж) =  0,

8 ( / - / / '  dx ){Y — у  — y 'd x ) - \ - (X — х  — d x ) ~  0.

Точка їх пересічі визначиться 1-м рівнанням і рівнянням

І +  У'*< j# k � � у)�5 �#!�5 � у'2)�( �F�

і тому за 1-м
X — х =  — у

У ~ у -  

+  Уп

У

З рештою

R 2 -  ] / ( X ~ x f R R ( Y - - W = ±

Точка С називається центром кривини. Вона лежить на вну­
трішній нормалі. Подвійний знак відповідав двом напрямам 
нормалі. Умовмося вважати за  д о д а т н і й  н а п р я м  н о р м а л і ,  
той напрям, що матимемо з додатнього напряму дотичної після 
повертання її на прямий кут у д о д а т н ь о м у  напрямі. Коли 
радіюс кривини відкладається в додатньому напрямі нормалі, 
то він додатній, коли у від’ємному, то — від’ємний.

§ 26. Формула радіюса кривини в параметричній формі та в по­
лярних координатах.

За параметричної форми рівнання кривої
2&� 2 J f > ? & lXі

тому
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�10��	P�� АСіЕА оо AEGF:

Q�а  а  г  г

��	�� RN�

ь
АСіВЕ ~  AEGF:

С 2В  2  а  а?
&&&&²�a�D���¬� £� О 241�a� -~г�9а� QX� Ь ■■Ви

���1��@�c�� \�48�=��8� �<@� R � =<�;=�� ���4\� 1\� �48�=����
Y � ˆ� M� ;��?�� L'� ���4\��� �<@� ����4<1� N , � �4b��

VWA Y� p �A C
&g�5 Ь* р 3

Q� ��V�4� ;��1P�P�'� Z�� �@� �	P4��@� �<4	P��1	P>� �4<=V�P>�
Y	1�� ?��1^���� 	1^=��@��

#;�4��1'� �\@�c�� �1��@��@� ?��1^��3�� 	1^=��@� �� ����1

у %�a�Qр х �&A&�qx*
( � B̃�
�<@� =<1;	�� q - -  —  ,� �<@� 31;=�0�<1� \�• �• a +� �4b��5

D� 8� 8�]

уу' = р + <1%, у  у" + » ' * = ? •  уЧуу" 4- у'*) — (уу')г= — р2=у* у"

�P\�• �DRT/�-\-у'г)~

8�+

1� ��[���P>'� Z�
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4{п — 1) . П — 2з =  - ----- - a s m  —-— t.n — 2 2

Коли початок дуг візьмемо так, щоб при г =  0, е ~ о
п , ,/"« — 1\ п — 2 ,R — +  4 ------  о cos—-— іп

23456478
п2і23-{-(»— 2)2. s2 =  16(«— i)sa2.

5) Зокрема астроїда:
$�� � a �cos31, у =  а�sin31.

Знайдімо

■ З В І Д С І Л Ь

(п =  4) s =  — а(і —cos 2£), A?j= 3Д a  sin 2#

Л?-}-4з3— б а з =  0. 
Є ) Л о г а р и т м і ч н а  с і т і р а л я

г =  ае">6.

r ' =  mr, г" =  тг2, 

B =  r j / l  + m a.

Тут

тому

Яри цьому

r' т

виходить, що ф величина стала і

sm ф

, , г 1tang4. =  -7  =  :

cfs ™ r  }/і +  га2. {£9
тому

1 -)- та2 
т

коли початок дуг вибрано від 9 =  0. Отож R ‘— ms.
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Значення внутрішнього рівнання е в тому, що воно не ва 
лежить від вибору осей координат і мусить бути 
для кривої за будь-якого її положення на площині,

b"
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'тому попередній ряд можна змінити на ряд

о dR &R
К ’ ds ’ d s 2 ’

Всі інші диференціальні інваріянти можна визначити через 
інваріанти кожного з цих двох рядів.

§ 29. Дотик кривих (плоских).

Д в і к р и в и х  О і G ' м а ю т ь  в с п і л ь н і й  т о ч ц і  М  (рис. 
43) д о т и к  те-го п о р я д к у ,  к о л и  в і д д а л ь  м і ж  д в о м а б е з -  
к о н е ч н о - б н и з ь к и м и  до М  т о ч к а м и ,  в з я т и м и  н а  к р и ­
в и х  ( т о ч к и  М ' 1-ої т а  М "  2-ої) б у д е  б е з к о н е ч н о - м а л а
в е л и ч и н а  (» -f- l)-ro  
к о л и

п о р я д к у  в і д н о с н о  

У

М М \  т о б т о

П р и  ц ь о м у  М М "  м у с и т ь  бути 
не  п а р а л е л ь н а  з д о т и ч н о ю  
в т о ч ц і  М  д р у г о ї  к р и в о ї  

Припускаємо, що точка М  — 
звичайна точка на обох кривих. Хай 
обидві криві дано рівнаннями (Рис. ЗО).

4 �+ �f(x), у + �P � � 	 �tfV—  v
За  напрям М М "  візьмімо вісь O Y. Різниця

f � �  -f- Аж) — P � � � � �  Аж)

в даному разі відповідає М М " . Щоб вона була («4-1)-го по­
рядку відносно А х, треба, щоб у ряді Taylor’а для різниці 
/ ( * )  — 0 (*):

f ( x  -f- Ах) — д {х +  Аж) =  f {x) —  д { х )  +  Ах (f' (а?) — д(ж)И-

+  �����  ( * )  -  ����  (®)] +  (®) “   ���!��"  4 -

перший відмінний від 0 член був член з (и +  і)-ою похідною, 
тобто треба, щоб

f i x )  — д(х) =  0, f  (х) — д'(х} =  0 , . . .  f l,n>(х) — (fn](X) ~ о. 
Отже, щ об д в і  к р и в і

v  =  � � � 	  та у = . д ( х )

97
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я • •pT2+B� •
P � = 0 4 ' � Z �0 � � = \ Y < > P 4 P � � 1 � 	 P 4 � � � � � �� T О+� ? � � � � � � 4 P �
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M ' s s ( X lt Уt)
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31. Щільнодотичне коло.
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тому
tg ^ae  —^ т т

Радіюс кривини

В — г \ /  і +  w2 

Отжз за (41) цього. §-а

.8in(9 +  i>)j.І =  г  cos 6 — г  

T) =  #-Sin6 +  r

sin ф
cos(e-f-'J')

sin b

_ r
sintp

rsinG. eotg(|» =  — mr  sin б 

r  cos 9 cotg ф =  mr  cos 0.

Щоб дістати рівнання еволюти в полярних координатах, по­
кладімо

S =  pcosO, -rj =  psm0-.
Зрівнюючи з попередніми виразами, матимемо:

р =  т г,  — sin 0 =  cos 0, sin f> =  cos 0,
тобто

& = 0  +

і тому, заводячи ці вирази до рівнання спіралі, матимемо рів­
нання її  еволюти

P =  waem(a ~ y ) ,

знову логаритмічну епіралю, але повернуту на деякий кут, 
бо помічаємо, що поклавши

1о д тт =  $
зведемо рівнання її до виду

р =  ает ( ^ - | -  +  1 іодт).

Властивості еволюти

і) Д о т и ч н о ю  в т о ч ц і  е в о л ю т и  є н о р м а л я  д л я  т і є ї  
т о ч к и  в и х і д н о ї  к р и в о ї ,  д л я  я к о ї  т о ч к а  е в о л ю т и  

є ц е н т р о м  к р и в и н и .
Справді, ми вже знаємо, що точка еволюти лежить на від­

повідній нормалі, до того із (42) маємо
d i ~ d x  — d R  sin. a — R cos <xda.— — d R . sin a (43)
dt\ =  dy-^-dRcoso. — R s in « d a . d R . cosa. (44)
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§ 32. Інволюта або евольвента.

L����P�4� \4�4^45
�<@�� 4 � � 7 � ? � � � � 7 � \ � 4 8 P � � P Y � ? � � �Y ' � � < @ � @ ? � 7 � � � � 4 �

�� � � \ 3 � � P ? � ` � T= � �<`P�`+ ' � ;��\����P>� ��� 1���<`P� 40��
=��<>�=�P�

�?Z�� ?���Y� \4�4��� �1��4�@@�� Y � ;4�4�=P��^�18� ����1� 1� ;���
�>��Y� ��;��1V���� �=\4<=V���� \�1����� b� �Y34'� P�� �1��4��@�
1���<`P�� ��V�4� �4P�� �� ?��=^���Y� ���1�

*48� \4�4�4� ?���4� =

� — ? (°)> (47)

1� [48� �1��4��@� 1���<`P�� 0Y�YP>

х �• � Ф�T\+'� ¢A—�• �_/2� TON+

�1��4��@� ��P�^��7� ��� TOw+

X —�z� !�aP1
�9� • � G -

TOS+

�Y	�P>� �����<>��P�	@� ;��� \4�1�1� ;�P�^��[� ?������4P� X, Y �
?������4P4��� P�^?�� TON+'� [��� �4<=V�P>� P��Y� 	4���Y� \�4^=��`�
;4�4�=P�4� \'� 0�� ����4<@� �� P�^�1� TON+� b� ��P�^�4� Y � �1�;��1��18�
P�^�1� TOw+�

�4\�4�c�� ^=�=\� п � 	;1<>�=� \�4^=��@� ���[� �1���c=�>� TOS+

�4b��
n �( �� & _ у  —  ц -^ -п і (50)



Щоб дістати рівнання (48), треба визначити п  як функцію су 
Для цього утворимо

)��* �r+��U � (у - � ��+n�; � « 2�)s2�U ���+  
але

бо O.t�:,�� беремо O.� :1u�� (47). Отже п  �Ju,�3��� ��::�Nv� ��:O.6
��:,Jt� PIQIw� ��J�Jt� (47) D�(48).

Дотична до (47) мусить бути нормалею до (% ().
Звідсіля М. ■

або
/? ] '- ) -a /f  =  о. (бі)

Але диференціюючи (50) матимемо:

а /=

1/' =  т/ 11 т "  и'т)'.

Помноживши на 4у і п ' і додавши, за (51) знайдемо

Г (£'+ я S" +  п ? )  +  Y (tf +  яг," +  »у) =  о 
або

(Г2 +  т|/3) (і +  «') +  « т/т") =  у 

Але тому, що незалежна змінна в дуга, то

S'*+  1̂  =  1 ,
зв ід к іл ь :

ї'Г  +  ̂ У  =  0,
Отже останнє рівнання набував вигляду

і +  п '= 0
звідкіль

п  =  — о B� (52)
Підставлюючи це значення п  до (50), добудемо рівнання інво­

люти:
® — £+(с — а)$',  ̂=  �� ���� �  — о) і}'. (53)

Тут с — довільна стала. Отже ми одержуємо не одну інво­
люту, а безліч їх, бо початкове значення радіюса кривини 
в початковій точці інволюти можна взяти цілком довільно.
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§ 34. Обгортки сім'ї кривих.
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Точки змінюються зі зміною параметра с, отже координати їх 
мусять бути такими функціями цього параметра

х  =  Х ( с ) ,  y * = Y ( c )  

що задовольняють рівняння сім’ї
F ( x ( c ) , y  (с),с) =  0. (54)

Отже кутовий коефіцієнт дотичної до кривої, що шукаємо, е.
&$�(�
х '  (с)

а кутовий коефіцієнт дотичної до відповідної кривої сім’ї є

І мусить бути за умовою
У'(С) Г м
Х ' ( С ) ~  Г у

або
F x  . +  F !v, у '  =  О

але диференціюючи тотожність (54) дістанемо

F'xX' +  F 'y tf  +  F 'c^Q .
Тобто в спільній точці кривої та її обгортки

F 'c =  0.
Отже крива, що дотикається до всіх кривих сім’ї, визна­

чається двома рівняннями
F  (х, у ,  о) =  0. (54)

F 'c = 0 . (55)
Можна розв'язати два рівняння відносно х  та у, тоді дістанемо 

її рівнання в параметричному вигляді, або/ виключити с, — 
тоді дістанемо теж саме рівнання в формі

ф (® , &��)  0.

Ця крива є о б г о р т к а  даної  с і м ’ї кривих .
Отже, обгортка сім’ї со кривих

F { x , y ,  с) =  0
є крива ,  що д о т и к а є т ь с я  до в с і х  к р и в и х  с і м ’ї. 
Точка дотику обгортки до відповідної кривої сім’ї зветься
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Скорочуючи на та помічаючи, що -гГп~Hz Hi Н �Н�
Л -- Іі

)�%+

всова кривина, а ^ - 4 - ^ = 2 Н  середня кривина, дістанемо
І і і � ƒ 7 �

ft. 1 — 2 Я. 114111 =  0 

так звану формулу Еннепера-Бельтрамі.

§  11. Геометричне місце н іл  кривини нормальних розрізів.

Хай площина дотична до поверхві s ~ f { x , y )  е площина 
XOY, початок координат — точка дотику. Візьмімо будь-який 
нормальний розріз площиною у =  тх. Відповідне коло кривини 
визначається рівнанням (2) та рівнянням

де я* +  »а-И з  — Я)а =  Я*

-і- cos* a -J-2S COS а sin а4 - 1 sin2 а = ---- -R  1 1 l - t-т
отже

, , , , 2 2г ( і - ’г т 2)г ф ь  2 4 -г 2---- —;—  —  -'-^---==0 , у — тх
1 J  І /*• . ‘Ї ( М «  _ + плл11  5 J

г �� � � 2sm �� � � tm 2 ,� �� n-------— > g-------( т  =  tang я)

г +  2sm 4  tm2

є рівнання кола кривини. Виключаючи з цих рівнань т, діста­
немо поверхню — геометричне місце кіл кривини.

Ця поверхня 4-го порядку
(ж2 4  У2 +  г2)(г%2 4  Zsxy -j- ty2) — 2г(ж2 4  У2) =  0 (35)

В цій поверхні вісь 
0-ів (нормаля до по­
верхні) е подвійна лі­
нія. В еліптичній точ­
ці ця поверхня зам­
кнена, (див. рве. 3 6) 
в гіперболічній, — в 
напрямках відповід­
них асимптотам інди­
катриси радіюс кола 
кривини обертається 
в оо.

Якщо поверхню перерізати площиною s =  h, паралельною 
дотичній та безконечно близькою до неї, то дістанемо

(ж2 4  У24  Щ{гх2 +  2sxy 4  4 і) — 2 I � � � 2 4 У2) =  0

\ \ ч
A f f r  � 

Щ / І
Uі і і і w i l l  і \ \

\ \і п *. \ \ 4. •
(4 4 4  !\\ 4  і і :

!/  / V \ J\
/ і

AJB!� [ [
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X q =f (u) .u (u — j / -f- Vі)

f in)
u

z
X

±
У

знову рівнання (2)

§ 2. Конічні поверхні.

Обгортку поверхню ПЛОЩИН

и(х) (% — а) 4 - v(ct)(y — h) гі){а)(з — - і ; (3)

проходять через нерухому точку (а, Ь, с) й залежать від 
параметра, звемо конічною. Похідна від (3)

и'(а)(х — a) -j- і}'{а){у — 6 ) -j-та'(а)(г — с) =  О (4)

а саме рівнания (3) дають рівнання характеристик, які,
в прямі, що проходять через точку (а, Ь, с) — вершину 

поверхні. Диференціюємо рівнання (3), вважаючи 
а за функцію від % та, у

и  +  wp - f  [«'(«)(& — а) - f  г'(а)(г/ — 6) w'(a)(2 — с)] ^  =  О

v Д- wq [п'(а)(ж — a) -f- v\o.){y — b) -f- го'(х)(з — c)] до.
ду ■ 0

(5)

Дерез рівнання (2) ці рівнання зводиться до виду

и  -J- wp =  0, v +  wq — 0 ,

Підставне няням и  та v до (з) та скороченням на ги дістанемо

s — с)-~р{х — а) — q(y— Ь ) ~  О, (6]

шукане диференціяльне рівнання конічної поверхні.
Зауважимо, що поділом (3) та (!) на (з — с) та розв’язанням 

їх відносно
% — а у  — 6-------- та --------з  — с з  — с

дістанемо
х — a 
г — с — В  (а).
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Якщо виключити з цнх двох рівнань параметр а, то діста­
немо рівняная конічної поверхні

, х  — а у — Ь\Ф ------ , ------ і =  о.
— С S — QJ m

Це саме рівняння дістанемо, якщо напишемо умову того, що 
напрями т та п прямих

(х  — а) ~  т (з — с), у  — b п (s — е), 
що проходять через точку (а, Ь, с), зв'язано співвідношенням

ф (т , п) =  0 .
Якщо диференціювати (7) до х  та у, то можна дістати рів- 

нання (6). Помножаючи (7) на ( з— с) відповідного степеня, діста­
немо рівиання однорідне відносно (х  — а), {у — b), {s— с). — Якщо 
за початок координат взяти вершину, то (6) перетвориться на

з -—р х  — cjy =  з. (6'>

§ 3. Циліндричні поверхні.

Якщо площина
и �I + � X +  V�)7+�у �*i*�W (а.)� / �U �J ) � + d ' � ) ( +

підлягав умові бути паралельною з даною прямою І * З

І т  п  ’� Š

то
l u �*9* �m v �% * �m v �; � ' !

(8 ) перетвориться до виду
и (пх — її) -j- v (ту — ms) -f- п5> — 0 . (8 ')

З (8 ') та з рівиання, що дістанемо диференціюванням (8 ') по а ; 
її? { п х �S � Is) -j- v (п у �S � ms) -\-ni>' =  0 

дістанемо рівиання характеристик, — це в прямі
п х �S � l s d ‘ �� ) � +$� пу  S � m s  =  'b{�+� ) � ' +

паралельні з прямою (9).
Виключаючи з цих рівнань а, дістанемо обгортку площин (8 ). 

Якщо диференціювати (8 ') по х  та у , � вважаючи « за функцію 
від х � та у , � маємо

и ( п —  їр) � S � v m p � % * � [ w  \ п х  —  is) �U �?  { п у �S � m s ) �U �п Щ � ; � .  

— ulq  -j- v (п — та) +  о?у [і/ { п х �— Із) *�* �v' { п у �— m s ) �-}- т '\ =  0 ;
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З В ІД К ІЛ Ь

u, . � 1 ƒI� < 	 E�B2� ,5‡ .

•�= ƒ � �9 , S ; ’ '

ф 'р � v � * v •]� ��, S �'

� 8 7…”
~  t ф 'р  X

Два перших відношення дають
rt — s- =  o 14)

шукане диференціальне рівнання розгортних поверхонь. Воно 
доводить, що в с і  т о ч к и  р о з г о р т н о ї п о в е р х н і - є  п а р а- 
б о л і ч к і.

Ґ а в с о в а  к р и в и н а  в н о ж н і й  т о ч ц і  р о з г о р т н о ї  по­
в е р х н і  д о р і в н ю є  н у л е в і .  Отож обгортка поверхня оо * 
площин накладається на площину, розгортається на площину. 

Якщо візьмемо
� �� =  cos ��$ ;-#

прийдемо до випадку циліндричних поверхонь:
��$�,�M� M 2 ���,

�� '  -j- M�) — ‹  &M�' -j- �� ��%(

Тобто
�x  =  ‹�i#  

x 2 ‹ i * /  const,
що відрізняється лише видом від диференціального ріввання 
циліндричних поверхонь, що дістали раніш.

Для конічних поверхонь
�  '[(а $�S $ =�&]�$�-(  — i�6�� $  6 )] =  О,

тобто
(ж — L(�x �%�6) — 6)r/g==s 0 , (бо � / * x � ] i � ) (

що, при довільному €�
7"…дає

&" — -(�;2��6�  — б) M�2 0 

&" — L(�M -j- 6� — .(���$  О
а тому

d __ v 
S t '
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Шнійчастими поверхнями називаємо такі поверхні, які 
утворити безперервним рухом прямої лінії, що 

за певним законом. Такі в поверхні к о н і ч н і ,  ліній- 
поверхні 2 -го степеня — однополий гіперболоїд, гіпербо­

лічний параболоїд, — перша утворюється прямими, що
на три дані прямі, друга — прямими, що спираються на 

дані прямі, та що є паральні з даною площиною {тобто що 
на безконечно-далеку пряму). Розгортні поверхні 

частинний випадок лінійчастих поверхонь. Розгортні поверхні 
характеризуються тим, що дві сусідні твірні — сусідні дотичні

руба поворота — перетинаються. Взагалі ж дві сусідні твірні 
Лінійчастої поверхні не перетинаються, як у випадку ліній­
частих другого порядку, де прямолінійні твірні однієї системи 
ае перетинаються проміж себе. Рівнання

s  =  c t x - \ - a ,  у  =  $ x - \ - b , � � 16�

коефіцієнти а, а, {З, Ь є функції одного параметра 6 і визна­
чають не одну пряму, а безліч. Виключаючи з цих рівнань 
параметр б, дістанемо співвідношення поміж х, у, г:

Ф(х, у, г) =  0, {16}

визначає поверхню, на якій лежать усі прямі, що визна­
чаються рівнанням (15) при будь-якому значенню параметра 6. 
Тому (16) можна вважати за рівнання лінійчастої поверхні 
в параметричній формі

x =  v, у  =  §{u)v-\-b{u), г ~ а  {u)v-\-a  (и),
якщо покласти в (92) 6 - й ,  x — v, щоб звести рївнання (92) до 
вживаної параметричної форми рівнання поверхні.

Виключимо ч о т и р и  довільні функції 6, що входять до 
рівнань (16).

Довільних функцій лише три,  бо одну з них можна взяти 
за параметр 6. Щоб виключити довільні функції, будемо 
диференціювати (92) по х  та по у, вважаючи в за функцію від 
х  та у, визначену за другим з рівнань (92). Дістанемо:

Р =  а Щ 6'а, (а'ж а') • I  q =  %'у {а!х +  а') I I I

p  =  p -f-0 '* (p 'a ?  +  &') П  1 =  0 ' , ( р ' ж + У )  I V  ( і ? ї
де а', а', р', V позначено похідні від а, а, (З, Ь по 6.
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Диференціюючи (20) по "  та по �  дістанемо: 
к�P ��Q��P �� � �) �@ �,5R�{2sp +  Щ $ )  

D;¨  � 7 � � � � �� — — 8)�� � % 5 * � � ) � � % 9 : � 3 � �

0/
Поділивши одне на одне та замінивши —* через— дістанемо:О �

або

ag — �
` 4-  2 о т р  +  �	  ‘J

>S -f- 3/,3 -f- �‹%ˆD - ■ w•+ 0 . ! �� $

Отже рівнання (2 0 ) та (21) містять уже дише одну довільну 
функцію 3 параметру 0. Виключаючи (З, дістанемо рівнання, що 
розпадається на двоє рівнань, лінійних відносно похідних 3-го 
порядку, з коефіцієнтами — функціями коренів (2 0 ), тобто функ­
ціями похідних другого порядку.

Самого виключення не роблять. А проте результат виклю­
чення можна написати в досить симетричній формі, якщо зва­
жити, шо оскільки розгортні поверхні є частиний випадок ліній­
частих поверхонь, то диференціядьне рівнання останніх повинно 
вдовольнитися через рівнання ;�  — а3 =  0 ,

™W
™"?w— s3j =  k�� � -f- �‹  — 2M� — 0

™�(� ,  — s 2) =  j,  -j- � �  — DM‹ =  0 .

можна написати: 
, 2

. ( дЛ У  
�™ � (

-  2s �F
™� \ D) +  *(.' ,� ' ˆ� � �� 'ˆ

�vF

“■ 0 .

то шукане рівнання

�� ? ,

< і v�" ,�'  (2 2 )
��0� M�’+ ,�l%

Детермінант правої частини дорівннює нулеві якщо Z> =  0 . 
Рівнанням (20) та (21) можна дати геометричне тлумачення.

Покладімо в них 3 =  -Д та помножмо 1-ше на � ' 3, 2-ге на � 'h#— ‘ �'
дістанемо:

�� 'L  -f- 2M � ' � )  -j- ,� )D =  0 . (20 ')
¢�'X  -(- 3l�'D�)  -f- 3 ‹ � ' � )D  -j- � � ) 3 =  0. (21')

Перше є диференціальне рівнання асимптотичних ліній. Ми 
його дістаємо, якщо визначаємо ті головні дотичні, для яких
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перпендикуляр, що його спущено з точки {x~{-dx, y - \ - d y , z - \ - z )  
на дотичну площину, є безконечно-мала не 2-го порядку, а 3-го 
порядку. Якщо рївнання (2 Я) справджується, то члени третього 
порядку теж дорівнюють нулеві й перпендикуляр буде безко­
нечно-мала 4-го порядку відносно dx, dy.

На довільно взятій поверхні рївнання (20 ') та (21 ') сумісні не 
для всякої точки, і тому (2 2 ) не вдовольняється тотожньо а 
е рівнання поміж х  та у , що визначає циліндер, який вирізає 
на поверхні відповідну криву. Дотичні до цієї кривої мають 
із поверхнею дотик 3-го порядку.

А якщо рівнання (20 ') вдовольняється ,за будь-яких х  та у, 
(коли маємо лінійчасту поверхню) то б у д ь - я к а  т о ч к а  цієї 
л і н і й ч а с т о ї  п о в е р х н і  ма є  ту в л а с т и в і с т ь ,  що  го­
л о в н і  д о т и ч н і  п о в е р х н і  м а ю т ь  з п о в е р х н е ю  д о т и к
3-го п о р я д к у .

Можна ще так зформулювати геометричний зміст диферен- 
ціяльного рівнання лінійчастої поверхні.

Для асимптотичних ліній будь-якої поверхні Z —  f { x ,  у) 
маємо

г ' =  Р - \ - Ч У \  —  ЧУ" і у'г ,’ —  г ' у " ~ — РУ/'
Звідсіль

ї? _ [1 +  У'2 +  (Р +  ЧУГ]^
“с 1Ґ \ Г Г ?

Але з (20), після діфференціявання його по х, дістанемо
— к +  Пу’ -f- 3 ту'2 +  ny's 

У - 2 -  а-зр щ

де у* е корінь рівнаннЛ'
r -f- 2 sy' -f- іу /2 =

а тому
b ) � ) 7 + ��� �) • + � � 7 � C<�

Отже добуток мір 1-ої кривини двох асимптотичних ліній до­
рівнює

1 _
р/V[��-�[�� �-

_  Лк+ЗІу'і+Зту'і* + пу'і*) (А +  зУа +  Зіи^У +  гарУНі + Р2-гЧ2) 
--  Ÿ� (� &�� J.

%� )� � * � �+V�*‰*� ‘%*" �q” b�U)�U ' �+j�W��[ l+ p 2+2qpy,2 + {l+qy,22)]'A
" " @
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\�4�=��?� P4?�V� ��V�4� ��\�4^�P�� ^=�=\� �#�M#� ,:� 1� P��1

/

T/�E • , �• � hQR� )� •.‘� a ,C\'� F�) �• � , � %a N� F
�� M� ­

X��� ��"� �̈ �� Q�
( 	� ��	� 7�	� �

&�,$ hg+�“�) ‘�T/� • �} N+a Qx i M } � �š ~ � �

�PV=� �1��4��@� T QQ+� ������P>'� Z�� � � 0 Y P � ?

&|R+Tf• v g�• �DQ+m�R�

� 1� � ? � � � � � �
4 	 � � ; P � P � ^ � � [ � <1 ��8� �� ? � V � 1 8 � P � ^ � 1 � < 1 � 1 8 ^ 4 	 P � 7 �
; � � = � [ � 1 � � � � 1 � � ` b � � Y < = � 1 �

� � ��� S��3����3��� ����&	�3���� ����������

1�� � � P � ^ � 4 � ; < � Z � � 4
 =��1��	>� ��� �1��4�>� T/w+

=�• �4�O &�V��L�ƒ+ƒ�&A&�L�(#� i�• � .��6=�"���2�-�(

W�• �� • S 9� D �• �2'+�� / �• � WG TD • K 9+�
 �?<`^4`^�� {�" � 1�{�� � �1	P4�=��5

�� -�"���-�� ��"� -�
= 2 4� �� �9V�• � +	2� † 22�c 9 . � � TQR+

�1�	P4�<@`^�� �1� \�4^=��@� ��� \434<>��3�� �1��4��@� ��P�^��7�
;<�Z���

x 6 < � ' ( � � � i 6 q �a� �(�$�6R �a� �(�* �W'�
�1	P4�=��� �1��4��@� ��P�^��7� ;<�Z���� ��� <1�18^4	P�7� ;��=�[�1�

��• � H < �$�](�$�&R �a�h+¡�&4�"�• � � ( � “ � " ( � 6 	 � ��(k&-�" �• � -�( �

40�� ^=�=\� �1��4��@� T/M+'� \�1���c�� \�4?'�a��4b��5

��• � ?Ra� O�m�$�-k&¨�"�• �K9+�a�T� 2+T£9£�• �� &� TQO+

� = � � = � 4 � ��� � ? Z � � P � ^ ? 4 � � Y [ 4 b P > 	 @ � ;� � P � 1 � � 1 8 ' �
P� � \ � 4 ^ 1 � � @ � ; 4 � 4 � = P � 4 � W� �=� \ � 1 � ` b P > 	 @ ' � 4� \ � 1 � ` ]
b P > 	 @ � < � c = � V:� � � P � ^ � 4 � ; < � Z � � 4 � � 0 = � P 4 b P > 	 @ � � 4 ]
� ? � < � � � 1 b 7 � P � 1 � � � 7 �

��P�^�4� ;<�Z��4� 0Y�=� ���4� P4� 	4�4� �<@� �	1[� P�^�?� <�c=�
P1b7� P�1���7'� �<@� @?�7

- � ™-

4<=� \4� �1b7� Y����� <1�18^4	P4� ;��=�[�@� b� ��\3��P�4�

QQw







{CxM� 2EoCnMoo*� |Mo:/CrPo2f� :2nxU� qC}� EO2Be� jU/C)ejC:U�
pC/COM:/� /2Ep2q8re� �qU1:/UFe:Ujo2M:U�� qr*� FeqP�*x2f� :j8/o2f��
oM� FM/enU� f f � EC� j81P� ‡�8j	

\8joCoo*� q2:Uno2f� j� FMEx2oMno2� qCrMx8�� :2n|8� :j8/o2f� q81:Cy
oMO2� p2q8r2O� oC� " � :C� pM/M)2q2O� q2� B/CoU|8� + �>Š � E� ECBCrPy
o2B2� /8joCoo*�# OC}O2

'�; � O��� �� � � � R ‹ �S� O . S � �S� 6R�H

m2:UnoC� pr2LUoC� j� :2n|8� CL� L2� p/2)2qU:P� nM/ME� :e� 1COe�
:j8/oe�� FeqM� pM/MpMoqUxer*/o2€� q2� |8}f� pr2LUoU� EC� eO2jU

���� M�B �' � �m�� 	 ( ��[��C(�C(X8�, � - �( �, ��¡ �# �\4)(��z/(‚ �@u� , �C(9

Ej8q18rP
2%�¢�%� �, ��U% � / q��Ce � / C � �

l 2 � C(��£�/(��, ��C/(�# /C(��� �� …

O2+oC� jU/C)ejC:U�� *x� j8qqCrP�qj2)� :2n2x� p/*O2f�

R �� � - " �, � - #� 	 * �/+����� . �

K � ( � � �� � � �• � k � !�& 6 & �9�� � H%	

mCr8� ��_��# ;8��
� � - �&-4"� �� - �( ��9�/(�/(+�£��(��£��C/(#� ¨-4(?-&¨�" ����� 	 ( �# �/�C(+�m�� -�(k

22��0! �,� X 9 & L % + �T� �T )� � �/0�C�X,C{�, � D � �%�,� b X " 9 a � ( �

nU1MrPoUx� nM/ME� �“�� pM/M:j2/€}:P1*� oC

& "�# �+8�bC(��, �/0N�, ��C/(�# �o �9�� � @ & " �$ �' ,(�

C� q/eBU�� Oo2+oUx� EoCOMooUxC� pM/M:j2/€}:P1*� oC

y � 1� � � Dmm�(�•2 :%�5 �H :%�5 �� H :�� �H � :� .•�5 �� 9 � � �5 � & � �5 �# � { :�� �H � :� %�(

* �@ & "#

vP2Oe� nU1MrPoUx� e � jU/CE8� qr*� ������;�# ��bm� q2/8jo€}�

@0& "0�# � 0" " � ( ����� @ A �$ �@ D&"�#� m��0 �$ �@ A �# � @0m � ��$

� � &-$0�9 �	 0�9 ��2��# �Q�(���b�(��, �/(��, ���Q(�# �‹�(��9�# ��� ! �, � � �Q(�,

5 �# 2. � �` 2 � # 2 ` :� �` 2 :� • .�( �# 2 :` :� � = n � � � 4 � • g :# 2 ` :C ` 2 : � �� �2 :# 2 & � �` 2 :� • %&•&�

, � /g(�G‹(�# �‹�(��#� •�&-�	�$ ��(*0�9��� ���(Q(�@ �a!���6�, ����, �Q��	

�:+�

t z���™ �t '+�•
Š� l � # 2 :` :�� � 5 �2 %�& _ �`%�

%.F



а тому параметр розподілу (диотрубутяврости) визначається 
формулою

1 а'з +  р'*-|-(ар' — ра') 2
* — (а'р' — &V)(l +  a2 + p 2)

Ще іншим шляхом прийдемо до центральної точки, якщо 
шукати найкоротшу віддаль між безконечно-близькими твір­
ними лінійчастої поверхні.

Твірну F  візьмемо за вісь Х-ів. Рівнання безконечно близь­
кої твірної E	  напишеться тоді так;

R�$�<�L  -f- �L#� 	 �$�<�¨����0  
або

X _  	 — �0    R — �L
,1 �¨� �L�

Пряма найкоротшої віддалі — перпендикулярна до G>.>;(=D) 
та зустрічає її, тому вона лежить на площині паралельній до 
площини DU	ƒ отже її рівнання буде

Х =  �#� R�$�;�	�

Вона перпендикулярна до F# тому
О'

1 .0  —f- l.tfp-)-mrfa =  0 #��; �*  $ 2

Отже рівнання проекції прямої найкоротшої віддалі на пло­
щину R U�	  е таке

/ �* �$ ˆ2 ) �  (В)
Проекція ~  на �O 	 �

R�?�— 	�L�$��L�¨  — �0�L  
до неї перпендикулярна.

В просторі рівнання (В') е рівнання площини, що проходить 
через 0Х (=  F(# вона перетинає E	  в точці, для якої

тобто

a 'X + a ' р' 
¨ m 9 . �2 2 � -�  ’

Х = -�	  +  6 'р' 
а' 2 4- р' 8 . Отже:

Теорема V. Ц ен  т р а л ь  н а т о ч к а ,  є т о ч к а  п е р е т и н у  
т в і р н о ї  з п р я м о ю  н а й к о р о т ш о г о  в і д д а л е н н я  м і ж  
т в і р н и м и  F  та |	�

" � �



У розгортяих поверхонь сусідні твірні перетинаються з точ­
ністю до безконечно малої порядку вищого за перший, і точка 
перетину править за центральну точку. Отже:

Теорема VI. Ц е н т р а л ь н а  т о ч к а  р о з г о р т н о ї  п о ­
в е р х н і  е ї ї  х а р а к т е р и с т и ч н а  т о ч к а  ( т о ч к а  р е б р а  
з в о р о т у ) .

4. З м і н а  к р и в и н и  в п о д о в ж  т в і р н о ї .
Щоб вирахувати Ґавсову кривину, візьмімо вираз, що ви­

вели раніш
_а! я  4 - а'

-У ’
звідкіль

та р  — а — Щ.p'tf-f У
Диференціюючи останнє по х  та по у дістанемо:

г== _ ( а' _ р ' в) (І
[І X о ■5$, 7. — Yq 

З'ж -Ь . ■V

Підставляючи'у перше значення s дістанемо:

і тому
г і--S2 = (  - p w ..

\ ^ х + ' У } ~
Ь! У — у  a 'f  
(р'ж +  У) 4 '

Далі
l + p 2 +  q2 =
_  )
~  (р' х -\-Ь ')%

1 Д -  Я2 Д -  (<ж —  р ? ) 2 =  1 - f -  л г —  2 а Р д  Д -  ( 1  Д -  p * ) g a 

(1  Д -  а2) ( р '  х  - [ -  б ') -  — 2 а р  (а! % У) ( р ’ ж  Д ~ і ' )  Д -

+  (і Д-р2) (УжД-а ') 2 •

Цей вираз, що е знаменником, дорівнює
(У а; Д- а')а Д- (р' х  Д- У)% Д- [я(р'ж Д- V) — р(Уж Д- а '] 2 

й вирахувано вже при обчисленні

Він дорівнює

К Ч -Р /2ЩНД-

СОй{ф —  ф()*

Р * ')2]  (ж — Жі)2 Д- (а 'Г - ■ У  У ) 2 ( 1  Д - У ’ Д - р 2)
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LM��#�BM2OM:/UnoM� O81|M� 21o2j� 1p8rPoU)� pM/pMoqUxer*/8j� �oCU��
x2/2:�U)� j8qqCr8j�� 1e18qoU)� :j8/oU)	

‚2F� jUjM1:U� /8joCoo*� 1:/Ujq8�o2f� r8o8f�� j8EPO8O2� /8joCoo*�
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CF2
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zC�x2/2:�C� j8qqCrP� jUEoCnU:P1*� /8joCoo*OU^

X  — a  Y — b  Z  —  c  

��� � ƒ� •	� s
pv' —  vu.', Xv'— Xv', XjT —  (іУ

X — a  —  a %  Y — b  —  b's ,  Z — c —  c's
0 —  X —j— Х 'з, j i  —|— p/s, v —|— ■/ e

J lV '---- V // —  A l l ' ---- [!>/

m/eBC� pr2LUoC� pM/M:UoCj� pM/�e� p/*Oe� j� :2n|8�� qr*� *x2f� и  

jUEoCnC}:P1*� E� /8joCoo*�� L2� q81:CoMO2�ECO8o2€�j�pM/�2Oe�/*qxe�
q/eB2B2� qM:M/O8oCo:C� /8EoU|P� ƒ # a ,  Y # b ,  Z  $ � c ,  oC� ƒ¥�� b•�� т  

EC� /8joCoo*OU�pM/�2f�p/*O2f	
‰8qo*j�U� MrMOMo:U� ��B2� /*qxC�� p2Oo2+Mo8� oC� B# j8q� pM/y

�2B2�� pM/M)2q2O� q2� B/CoU|P� EC� eO2jU� B #���� q81:CoMO2� �exCoM�
/8joCoo*

Х'ад а '  \>'и - f -  b ' ч 'и  у -  с'
X і1 v

[1V'--- Vfl' V>/-----/ У  All' ---- [iX'

vM� /8joCoo*� /2EFUjC}:P1*� oC� qjC� qM:M/O8oCo:U	
•o2+oUx� p/U� B }

ƒ(� �� � 0

х I* v —  -  [ ( | і /  —  Vi»/)8 +  (vXr —  Xv')2 - f
[j-'A —  Vji', vX' —  Xv', X(i' —  fiX'

( X ^ - p X ') 2] =  -  (X2 +  Ц8 +  v2) (X' + �/  4 -  v'2)  +  (XX' +  Jifi' +  vv')a =
=  —  (X2/ -J - p /2 +  v '2).

�:+M� EoCnMoo*O�� L2�j8qp2j8qC}�:2n|8�1:/Ux|8�o2f�r8o8f�� :CxM^

1 ft' b ' с'
B**  х'2 +  іі'гТ ?  X fA v

^  ‘ 1 [ .J iv '-v p /, V A '- X ' / ,  Xi i ' - jj.X'

w8q1:Cjr*€nU� |M� EoCnMoo*� B q2� /8joCoo*� :j8/o2f�� q81:CoMO2�
/8joCoo*� 1:/Ux|8�o2f� r 8o 8f� j� pC/COM:/Uno8�� ;2/O8	

w / U x r C q � 6	� -8pM/F2r8noU�� pC/CF2r2fq� " ��# � � ]$ 0f�  

w/*O2r8o8�o8� :j8/o8� 2qo8}f� 1U1:MOU� }̂

X  —  X у  —  -ї z

D
X'2�, �� � ' 2�, � � '-1 '

Стрикційна лінія 

Для другої системи

— 1 2т:

X  —  у ~  О, Z  —  0.

" � X � �$  0 , ��$

ƒ� B �$ 0 .



П р и к л а д  2. Гіперболічний параболоїд
� % v
—  — �K�  =  2?$
Р  q

Прямолінійні твірні однієї системи: 

ж — ті/ р  y — <Vq
V p — V~q

— V J
Vp + q+ і -'

Для центральної точки 
и —

"

: 2  ̂ '

, v =

p  —  q

x = V  p
V p + q - f ^ 2

V p + q + ^ 2‘

V p  +  q + i V

Стрикційна лінія

(P —  Q) =  - A -  Jr P - q = -
� � � �� — Vg

П р и к л а д  3. Однополий оборотовий гіперболоїд:
х2 -f- у2 ■ =  1 .

Прямолінійні твірні можна задати рівнаннями:
ж у - a т _  -  , -  _  _аг +  cv—  —  =  и, де т2- ст V2 =  1.-  — av

Стрикційна лінія зливається з горловим січенням гіперболоїда
r��  О, � 2 -f- �P  =  G2.

П р и к л а д  4, Однополий триосевий гіперболоїд
х 2 . у 2 з2  
а 2 ' Ь2 с‘г

За аналогічними позначеннями стрикційна лінія визначиться 
рівнаннями

X  _ Y __ Z
аь{Ь2 -|- с2) cos t №{а2-\-c*)$\nt — с8(а2— б2) sin t cos t

__________ ___ 1 ____ ___
a2 b2X- c-(r, - cos21 b2 sin2 1)

а тому, стрикційна лінія e січення гіперболоїда поверхнею 
Z[b4(a* +  с2) X і +  а4(д2 +  с2) Уа] =  аЬФ X Y
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В п р а в и :  Для звичайної ґвинтової лінії
ж * �L  cos ¢M#� � $�L sin ¢M#� f =  ‹¢M

визначити поверхню бінормалей та довести, що для неї стрик- 
ційна лінія є дана ґвинтова лінія.

Поверхня бінормалів
X — cos ¢M Г $ L  sin ¢M   R — ‹¢M  

‹  sin ¢M� ‹ cos ¢M� L
Остатшн властивість поверхні бінормалів не є загальна, 

і стрикційна лінія косої лінійчастої поверхні не є ортогональна 
траєкторія до прямолінійних твірних.

Справді, косинус кута прямолінійної твірної лінійчастої 
поверхні

m * -  Г = й  +  [Ш, Z =  c-f-vw
з дотичною до її стрикційної лінії {і для B що дістали раніш) 
дорівнює

k+ І  ж'а .cos 7 =  XX' +  |  +  vZ' =  lL� 4  цУ +  vc' —
ƒ ���„%��-f- \sj>! -j- ^	 ƒ

(�� (X* +  tt*+v*) =

=  Xa'-j- li&' +  vc —(���� O ���� !
@��<� ��� �� ƒ

Для поверхні бінормалів кривої подвійної кривини, як довели

тому
m-� 4- �'0�  =  0 і F  =  о 

cos ���  0 .
Але взагалі ді вирази не дорівнюють нулеві, і тому дотична 

до стрикційної лінії не є лінія найкоротшої віддалі двох без­
конечно-близьких твірних. Стрикційна лінія є лише геометричне 
місце початкових (або кінцевих) точок цих найкоротших відда­
лів, як це було підкреслено на початку параграфу про стрик- 
ціині лінії.

П р и к л а д :  Сукупність головних нормалів кривої подвійної 
кривини утворює також косу лінійчасту поверхню 

| �( �$" �$Y;� > � � �" &IY*� Z�6�N�&��J[ �
Дотична площина в точці цієї твірної буде взагалі 

X — ж q  — �� R  — f
��"&� ~3%� ��" j� —�B 7�"&�R�' � ( ��

a� ;� w

%.+



В точці О , у, г) кривої м =  0 1 рівнання зводиться до такого:
X — х Y — у Z  — z

а Р 7 —
1 m п

^  к (X —  а?) +  [і ( Y -  у )+  v ( Z - e )  -  0 

це рівнання є рівнання шільнодотичної площини в точці (ж,у,г). 
В будь-якій іншій точці (и ф  0) головної нормалі дотична пло­
щина буде

(  1 -  у )  SX ( X - ж ) -  A  £« (Х  — х) =  О

тобто це буде площина, що проходить через головну нормалю.
Для точки стрикційної лінії відповівне значення и  визна­

чається з рівнання:
а  Р 7

(I'2 -f- т'2 -f- п'2) и =  І т п  =
т п! — п т \ п і' — In ', 1т' — т і'

а Р 7
1 m п

к а 4 X
, г т ’ г р ’ Г р

але +  +  Л  — Лг1 1 ф р 1
р  радіюс повної кривини).

Отже и =  —г
Косинус кута V проміж твірною (тобто головною нормалего) та 
етрикційною лінією е

cos F =
Еп х-\-1 Р‘

V  ■І  \ х  +  1Р‘

II

B
(?)'

р !
Т

рі

г

г й

Л  +  А
Т р

ф і p aY

р А А __ t -  Л - ( А \
г2)  1 г’-р2 ' \  r )





є в з а г а л і  б е з к о н е ч н о  м а л а  1 - г о  п о р я д к у ,  (чисель­
ник 2 -го, а знаменник 1 -г о  порядку)

Якщо поверхня в розгортна, то в чисельнику не лише член 
другого, а й член третього порядку дорівнює нулеві, а тому, — 
бо знаменник містить Д8 першого степеня,— д в і  б е з к о н е ч н о  
б л и з к і  т в і р н і  р о з г о р т н о ї  п о в е р х н і  п е р е т и н а ю т ь с я  
з т о ч н і с т ю  до б е з к о н е ч н о  м а л и х  3 - г о  п о р я д к у .

Дослідімо членів 4 -го порядку. Множник при Д84 є

&-�	  +  % �-� — 6'V  — a+-��( +  — &-…	 �$�0›а") 
о . 4

через похідну від коефіцієнта при Д63

« Г  — .� У)" =  &-�	  +  u % % — б 'V  — 6 V") +  D�-����$�.�  а") ■
можна звести до виду

� � &-�=+ — +	-�(�  — � �& - + �  — Š�4��(�

Якщо при цьому зникає не лише член 3 - го порядку, а й 
член 4 -го порядку, то повинно бути, крім я'р' — 6 У =  0 ще й

- � � �$�, % ����  =* о 
а' 	але за першим � � �* �����$�¢

тобто
У =  АУ, 5�* ��\0�#

тому У * �`-�  - f  AV, 	����*�¢0�  Д- �̀.�#
отже o/ 'p," —б"?." == �̀&B��	  — б"а').

Друге рівнання через це розпадається на двоє 
1) �̀  =  0 , ` 2  Const

при цьому з а' =  `-�# =  Аб' виникає -  =  Ар +  /а і З Аб -{- У .
Отож рівнання прямолінійної твірної лінійчастої поверхні 

набирає вигляду
/�$�`�  — а{ж -j- (̀  
� �$�`D* .&"�9 �`(

Виключаючи звідсіль 6, дістанемо рівнання типу

g$¢ˆ� �  — `D
ж + А ’ "� `

=  0

тобто в цьому випадку поверхня є к о н і ч н а .
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верхні до геометричного місця точки F ,  а площина у' є до­
тична до поверхні £ — геометричного місця точки F .

Справді, хай пряма пересувається залишаючись дотичною 
до ребра звороту першої розгортної, а тому й до £; вона при 
цьому повсякчасно буде дотикатися до S'; точка дотику ї ї  з 2, 
утворить на £ криву О', що проходить через F ,  але відмінну 
від-ребра звороту 2-ої розгортної. Розгортна поверхня, описана 
прямою, буд  ̂ кати з S' дві спільні дотичні — дотичну в Ж? до  
ребра звороту другої розгортної поверхні й дотичну в F  до С \  
Отже вони мають спільну дотичну площину, що є також щільно- 
дотичною площиною до ребра звороту першої розгортної по­
верхні й дотичною площиною до £'. Якщо одна з частин фо­
кальної поверхні е крива, то прямі конгруенції будуть зустрі­
чати цю криву й дотикатися другої частини фокальної поверхні. 
Одною з розгортних поверхонь для кожної твірної буде через 
це конус, дотичний до другої частини фокальної поверхні, що 
мав вершину на кривій, до якої звелась одна частина фокаль­
ної поверхні. Якщо обидві частини фокальної поверхні зво­
дяться до кривих ліцій, то обидві розгортні поверхні конґрен- 
цій будуть конуси, що проходять через одну криву та мають 
вершини на другій кривій.

�� ���� R��(�!+�H��� �������"� �+��	 � $�"+� ��'�

Нормаля до поверхні s ~ f ( x , y )  е

X — ж_  У — у Z  — z

пряма, рівнання якої залежить від двох параметрів. Тому сукуп­
ність нормалів до поверхні є окремий випадок конгруенції прямих.

Т і розгортні поверхні, про які мова мовилась раніш, утво­
рюються тими з нормалів, що перетинаються в безконечно близькій 
точці. Але у § 4 розд. III доведено, що точки, нормалі яких 
в такі {— тобто дві безконечно близькі з них перетинаються— > 
утворюють на поверхні л ін ії кривини.

О т ж е р о з г о р т н і п о в е р х н і  к о н г р у е н ц і ї  н о р м а л і в  
до б у д ь - я к о ї  поверхн і ,  що п р о х о д я т ь  через  будь-  
я к у  нормалю,  п е р е т и н а ю т ь  п о в е р х н ю  по ї ї  л і н і я х  
к р и в и н и .

За властивости ліній кривини, вони {розгортні поверхні) пе­
ретинаються під прямим кутом. Ф о к а л ь н і  п л о щ и н и  е пло ­
щ и н и  г о л о в н и х  н о р м а л ь н и х  с і чень.
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