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ПЕРЕДМОВА.

Збірники задач з планіметрії, що є тепер, містять головним 
чином нескладні вправи, які зводяться здебільшого до безпо
середнього підставляння числових значень різних величин, що 
входять у формули. „Задачник по геометрии“ Б. Н. Делоне 
і О. К. Житомирського, що вийшов з друку, має в собі багато 
цікавих і важких задач, переважна більшість яких є задачами 
на доводження і на побудову. Тим часом, для підвищення 
геометричної культури учнів надзвичайно важливо навчитись 
розв'язувати задачі, що потребують суто геометричних мір
кувань, а не самих тільки алгебричних і арифметичних викла
док. З другого боку, дуже важливим є вміння довести задачу 
до відповіді („до числа“), а не обмежуватись установленням 
правильності „ходу розв’язування“, що нерідко в шкільній 
практиці вважається „цілком достатнім“.

„Збірник геометричних задач“ М. Попруженка є для цього 
прекрасним посібником; у ньому немає (або майже немає) 
шаблонних задач. Майже кожна задача вимагає оригінального 
підходу, і часто вдалі геометричні міркування безпосередньо 
приводять до відповіді, без складних обчислень, які здаються 
неминучими при трафаретному методі розв’язування. Книжка 
містить винятково багатий вибір задач (головним чином на 
обчислення) і може бути прекрасним посібником як для учнів, 
що хотять підвищити рівень своїх геометричних знань, так 
і для викладача в його класних заняттях.

Це 4-е видання значно відрізняється від попереднього 
3-го видання, де автор, призначаючи книжку для повторення 
курсу планіметрії, не розміщав задач в якомусь певному по
рядку, наприклад, за ступенем трудності, за належністю їх 
до певного розділу курсу геометрії та ін.

У цьому виданні така класифікація проведена. Всі задачі 
розподілені за характером геометричних фігур, що входять
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до них, на п’ять розділів. Щождо розміщення задач усередині 
кожного розділу, то тут залишено приблизно ту ж послідов
ність, як у попередньому виданні, щоб дати можливість тому, 
хто розв’язує задачу, самостійно віднести задачу до того чи 
іншого розділу геометрі! і відповідно дібрати найкращий 
метод розв’язування. Частину задач, як таку, що не становить 
інтересу (наприклад, приклади з аналітичної геометрії), виклю
чено; замість них додано деяку кількість нових, головним чи
ном на виведення різних залежностей між лінійними елемен
тами трикутників.



І. ТРИКУТНИКИ.

1. З середини О гіпотенузи поставлений до неї перпенди
куляр, який перетинає один катет у точці К, а продовження 
другого в точці М. Знайти сторони і площу прямокутного 
трикутника, якщо ОК— а і ОМ — Ь.

2. В рівнобедреному трикутнику одна з рівних сторін 5, 
а основа 6. Знайти віддаль між ортоцентром (точка перетину 
висот) і центром ваги цього трикутника.

Катети прямокутного трикутника є Ь і с. Знайти бісек
трису прямого кута.

4. 4та =  2Ь2 2с2 — а2.
5. Медіана, проведена до гіпотенузи, дорівнює 5. З се

редини її поставлений перпендикуляр до перетину з більшим 
катетом, і довжина одержаного відрізка дорівнює 17/в- Знайти 
катети і площу прямокутного трикутника.

і 3 ______ _
6. 5  =  -у УаЬс!іакькс.
7. Обчислити плрщу трикутника за трьома його медіанами.
8. Визначити шщщу трикутника за трьома його висотами.
9. Основа трикутника 15. Висота і медіана, відповідні

основі, є 11-̂ - і у У 505. Знайти інші сторони.
10. Дано прямокутний трикутник АВС, катети якого єг 

АВ — 3 і АС =  4. З середини О більшого катета поставлений 
перпендикуляр до перетину в точці К  з продовженим пер
пендикуляром з вершини прямого кута на гіпотенузу.

Знайти: 1) площу трикутника А 0К \ 2) частину гіпотенузи 
даного трикутника, яка лежить усередині трикутника АОК ; 
3) віддалі СК і ВК.

Г1. У трикутнику, сторони якого 4, 5 і 6, проведені бісек
триси меншого кута і суміжного з ним. Знайти відрізок про
тилежної сторони, який лежить між цими бісектрисами.

12. У рівносторонньому трикутнику АВС, площа якого 
дорівнює 5, відкладені від вершини В частини ВМ і ВМ, що 
дорівнюють 7з сторони правильного трикутника; точки М \И  
сполучені з протилежними вершинами, при чому прямі АМ  і СЛ/ 
перетинаються в точці О. Знайти площу чотирикутника ВМОМ.

13. У трикутнику між сторонами а і Ь лежить кут у 30° 
Знайти третю сторону і площу трикутника.
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14. У трикутнику ніж сторонами а І Ь лежить кут у 45°. 
Знайти третю сторону і площу.

15. У трикутнику між сторонами а  і Ь лежить кут у 60°. 
Знайти третю сторону і площу.

16. У трикутнику між сторонами а і Ь лежить кут у 150°. 
Знайти третю сторону і площу.

17. У трикутнику між сторонами а і Ь лежить кут у 120°. 
Знайти третю сторону і площу.

Г8. У трикутнику між сторонами а і Ь лежить кут у 75°. 
Знайти третю сторону і площу.

19. У трикутнику між сторонами а і Ь лежить кут у 135°., 
Знайти третю сторону і площу.

20. Одна з рівних сторін рівнобедреного трикутника =  а, 
кут між рівними сторонами =  144°. Знайти площу трикутника.

21. У трикутнику одна сторона =  а, а прилеглі до неї 
кути— 30° і 45°. Знайти інші сторони і площу.

22. Прямокутний трикутник, катети якого а і 2а, поділе
ний на дві рівновеликі частини прямою, перпендикулярною до 
гіпотенузи. Знайти довжину цієї прямої і віддаль її від вер
шини меншого кута.

23. В прямокутному трикутнику менший катет дорівнює 
УЗ. Пряма, що проведена через вершину прямого кута і 
утворює із згаданим катетом кут, який дорівнює */з прямого, 
відрізає в гіпотенузі відрізок, що дорівнює 7з гіпотенузи 
(рахуючи від меншого катета). Знайти другий катет, гіпоте
нузу і площу трикутника.

24. Вершини рівностороннього трикутника лежать на трьох 
паралельних прямих, при чому середня паралель віддалена 
від двох інших на а і Ь. Знайти сторону рівностороннього 
трикутника.

25. У трикутнику АВС кут А вдвоє більший кута В. За 
даними сторонами Ь і с знайти а.

26. Трикутник, сторони якого 13, 14 і 15, поділений на дві 
рівновеликі частини прямою, перпендикулярною до більшої 
сторони. Знайти довжину бісектриси і віддаль її від вер
шини більшої сторони. 27 * 29 30

27. ( * .+ * .+ * , )  'Х 4 +  1 + т )
Знайти довжину к перпендикуляра, опущеного з вер

шини прямого кута на гіпотенузу прямокутного трикутника, 
катети якого є Ь і с.

29. На гіпотенузі ВС прямокутного трикутника ВАС побу
дований поза ним квадрат, і з центра О квадрата опущені 
перпендикуляри ОК і ОМ на катети. Визначити вид і площу 
чотирикутника ОКАМ, якщо катети прямокутного трикутника 
є 3 і 4.

30. З вершини башти в 30 ж заввишки видно міст, напрям 
якого лежить в одній вертикальній площині з віссю башти.
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Промені зору, що йдуть до кінців моста, утворюють з вер
тикаллю кути в 60° і 45°. Визначити довжину моста.

31. Через середину О сторони АС рівностороннього три
кутника АВС проведена пряма ДІУ, яка зустрічає ВС в N. а про

довження АВ  — в К. Знайти КТУ, якщо =  -і- і АС =  аУ з .
32. В трикутнику АВС: АВ — 6, АС — 4, ВС — 5. Від точки 

А  по сторонах АС і АВ відкладені відповідно АК  =  З і АМ =  2. 
Знайти периметр чотирикутника ВМКС і площу прямокут
ника, побудованого на його діагоналях.

33. Висота трикутника, що дорівнює 4, поділяє основу його на 
два відрізки, що відносяться, як 1:8. Знайти довжину прямої, 
яка паралельна висоті і поділяє трикутник на дві рівновеликі 
частини.

34. В рівносторонній трикутник, сторона якого =  3, вписа
ний другий рівносторонній трикутник, втроє менший першого 
площею. Знайти віддаль між суміжними вершинами цих три
кутників.

35. Трикутник АВС, сторони якого а, Ь, с, поділений пря
мою /<Х (протилежною А) на дві частини, що мають одна
ковий периметр і однакову площу. Знайти площу і периметр 
прямокутника, побудованого на відрізках АК  і АВ.

36. Різниця проекцій катетів на гіпотенузу дорівнює висоті 
к  відносно гіпотенузи. Знайти гіпотенузу 1 катети.

37. Дано трикутник із сторонами а, Ь, с. З двох висот
/г А:

його Ііа і і четвертої пропорціональної —г— до трьох ви-

сот складений новий трикутник. Знайти відношення площі 
першого трикутника до площі останнього.

38. Через точку О, взяту на основі ВС трикутника АВС, 
проведені прямі ПР, Ь(}, відповідно паралельні двом сторо
нам трикутника, і точки Р і ф сполучені. Знайти площу 
трикутника АРСІ, якщо площа =  а площа РВО — 8г.

ІМ Бісектриса прямого кута визначає на гіпотенузі від
різки р  і <7. Знайти: 1) катети прямокутного трикутника; 
2) висоту відносно гіпотенузи; 3) бісектрису прямого кута.

4*). Знайти проекцію висоти трикутника відносно сторони 
а на ^медіану, що відповідає тій же стороні.

41. Трикутник, сторони якого 13, 14 і 15, поділений на три 
трикутники прямими, що сполучають центр ваги його з вер
шинами трикутника. Знайти площу кожного з цих трикутників.

42. Перпендикуляр, опущений з центра ваги трикутника 
на висоту, дорівнює 6, а основа трикутника == 20. Знайти 
відрізки, утворювані висотою на основі.

43 Трикутник АВС поділений на три рівновеликі частини 
двома прямими ОЕ, ОР, що виходять з точки О, взятої на 
стороні АВ. Визначити положення прямих ОЕ і /)/*', якщо 
АС =  30, АВ =  32 і А й  =  25.
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44. З точки Б, взятої на стороні АВ  трикутника АВС, про
ведені чотири прямі: БЕ, БЕ, БО  і БН, що поділяють площу 
трикутника на п’ять частин; частини ці, рахуючи від А, від
носяться, як 1 :2 :3 :4 :5 . Визначити положення прямих БЕ, 
БЕ, Б в  і БН, якщо АВ =  112, ЛС =  108 і АБ =  84.

45. Трикутник із сторонами 13, 14 і 15 поділений на три 
рівновеликі частини прямими, перпендикулярними до більшої 
сторони. Знайти віддалі цих прямих від найближчих до них 
вершин трикутника, що лежать на більшій стороні.

46. В трикутнику АВС взята точка К  на АС так, що

С/< = АС Двома прямими EF і GH, паралельними ВК, даний
трикутник поділений на частини, що відносяться (рахуючи 
від А), як 1 :2 :3 . Знайти АЕ і АН, якщо АС =  15.

47. На сторонах АВ, ВС і СА трикутника АВС взяті від-

повідно точки С1г А1} By так, що АСу =  -^А В ; ВА1 = ВС і

С Д = - І  СА. Точки Ау, Д  і Сг сполучені прямими лініями.О
Знайти площу трикутника АуВуСу, я к щ о  площа даного =  Д

48. На сторонах АВ, ВС і СА трикутника АВС взяті від

повідно точки Сх, Ау, В у так, що АСу =  ~  АВ; В А у = ^  ВС

і СВу—-^- СА. Прямі ААу,ВВу і ССу, перетинаючись, утворюютьО
трикутник, площу якого треба знайти, якщо площа даного =  5.

49. 5  = la lya (Ь2 — С2)
Ш  ’ ІР>с).

50- Іа =  Щ Г сУ ЬсР(р — а)'

51. lya =  V  Ьс (р — Ь) (р —7) *

52. Ьс
Іаіуа

са 
6̂ А б

ab
ІСІ\С =  0 ; (а >  Ь >  с).

53. 4Ь*<* =  Ра{Ь +  cY +  l\a (Ь -  c f.

54. Дорога в гору піднімається двома уступами у вигляді 
ламаної лінії; перший уступ утворює з горизонтом кут у 30°, 
другий — 75°, а лінія, яка сполучає вершину гори з основою, 
нахилена до горизонту під кутом у 60°. Довжина першого 
уступу — 1 км. Знайти висоту гори.

55. Якщо пс означає проекцію тс на сторону с, то:
а2-- 1)2 — 2 спс.



56. Зсередини основи а рівностороннього трикутника хорду, 
паралельну основі, видно під прямим кутом. Знайти довжину 
цієї хорди.

57. На стороні ВС трикутника ABC побудовані два рівно- 
сторонні трикутники BCD і BCD'. Знайти довжини прямих 
AD і AD', якщо сторони даного трикутника є а, Ь, с.

58. На стороні АВ трикутника ABC відкладають довжину 
AD =  AC і проводять пряму DC. Знайти довжину її залежно 
від сторін трикутника.

59. З центра ваги трикутника опущені перпендикуляри 
на ті дві сторони, довжини яких а і Ь. Сума цих перпендику
лярів =  І. Знайти довжину кожного з них.

60. В рівносторонньому трикутнику ABC через середину 
О сторони АВ проведена січна, яка зустрічає АС в М, а про
довження ВС — в N. Різниця площ трикутників OBN і ОМА 
дорівнює площі даного рівностороннього трикутника. Знайти 
AM, якщо сторона рівностороннього трикутника =  1 -\-V~2.

61. Знайти проекцію бісектриси кута А  трикутника на одну 
з сторін цього кута.

62. Сторони трикутника ABC продовжені в тому ж са
мому напрямі до точок Вь Ct так, що ААі — ЗАВ, 
ВВі — ЗВС і ССі — ЗСА. Знайти відношення площ трикутників 
ABC і Д В А -

63. На основі АВ  рівнобедреного трикутника ABC взята 
точка К  так, що АК  — а, ВК — b. Знайти СК, якщо АС — р.

64. З вершини трикутника проведена до основи його а 
пряма, яка поділяє основу на два відрізки т і п. Знайти дов
жину цієї прямої, якщо сторона трикутника, прилегла до від
різка т, є с, а сторона трикутника, прилегла до відрізка п, 
є Ь.

65. Рівнобедрений трикутник, сторони якого 8, 5 і 5, поді
лений на три рівновеликі частини перпендикулярами, опуще
ними з деякої точки О на сторони трикутника. Знайти від
даль точки О від основи і від однієї з рівних сторін.

66. На перпендикулярі, поставленому з середини прямої 
АВ = а ,  взяті три точки С, D, Е, віддалі яких від АВ такі:

а сі\Г  З „ , аУ~3 
~2’ ~ 2  ’ а ~*~ 2

Знайти суму кутів АСВ, ADB і АЕВ.
67. У рівнобедреному трикутнику ABC:

АВ =  АС =  75 і ВС — 90.

Вершини основи В і С сполучені з серединою О висоти 
(з А), і одержані прямі продовжені до перетину в точках 
Сі і Ві із сторонами трикутника. Знайти площу чотирикут
ника ACfiBx.
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68. Для визначення довжини стіни спостерігач став спо
чатку на південь від одного кінця стіни, а потім на захід від 
другого кінця і з обох станцій, віддаль між якими 90 м, по
бачив стіну під кутом в 30°. Знайти довжину стіни.

70. На неозначеній прямій Х 'Х  узяті три точки А, В і С 
гак, що:

а поза прямою X X ' дана точка М  така, що:

М АХ  = М ВХ
2

м с х
з

віддаль від точки М  до прямої X X '
З вершин В і С трикутника опущені перпендикуляри 

на бісектрису кута А. Знайти їх довжини.
72. На рівних сторонах АВ  і АС рівнобедреного трикут

ника відкладені відрізки АВх — АС1 =  —̂ г , де А— висота (зЛ)
V о

рівнобедреного трикутника. З Вх і Сх поставлені перпен
дикуляри до сторін до перетину В' О, і з О опущений пер
пендикуляр ОАх на основу.

Знайти відношення площ чотирикутників

АВхОСи ВВ^ОАі, ОАхССх

73. Сторони трикутника — 13, 20, 21. Паралельно бісектрисі 
найбільшого кута проведена пряма, що поділяє трикутник на 
дві рівновеликі площею частини. Знайти відрізки, утворювані 
цією прямою на більшій стороні.

74. З точки Д я к а  поділяє основу трикутника у відношенні 
т-.п, проведені прямі, паралельні двом іншим сторонам. Зна
йти площі тих частин, на які поділився трикутник, якщо його 
площа = 5 .

75. В рівносторонньому трикутнику проведена пряма що 
перпендикулярна до однієї із сторін і дорівнює р. Знайти 
суму її проекцій на сторони трикутника.

76. З точки К  на стороні АВ  трикутника АВС проведені 
прямі: КР  паралельно АС і /Ш  паралельно СВ, до зустрічі 
із сторонами АС і СВ; при цьому виявилося, що пряма ЛІР 
паралельна АВ. Знайти площу трикутника КХР, якщо сто
рони даного 13, 14 і 15.
Ю



77. Дано трикутник, сторони якого 36, 29 і 25. З сере
дини О більшої сторони на дві менші опущені перпендику
ляри ОК і (Ж, і основи їх сполучені. Знайти площу трикут
ника О/Ж.

78. З деякої точки всередині трикутника на сторони 
його а, Ь, с опущені перпендикуляри р ь р 2, р%, і основи їх 
сполучені. Знайти площу трикутника, який утворився від спо
лучення основ перпендикулярів.

79. На гіпотенузі а і на катетах прямокутного трикутника 
побудовані квадрати (як у Піфагоровій теоремі), і вільні вер
шини їх сполучені. Знайти площу одержаної фігури, якщо 
площа трикутника = 5 .

80. На прямій АВ  взята точка С, а на її продовженні —
АС АОточка £>, так що -бт; =  -б7л- Віддаль від точки С до середини АВ £>С в и

дорівнює к, а віддаль від точки £> до середини АВ дорівнює 
т. Знайти довжину АВ .

8̂1/. Трикутник, висота якого к, поділений прямою, пара
лельною основі, в крайньому і середньому відношенні. Знайти 
висоту меншого трикутника (більша частина площі трикут
ника дорівнює площі трапеції).

82. В трикутнику АВС проведені висоти ССх і ААХ. Знайти 
площу трикутника ВСіАь якщо АВ =  13, ВС — 14 і АС = 1 5 .

83. Основи трьох висот трикутника сполучені між собою. 
Треба знайти периметр трикутника, утвореного від цієї по
будови.

84. Через деяку точку, взяту всередині трикутника, про
ведені три прямі, відповідно паралельні сторонам трикут
ника; ці прямі поділяють площу трикутника на шість частин, 
з яких три є трикутники з площами В2, 83. Знайти площу 
даного трикутника.

85. Всередині прямого кута вміщений рівносторонній три
кутник так, що одна з вершин його лежить на бісектрисі пря
мого кута на віддалі <1 від його вершини, а дві інші вершини 
рівностороннього трикутника лежать на сторонах прямого 
кута (по одній на кожній). Знайти сторону рівностороннього 
трикутника.

86. Визначити площу трикутника за двома сторонами а 
та Ь і медіаною тс відносно третьої сторони.

87. к 'а =  2ка.
88. 4 (кака -{- кькі) -{- кскс) =  сА -(- Ь2 -]- с2

89. 4і ь ка кь кс
аЬс

какькс
90. Показати за допомогою обчислення, що три бісектриси 

внутрішніх кутів трикутника перетинаються в 9дній точці.
91. Показати за допомогою обчислення, що" бісектриси 

двох зовнішніх кутів трикутника і одна бісектриса внутріш
нього кута того ж трикутника перетинаються в одній точці.
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92. Знайти віддаль (Аа) від точки перетину двох висот 
трикутника до однієї з сторін його. З одержаної формули по
казати, що три висоти перетинаються в одній точці.

93. Перпендикуляри, опущені а, точки, що лежить у пло
щині трикутника, на сторони його, утворюють на сторонах 
його шість таких відрізків, що сума квадратів трьох несуміж- 
них дорівнює сумі квадратів трьох інших.

94. Довести теорему, обернену № 93.
95. На підставі теореми № 94 довести, що перпендикуляри 

до сторін трикутника з їх середин перетинаються в одній 
точці.

96. На підставі теореми № 94 показати, що три висоти 
трикутника перетинаються в одній точці.

97. Віддалі трьох даних точок від сторони а трикутника 
є сіа, й'а, й’а, а відповідні віддалі тих же точок від сторони 
Ь є йь, й'ь, а"ь. Знайти, чи лежатимуть три дані точки на 
одній прямій.

98. Перетворити формулу задачі № 64, припустивши, що
т _а
п  р

99. У прямокутнику АВСй проведена діагональ АС, і три
кутник АСИ повернутий на 180° навколо діагоналі АС, як 
навколо осі, при чому точка І) впала в точку £>'. Знайти від
даль між вершинами В і £>', якщо АВ =  3 і ВС =  4.

100. На сторонах а, Ь і с трикутника АВС взяті відповідно 
три точки А', В 1 і С' так, що:

А'В В'С С'А 
А'С и> В'А <и’ С 'В -™

Визначити площу трикутника А'В'С' якщо площа да
ного = 5 .

101. На сторонах а, Ь і с трикутника АВС взяті три точки 
А', В', С' ; прямі АА', ВВ', СС' утворюють своїми перетинами 
трикутник А"В"С", площу якого треба знайти, якщо площа

_ . А ’В В'С С'А даного =  5 і л ,с  =  и, =  V, =  та.
102. На підставі теореми Чеви довести, що медіани три

кутника перетинаються в одній точці.
103. На підставі теореми Чеви довести, що бісектриси 

внутрішніх кутів трикутника перетинаються в одній точці.
104. На підставі теореми Чеви довести, що три висоти 

трикутника перетинаються в одній точці.
105. Три прямі, що виходять з вершин трикутника, пере

тинаються в одній точці, якщо поділяють протилежні сто
рони на частини, пропорціональні прилеглим кутам.

106. У трикутнику АВС проведена довільна пряма С'В’ 
антипаралельна стороні ВС. Середина її О сполучена з А
12



і пряма ОА продовжена до перетину з ВС в а. Знайти від
ношення і довжини відрізків Ва і Са.

107. Знайти довжини симедіан трикутника залежно від 
сторін його.

108. Знайти ту симедіану прямокутного трикутника, яка 
виходить з вершини прямого кута, якщо катети його Ь і с.

109. З точки перетину симедіани, яка виходить з вершини 
А, із стороною, протилежною кутові А, опущені перпендику
ляри на дві інші сторони трикутника. Знайти їх відношення 
і довжини.

110. Виявити за допомогою обчислення, що три симе
діани трикутника перетинаються в одній точці.

111. Знайти віддалі від точки Лемуана до кожної з сторін 
трикутника.

112. Проекції точки К  Лемуана на три сторони трикутника 
є Ка, Кь, Кс (Ка — проекція на сторону а та ін.). Знайти площу
ТрИКуТНИКа КаКьКс-

113. У трикутнику АВС проведена медіана ААЬ симедіана 
Аа і бісектриса Ао> кута АіАа.. Знайти відношення Вш до Со>.

114. До трьох сторін трикутника АВС поставлені перпен
дикуляри: до ВС з а (де а є точка перетину симедіани Аа 
з ВС), до АВ  з В і до АС з С. Перший перпендикуляр пе
ретинається з другим у точці В', а перший з третім — у точці 
С'. Знайти відношення СС' до В В \

115. На основі ВС трикутника АВС взята точка М  так, 
що АВ2-{-АС*— 2АМ2-\-ВМ 2-\-СМ*. Визначити положення 
точки М.

116. Через довільну точку, що лежить усередині трикут
ника, проведені три прямі, відповідно паралельні сторонам 
трикутника. Довести, що відрізки цих прямих а', Ь’, с', обме
жені сторонами трикутника, задовольняють умову

<ґ_
а 2.

117. Через деяку точку О, взяту в площині трикутника 
АВС, проведені прямі, паралельні трьом сторонам трикутника. 
Відрізки цих паралелей, обмежені сторонами трикутника, 
пропорціональні квадратам тих сторін, яким вони паралельні. 
Знайти довжини відрізків і віддалі їх від вершин трикутника.

118. При умовах попередньої задачі знайти площі трикут
ників АОВ, СОВ і АОС.

119. Через деяку точку Р, взяту всередині трикутника, 
проведені паралелі до трьох сторін його. Знайти довжини 
паралелей, якщо відомо, що відрізки сторін трикутника, які 
лежать між цими паралелями, рівні між собою.

120. Через деяку точку Р ь взяту всередині трикутника, 
проведені паралелі до трьох сторін трикутника. Знайти дов
жини паралелей, якщо відомо, що відр.зки цих паралелей, 
які лежать між сторонами трикутника, рівні між собою.
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121. Показати, що точки Р, Рі (див. задачі 119 і 120) і 
центр ваги трикутника лежать на одній прямій. В якому від
ношенні центр ваги поділяє віддаль між точками Р і Рх7

122. Знайти віддаль між точкою перетину внутрішніх бі
сектрис трикутника і точкою перетину однієї внутрішньої 
і двох зовнішніх бісектрис, якщо АВ  = 1 3 , ВС— 14, АС — 15.

123. Перевірити рівність: к і /г'ь к'с =  8/?3 ка Ііь Ь"с.
124. В прямокутному трикутнику АВС катет АВ =  3, катет 

АС =  4. З вершини А до гіпотенузи проведені дві прямі: 
АК  — так, що ВК — 1, і АМ  — так, що /_САМ =  /_ВАК. 
Знайти довжину СМ.

125. Дано прямокутний трикутник АВС, де А  — прямий 
кут. З А опущений перпендикуляр АК  на гіпотенузу, а з 
К  — перпендикуляри КР і К Т  на катети. Знаючи, що ВР =  пг 
і С Т — п, визначити довжину х  гіпотенузи.

126. Площа рівностороннього трикутника, побудованого 
на гіпотенузі прямокутного трикутника, вдвоє більша площі 
останнього. Знайти відношення катетів прямокутного трикут
ника.

127. В рівнобедреному трикутнику одна з рівних сторін =  5,. 
а сума основи і її проекції на одну з рівних сторін =  93/5. 
Знайти основу.

128. Довести, що рівність cP —І— b2 —І— с2S =  — ^ у J —  справедлива

тільки для рівностороннього трикутника.
129. В гострокутному трикутнику:

2 {haha "І-  hbhb -J- hchç) — cP -J- ô2 c2.

130. S — —-(aha~\-bh'b-\-ch'c).

131. Рівнобедрений прямокутний трикутник повернувся 
навколо середини одного з своїх катетів на 45° від свого 
початкового положення. Знайти відношення площі, спільної 
для обох положень трикутника, до площі даного рівнобедре- 
ного трикутника.

132. З усіх вершин трикутника АВС поставлені перпен
дикуляри до його сторін до взаємного перетину (DE J_BC; 
EFJ_AC-, FD _L AB). Від цієї побудови утворюється новий 
трикутник DEF, в якому треба знайти сторони і площу.

133. haha — hb}îb =  }ichc.
134. Рівнобедрений прямокутний трикутник, катет якого =  а, 

повернутий навколо вершини прямого кута на 30° від свого 
початкового положення. Знайти площу, спільну для обох по
ложень прямокутного трикутника.

135. У трикутнику АВС :
Ь — с.

Визначити суму віддалей деякої точки на стороні а до 
двох інших сторін трикутника.
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136. На сторонах ВА  і АС рівностороннього трикутника 
відкладені відрізки ВС' =  АВ' — 2.

Точки В' і С  сполучені, і пряма В'С' продовжена до пере
тину з продовженням ВС в точці А'. Знайти СА' , якщо ВС =  5.

137. Якщо а гіпотенуза прямокутного трикутника, то:

$ =  Р(Р  —  а) =  (Р —  Ь)(р —  с).

138. 0  — точка, що лежить на площині трикутника АВС 
і всередині його; АОА', ВОВ' і СОС' — прямі, що перетинають 
сторони а, Ь і с в точках А', В’ і С'. Довести, щ о:

О А' ОВ'  , ОС'
АА, +  ВВ'~т~ СС'

139. Площа квадрата, побудованого на основі рівнобедре- 
ного трикутника, дорівнює площі цього трикутника. Знайти 
відношення сторін рівнобедреного трикутника.

149. Кут А  трикутника АВС поділений пополам і з до
вільної точки, взятої на бісектрисі, опущений перпендикуляр 
на одну з сторін кута; від цієї побудови утворюється пря
мокутний трикутників якому треба знайти відношення катетів.

141. На вершині В вертикальної башти АВ  укріплена вер
тикальна жердина ВС. Лінії зору, напрямлені до В і до С з 
деякої точки, що лежить у площині основи башти, утворюють 
з цією площиною кути в 30° і в 60°. Знайти відношення дов
жини жердини до висоти башти.

142. На стороні ВС трикутника АВС взята довільна точка О 
і навколо трикутників АВб  і АСБ описані круги. Знайти від
ношення площ цих кругів.

143. Якщо різниця кутів при основі трикутника — 90°, то 
відповідна висота трикутника є середня пропорціональна між 
віддалями підошви висоти від кінців основи.

144. Якщо в трикутнику АВС:

В — С — 90°, то 2
а2

1 1 1
ф +  с)2~*~(Ь — с)2’

145. Бісектриса внутрішнього кута А трикутника = / ;  бі
сектриса суміжного з ним зовнішнього кута =  А; відношення 
сторін, які утворюють кут А, — к. Знайти площу трикутника.

146. Чи існують нерівні трикутники, що мають по 3 на
різно рівні кути “і по 2 нарізно рівні сторони ? В , яких гра
ницях лежить відношення відповідних сторін цих трикутників?

147. Віддалі деякої точки від трьох вершин рівносторон
нього трикутника є й, е, / ;  сторона трикутника =  а. Знайти 
залежність між а, й, е і / .

148. Якщо бісектриса гострого кута в прямокутному три
кутнику поділяє протилежну сторону на частини, пропорціо- 
нальні 2 і УЗ, то цей гострий кут =  30°.
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149. У двох подібних прямокутних трикутниках добуток 
гіпотенуз дорівнює сумі добутків інших відповідних сторін.

150. Сторони трикутника пропорціональні числам 4, 5 і 6. 
Довести, що найбільший кут вдвоє більший найменшого.

151. Площа трикутника А5С =  5; площа трикутника АВН, 
де Н  — ортоцентр, =  5х. Знайти площу прямокутного трикут
ника АВЬ, припускаючи, що точка Ь лежить на прямій СН 
або на її продовженні.

152. В трикутнику відомі сторони Ь і с і дві січні, про
ведені до сторони а :

AD — р  і АЕ  =  q,
при чому

CD =  BE.
Визначити сторону а.
153. Через певну точку О, взяту всередині прямого 

кута А, проведена довільна січна BOB', і хай S і S' позна

чають площі трикутників АБО і АВ'О. Довести, що: і - -{-?? =О о
=  сталій величині при всякому положенні січної.

154. Знайти відношення площі трикутника ABC до площі 
трикутника А 'В ’С', якщо А ’, В' і С  є точки перетину бісек
трис трикутника з протилежними сторонами.

155. В прямокутному трикутнику відомі: сума катетів р  
і сума т двох прямих, що сполучають вершину прямого кута 
з точками, в яких гіпотенуза поділена на три рівні частини. 
Знайти гіпотенузу.

156. і. = л/~ШЕШ.
157. аС -f- bit -|~ clc — abc.
іяо la h lc  (b -f- e) (c -f- a) (a -j~b)100* n n м ,

lahtc abC
159. Знайти сторони а І b трикутника, знаючи їх проекції 

р  і q однієї на другу і знаючи третю сторону с.
160. В трикутнику ABC проведена висота АР  і побудо

вані проекції D і Е точки Р на сторони АВ і АС. Знайти 
довжину прямої DE і віддаль від точки А до прямої DE.

161. Бісектриса р  прямого кута поділяє гіпотенузу в край
ньому і середньому відношеннях. Знайти катети.

162. Визначити залежно від сторін прямокутного трикут
ника ABC (прямий кут А) віддалі AG(p), BG(q) і CG (г), де G — 
центр ваги трикутника. Показати, що 5р2 — q2-j-r2.

163. На трьох сторонах трикутника ABC в зовнішньому полі 
побудовані три правильні трикутники, і центри їх сполучені 
прямими, від чого утворився новий трикутник. Знайти його 
сторони.
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ВС — 2АС.

164. В трикутнику ABC

Довести, що медіана AD цього трикутника поділяє попо
лам кут між стороною АВ  і медіаною АЕ  трикутника ADC.

165. В трикутнику ABC : а = 1 4 , ha = \2 , b-\-c  =  28. Знайти 
Ь і с.

166. s _(Р 4~с) (с Ч~а) (а 4~ ь)
8 abcp

167. S = lakbhcjb—с)(а — с) (а — Ь)р 
8abc

(а >  b >  с).

168. Показати за допомогою обчислення, що рівність двох 
внутрішніх бісектрис можлива тільки в рівнобедреному три
кутнику.

169. Знайти площу трикутника, розглядаючи її як границю 
суми площ прямокутників, вписаних у трикутник.

170. Проекції центра ваги трикутника на три сторони його 
є бд, вь, Ьс. Знайти площу трикутника ОарьОс.

171. На сторонах рівностороннього трикутника АВС побу
довані квадрати, центри яких є Аг, Вг, Сх. Знайти відношення

(площ) АіВіСі
АВС •

172. В трикутнику АВС проведена пряма ВхСх, паралельна 
ВС, так, що 5x0! =  ВВ1-\-СС1. Знайти АВХ і ВХСХ залежно від 
сторін трикутника.

173. В трикутнику АВС проведена пряма ВХСь паралельна 
стороні ВС. Площа трикутника АВ С — в-, площа трикутника 
АВ1С1 — 81. Знайти площу трикутника АВгС.

174. За даними двома сторонами а і Ь трикутника знайти 
третю сторону, якщо відомо, що медіани та і гпь перетина
ються під прямим кутом.

175. В трикутнику АВС висоти ВВ і СЕ рівні і перети
наються всередині трикутника в точці Н так, щ о:

і
BH =  3HD

СН =  З НЕ.

Знаючи, що ВС =  2, знайти решту сторін, висот і площу 
трикутника.

176. По катетах АВ  і АС рівнобедреного прямокутного 
трикутника АВС відкладені відповідно частини ІШ і АЕ, що 
дорівнюють нарізно третині катета, і потім точки В і В спо
лучені прямими з Е. Довести, що кут АОЕ дорівнює кутові ЕВС.
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177. Обчислити сторони Ь і с трикутника, знаючи, що:
а  =  5,
Ь — с — 2,
В — 2С.

178. Хотять побудувати трикутник за двома сторонамі 
Ь і с (Ь >  с) і відрізком (і сторони а, вміщеним між зовніш 
нього і внутрішньою бісектрисами кута А. Чи можна задаті 
для й цілком довільну величину?

179. В трикутнику АВС проведена бісектриса АО {й  на ВС) 
кута А, і з точки £> поставлений до неї перпендикуляр, який 
зустрічає АВ  в Е і АС в Е. Знайти АЕ  і АЕ.

180. У прямокутному трикутнику АВС з вершини прямого 
кута проведена висота АО і на ній і на катетах відкладені 
відрізки:

АА' — ВВ' — СС  =  1.
Знайти площу трикутника А'В'С', знаючи, що АВ — З 

і АС — 4.
181. Розв’язати попередню задачу при умові, що

ЛД' =  ВВ' =  СС' =
182. В трикутнику АВС :

С =  120°,
ВС У Т і - ї  
АС 2

Визначити кут В.
183. Сторони кута С, який належить трикутникові АВС, 

продовжені в зовнішнє поле кожна на довжину, що дорівнює 
с ; сторони кута В продовжені так само на довжину, що до
рівнює Ь, а сторони кута А — на довжину, що дорівнює а. 
Таким чином у зовнішньому полі утворилось шість точок, 
що лежать на кінцях продовжень і являють собою вершини 
шестикутника, площу якого треба знайти.

184. Вершина гострого кута А в прямокутному трикутнику 
АВС сполучена прямою з серединою М  висоти С£> з вершини 
прямого кута. Продовження прямої АМ  утворює на катеті 
ВС два відрізки, відношення яких треба знайти, знаючи:

ВС — а,
СО — к.

185. Перпендикуляр СО з вершини С прямого кута на гіпо
тенузу продовжений за точку С на довжину СО' — СО, точка 
О' сполучена з А і катет ВС продовжений до перетину з АО' 
в точці Е. Знайти ВЕ, знаючи:

ВС — а,
СО =  к.
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АВ  =  АС,
АН — висота, 

ВС 9 
АН~~ 8

На АН  взято точку М  так, щ о:

МН  З 
АН ~  5 ’

186. Дано трикутник АВС, в якому

і через М проведені дві прямі, які утворюють з висотою кути 
в 45°. Довести, що ці прямі поділяють трикутник на чотири 
рівновеликі площею частини.

187. Бісектриси внутрішніх кутів трикутника перетина
ють протилежні сторони в точках А', В' і С'. Точки, симе
тричні з точками А', В', С  відносно відповідних вершин А, 
В, С, є А ", В", С". Знайти площу трикутника А"В"С.

188. Розв’язати попередню задачу nptf умові, що А", В", 
С  є точки, симетричні з вершинами А, В, С відносно точок 
А', В', С .

189. Дано рівносторонній трикутник АВС. На сторонах, 
його ВС і АВ відзначені дві точки D і Е так, щ о:

Довести, що:
AE =  ED.

ЕС =  ЕВ -j- BD.

190. В трикутниках АВС і A 'B 'C :

A -fA ' =  90°.
Довести, щ о:

191. В трикутниках АВС і А'В'С
А  +  А' =  180°

Довести, що:
В =  В'. 

аа‘=  bb'-j-cc1.

192. Я, М  і О е основи висоти, медіани та бісектриси три
кутника, які виходять з однієї вершини.
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Дано, що
н в = т о .

Довести, що сторони трикутника утворюють арифметичну 
прогресію.

193. В прямокутному, трикутнику, гострі кути якого 15° 
1 75°, добуток катетів дорівнює квадратові половини гіпо
тенузи.

194. А', В’, С' е основи висот трикутника АВС. Довести, щ о: 

АВ •АС' +  ВС-ВА' +  СА• С В'=  АВ • ВС'+ ВС ■ СА’ +  С А ; АВ' =

~  2

195. За двома сторонами Ь і с трикутника і бісектрисою 
І кута А обчислити третю сторону а і площу трикутника.

Умови можливості задачі?
196. А', В' і С' позначають точки перетину зовнішніх бі

сектрис трикутника АВС з відповідними сторонами.
Дано:

В'С' =  а ', С'А' =  Ьг і А ’В’ =  с'.

Обчислити сторони а, Ь і с трикутника АВС.
197. В якому відношенні поділяє точка перетину внутріш

ніх бісектрис трикутника кожну з них?
198. Гіпотенуза прямокутного трикутника =  а, бісектриса 

прямого кута дорівнює катетові.
Обчислити другий катет.

II. ЧОТИРИКУТНИКИ.

1. Паралелограми, ромби, прямокутники, квадрати.

199. За даною більшою стороною 21^13 паралелограма об
числити меншу сторону, діагоналі та сторону рівносторон- 
нього трикутника, рівновеликого цьому паралелограмові, якщо 
відомо, що менша діагональ перпендикулярна до меншої сто
рони, а відношення кутів, прилеглих до основи, дорівнює 5.

200. На основі а трикутника знайти таку точку, щоб площа 
паралелограма, який утворився від проведення через неї пря
мих, паралельних двом іншим сторонам трикутника, стано
вила, */г площі трикутника.

201. В трикутник, в якого основа =  16, а; висота =  4, впи
саний прямокутник з площею = 1 2 . Знайти сторони прямо
кутника.

202. Паралелограм АВСП, в якого АВ =  108 і ВО =  136, 
поділений прямими АЕ  і А/7 на три частини, що відносяться, 
як 2 :3 :7  (рахуючи від В). Визначити положення прямих АЕ  
і АД.
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203. Паралелограм АСБВ, в якому АВ =  108 і ВО — 136, 
поділений прямими АЕ  і АР на три частини, що відносяться, 
як 3 :17 :4  (рахуючи від В). Визначити положення прямих 
АЕ  і АР.

204. В паралелограмі АВСО на стороні АО =  а взята точка 
К  так, що А К — к, і з точки К  до протилежної сторони про
ведена пряма РХ, яка поділяє площу паралелограма у від
ношенні т : я. Знайти ВХ.

205. Паралелограм АВСБ прямою А К  і прямою ОХ, яка 
виходить з середини О сторони АВ, поділений на три частини, 
що відносяться (рахуючи від О), як 4 :3 :1 . Визначити поло
ження прямих АК  і ОІУ.

206. У трикутник, сторони якого 13, 14і 15, вписаний ромб, 
один з кутів якого пристає до кута трикутника, що лежить 
проти сторони 15. Знайти діагональ і сторони ромба.

207. Сторони прямокутника 1 і 2. Визначити сторони, діа
гоналі і площу чотирикутника, утвореного прямими, що по
діляють кути прямокутника пополам.

208. У трикутник, сторони якого 4, 5 і 6, вписаний пара
лелограм, периметр якого 9. Знайти сто гн и  паралелограма, 
якщо відомо, що паралелограм і трикутник мають спільний 
кут, який лежить проти середньої величиною сторони три
кутника.

209. З точки, взятої на більшій стороні прямокутника, не
рівні сторони його видно під рівними кутами. Знайти віддаль 
цієї точки від однієї з менших сторін прямокутника, якщо ви
міри його є 65 і 63.

210. На гіпотенузі прямокутного трикутника, катети якого 
є а і Ь, побудований квадрат. Знайти довжину прямої, яка 

,сполучає центр квадрата з вершиною прямого кута в пря
мокутному трикутнику.

211. Перпендикуляр до гіпотенузи а  прямокутного трикут
ника перетинає один катет у точці В, продовження другого — 
в точці С і гіпотенузу — в точці О, віддаленій від середини 
гіпотенузи на /?. Знайти площу прямокутника, побудованого 
на відрізках ОВ і йС.

212. У прямокутний трикутник вписаний квадрат так, що 
одна з сторін його пристає до гіпотенузи. Віддаль від вер
шини одного гострого кута до найближчої до неї вершини 
квадрата =  т, а віддаль від вершини другого гострого кута 
до найближчої до неї вершини квадрата =  га. Знайти площу 
квадрата.

213. У трикутник із сторонами 13, 14 і 15 вписаний пря
мокутник, одна з діагоналей якого паралельна меншій стороні, 
а одна з сторін паралельна більшій стороні трикутника. Знайти 
сторони прямокутника.

214. У трикутник АВС вписаний паралелограм так, що кут 
В в обох фігур спільний, а діагональ, яка не виходить з вер
шини В, перпендикулярна до сторони АВ. Знайти сторони
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паралелограма, якщо ВС =  а, А В = с ,  а проекція ВС на АВ  
дорівнює сх.

215. Перпендикуляри, опущені з двох вершин прямокут
ника на його діагональ, поділили її на три рівні частини. 
Одна сторона прямокутника =  У~2. Знайти другу сторону.

216. На протилежних сторонах квадрата (всередині його) 
побудовані два рівносторонні трикутники. Перетин сторін 
цих трикутників утворює деякий чотирикутник. Знайти його 
вид, сторони, кути та площу, якщо сторона квадрата =  а.

217. У прямокутнику АВСО точка К  поділяє сторону АВ 
так, що А К : КВ =  3 :4, а точка М поділяє сторону СО так, що 
ВМ  : СМ =  5:3. В якому відношенні пряма КМ  поділяє площу 
прямокутника ?

218. На сторонах АВ, ВС, СО і ПА паралелограма АВСО 
взяті точки Е, Н, О, Н, що є вершинами чотирикутника ЕЕйЦ. 
Знайти відношення площі цього чотирикутника до площі пара
лелограма, якщо АЕ =  ах, ЕВ =  а2, ВИ — Ьх, ЕС =  Ь2, Сй =  сх, 
6П =  с2, ОН =  сІх, НА =  <і2, АВ =  а і ВС — Ь.

219. Сторони паралелограма АВСО поділені однаково у 
відношенні лг.п, і точки поділу Е, Е, б, Н  сполучені відпо
відно з С, £>, А, В. Треба обчислити: 1) відношення відрізків 
на прямих АСі, СЕ та ін., 2) площі тих фігур, на які поді
лився паралелограм, якщо площа його =  &.

220. З точки Ег, що лежить на ,стороні СП паралелограма 
АВСП, проведена січна, яка зустрічає: продовження АВ  в 
точці В, сторону АО — в точці Е, діагональ в точці б, 
продовження ВС в точці Ех і продовження АС в точці 0 Х. За 
даними ВС =  Ь, ЕЕх =  <і, ОЕ— т, СЕх =  п знайти всі відрізки 
січної.

221. У квадрат вписаний рівносторонній трикутник, одна з 
вершин якого лежить посередині сторони квадрата. Знайти 
відношення площі трикутника до площі квадрата.

222. В прямокутник, сторони якого відносяться як 3:4, 
вписаний ромб із стороною 25. Знайти площу 'ромба.

223. Дано квадрат, сторона якого =  а. Кожні дві проти
лежні вершини квадрата є вершинами 2 рівних ромбів. Знайти 
площу, спільну обом ромбам, якщо площа кожного з них до
рівнює половині площі квадрата.

224. В квадрат вписаний рівносторонній трикутник так, що 
одна з вершин квадрата зливається з вершиною трикутника. 
Знайти відношення площі трикутнику до площі квадрата.

225. У паралелограмі АВСО віддалі деякої точки діагоналі АС 
до сторін АО і АВ обернено пропорціональні цим сторонам.

226. Прямою, паралельною діагоналі, паралелограм поді
лений на дві частини, з яких одна вдвоє більша другої. Ви
значити положення поділяючої прямої.

Середини сторін квадрата сполучені з протилежними 
вершинами. Ці прямі, перетинаючись, утворюють восьмикут
ник, площу якого треба знайти, знаючи сторону а квадрата.
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228. У паралелограмі ABCD :

А =  60°,
V 3ВЕ

СЕ =

2 :

V I

де Е — середина сторони А й. Знайти сторони паралелограма.
229. На чотирьох сторонах квадрата у внутрішньому полі 

його побудовані чотири правильні трикутники. Чотири вер
шини цих трикутників, розміщені всередині квадрата, і чотири 
вершини квадрата утворюють кінці восьмикутної зірки, площу 
якої треба знайти, знаючи сторону а квадрата.

230. Через вершину А паралелограма АВСй  проведена 
січна АМІЇ, яка зустрічає сторони СВ і СИ або їх продов
ження в точках М  і N. Довести, що:

ВМ-ОМ — аЬ,

де а  і і) є сторони паралелограма.
231. Знайти, яким числам пропорціональні сторони і діаго

наль такого прямокутника, половина якого подібна цілому. 
(Для одержання половини прямокутника проводиться через 
точку перетину діагоналей пряма, паралельна одній із сторін.)

232. В ромбі АВСИ на діагоналі АС взята довільна точка 
Р і сполучена прямою з точкою В. Довести, щ о:

АР • PC =  AB2 — PB2

233. В квадрат, сторона якого дорівнює с, вписаний прямо
кутник, подібний другому прямокутникові, в якого відношення 
сторін дорівнює k. Знайти площу вписаного прямокутника.

2. Трапеції.

234. В симетричній трапеції більша основа, що дорівнює 
діагоналі, дорівнює а. Різниця між основами дорівнює k. Знайти 
непаралельні сторони.

235. За даними чотирма сторонами а, b, с, d  трапеції знайти 
довжину прямої, що сполучає середини паралельних сторін. 
(Паралельні сторони c i d . )

236. Непаралельні сторони трапеції продовжені до взаєм
ного перетину, і через одержану точку проведена пряма, па
ралельна основам трапеції. Знайти відрізок її, обмежений про
довженими діагоналями, якщо основи трапеції є а і Ь.

237. Трапеція, в якої основи 3 і 12, поділена лінією, пара
лельною основам, на дві подібні трапеції. Знайти довжину 
поділяючої лінії.
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238. Основи трапеції 12 і 24. Пряма, паралельна основам, 
поділяє непаралельні сторони так, що відрізок, прилеглий до 
меншої основи, відноситься до другого відрізка як 3:5. Знайти 
довжину поділяючої прямої.

239. Дано три сторони трикутника : 52, 56 і 60. Паралельно 
більшій стороні проведена січна так, шо периметр одержаної 
трапеції =  156. Знайти площу трапеції.

240. Більша основа прямокутної трапеції =  а, висота її =  
— к, а гострий кут =  60°. Знайти площу трапеції.

241. У рівнобічній трапеції більша основа= 1+У~5
2 всі

інші сторони рівні між собою, а діагональ дорівнює більшій 
основі.

Знайти: 1) решту сторін трапеції, 2) кути трапеції, 3) від
різки, на які діагоналі взаємно поділяються.

242. Дано трапецію АВСБ, діагоналі якої АС і ВБ  перети
наються в точці О. Знаючи, що площі трикутників АОБ і БОС 
відповідно дорівнюють р% і д2, знайти : 1) відношення основ тра
пеції, 2) площі трикутників АОВ і СОБ, 3) площу трапеції.

243. Одна з непаралельних сторін трапеції =  12, довжина 
перпендикуляра, опущеного з середини другоїнепаралельної 
бічної сторони на першу, =  81/а- Знайти сторону квадрата, рівно
великого трапеції.

244. У симетричній трапеції, більша основа якої =  а, сере
дини сторін сполучені, від чого утворився квадрат із сторо
ною Ь. Знайти площу трапеції і решту сторін.

245. Знайти площу симетричної трапеції, діагоналі якої 
взаємно перпендикулярні, а висота — к.

246. Дано прямокутну трапецію, в якої більша з непара
лельних сторін =  сумі основ, а висота =  10. Знайти площу 
прямокутника, побудованого на основах трапеції.

247. Визначити площу трапеції за двома діагоналями її 
113 і 17 і висотою 15.

248. Трапеція, в якої основи 4 і 10, поділена на паралело
грам і трапецію, площі яких відносяться як 2:5. Знайти від
різки, утворювані поділяючою лінією на меншій основі.

249. Знайти довжину такої прямої, паралельної основам 
а  і Ь трапеції, що поділяє трапецію на дві рівновеликі пло
щею частини.

250. Трапеція, в якої одна з діагоналей дорівнює 6, поді
ляється цією діагоналлю на два подібні трикутники. Знайти 
основи трапеції, якщо середня лінія її =  7,5.

251. Пряма, паралельна основам трапеції, поділяє її на дві 
частини, що відносяться як 7 :2  (рахуючи від більшої основи). 
Знайти довжину цієї прямої, якщо основи трапеції 5 і 3.

252. В трикутнику АВС, площа якого — Б, на стороні

АВ — с відкладені частини: АК — BN — т <
с
2 .

і з  М і N  про'
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ведені паралелі КМ  і АЇР до ВС (М  і Р —: точки перетину 
паралелей з АС). Знайти площу трапеції МКРА1.

253. Дано трикутник АВС, площа якого =  5. Пряма, пара
лельна ВС, поділяє кожну з двох сторін трикутника у відно
шенні тп-.п. З вершини А до протилежної сторони проведена 
друга пряма, яка поділяє ВС у відношенні р \ц .  Знайти площі 
тих частин, на які поділився трикутник двома згаданими пря
мими.

254. В трапеції, основи якої а і Ь, проведена через точку 
перетину діагоналей пряма, паралельна основам. Знайти її 
довжину 2х.

255. Обчислити діагоналі ш і п трапеції за чотирма її сто
ронами а, Ь, с і сі(Ь і й — паралельні сторони і Ь >  (і).

256. Знайти площу трапеції за чотирма сторонами її а ,Ь ,с  
і іі (довжини паралельних сторін є Ь і сі; Ь> сі).

257. Середня лінія трапеції поділяє її на дві частини, що 
відносяться як 3 :2  (рахуючи від більшої основи). Знайти 
відношення основ трапеції.

258. Точки А і В, що лежать по одну сторону неозначе
ної прямої ХУ, віддалені від неї відповідно на 6 і 10. Через А і В 
проведені дві взаємно паралельні січні, що зустрічають Х У  у 
точках М  іIV, при чому МЛІ =  9. Знайти площу трапеції АВМЛ1.

259. Через вершини В і С трикутника АВС проведені дві 
прямі СУ і ВН; перша паралельна АВ, а друга паралельна АС. 
Ці дві прямі в точках Н і У перетинаються з прямою ЯУ, па
ралельною ВС і віддаленою від вершини А (в бік внутрішнього 
поля) на к (& <  /іа). Знайти площу трапеції ВСЛі.

260. Пряма, проведена через точку перетину діагоналей 
трапеції паралельно її основам, поділяє трапецію на дві частини. 
Знайти відношення площ цих частин, якщо основи трапеції є 
а і Ь.

261. Менша основа трапеції ВС =  Ь; більша основа трапеції 
АВ  =  а. На протязі меншої основи визначити точку М з умовою, 
щоб пряма АМ  поділила трапецію на дві рівновеликі частини.

262. Через вершини А і В меншої основи трапеції АВС£) 
проведені прямі:

АМ  — паралельна ВС

ВАГ— „ АВ'
(М і N  на стороні ВС).

Обчислити МЛ/, знаючи, що АВ =  Ь і ВС =  а.

3. Довільні чотирикутники.

263. Дано квадрат АВСВ, сторона якого == а. На сторонах 
його відкладено довжини: х

АА' =  АА" =  В В' - ВВ" =  СС' =  СС" =  ВВ' =  ВВ" =  & <а.
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А'А", В’В”, С’С , D’D”

продовжені до взаємного перетину. Знайти площу утвореного 
чотирикутника.

264. При умовах попередньої задачі визначити таку вели
чину к, при якій восьмикутник А'В”В 'CC'D ”D'A" стає пра
вильним, і знайти його площу.

265. Послідовні сторони чотирикутника є -а,Ь,с і d. Дано :
Ь> а,
О  d,

b2 — а2 — с2 — d2.

Довести, що діагоналі чотирикутника взаємно перпенди
кулярні.

266. Знайти залежність між сторонами і діагоналями чоти
рикутника (a ,b ,c ,d  — сторони, е і / — діагоналі).

267. Застосувати формулу задачі 266 до вписаного чоти
рикутника.

268. М  і N  є середини медіан BD і СЕ трикутника ABC. 
Обчислити площу фігури BMNC, знаючи площу S даного 
трикутника.

269. У шестикутнику ABCDEF:

AB =  CD — E F — а, 
ВС =  DE =  FA =  b

і всі кути рівні між собою.
Обчислити площу шестикутника. III.

III. КОЛА.

270. Радіуси двох концентричних кіл 15 і 8. На продовже
ному діаметрі взята точка на віддалі 17 одиниць від центра, 
і з неї проведені дотичні до цих кіл. Обчислити взаємну від
даль точок дотику.

271. У колі О одиничного радіуса проведена хорда АВ, 
перпендикулярна до радіуса ОР в його середині. З точки О 
проведений радіус ОС, перпендикулярний до О А, і з центра 
А  радіусом АС описана дуга до перетину з АВ в точці £>. 
На хорді ВР відкладена частина ВС,}, що дорівнює В£>, і на <}Р, 
як на діаметрі, описане коло, до якого проведена дотична з 
точки В. Знайти довжину цієї дотичної.

272. Два кола ортогональні (тобто дотичні в точці їх пе
ретину взаємне перпендикулярні); радіуси їх 24 і 7. Знайти 
віддаль між центрами, спільну хорду і спільну зовнішню до
тичну
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273. Два кола, радіуси яких 2 і 3, дотикаються внутрішньо. 
З  центра меншого кола поставлений перпендикуляр до лінії 
центрів до перетину з більшим колом, і з точок перетину 
проведені дотцчні до меншого кола. Знайти кут між ними.

274. Дано півколо, обмежене діаметром АВ  =  б ; на ра
діусах АО і ОВ побудовані півкола. Обчислити радіус кола, 
дотичного до трьох даних півкіл.

275. У колі радіуса г проведені два взаємно перпендику
лярні діаметри АВ і С£>. З точки С радіусом СА описана дуга 
АК.В. Знайти сторону квадрата, рівновеликого серпкові АКВО.

276. Дано коло радіуса 1+У !>, у ньому діаметр АВ  і до
тичну ВС. Нарисоване коло, дотичне до ВС, яке проходить 
через А, і до того так, що центр його лежить на першому 
колі. Знайти його радіус.

277. У колі радіуса г проведена хорда, що стягує дугу в 
108°. Знайти довжину хорди.

278. У круг радіуса г вписані чотири рівні круци, що до
тикаються до даного і взаємно. Знайти радіус круга, рівновели
кого сумі цих чотирьох кругів1.

279. Через центри двох рівних кіл, які дотикаються зовні, 
радіуса 1 проведене коло, радіус якого =  2. З деякої точки, 
що лежить на останньому колі, описані кола, дотичні до пер- 
ших^двох. Знайти їх радіуси.

280. Дано коло і пряму, на якій дано точку. Знайти площі 
кругів, дотичних до даного кола і до даної прямої в зазначе
ній на ній точці, якщо: 1) радіус даного к о л а = 1; 2) віддаль 
від центра даного кола до даної прямої =  3; 3) віддаль від 
проекції центра на дану пряму до точки дотику =  10.

281. На круглому більярді покладена кулька на віддалі 1 2/3 
радіуса від центра. Кулька ця дістала поштовх в такому на
прямі, що, відбившись тричі від борта, повернулась у попе
редню точку. Знайти довжину шляху, пройденого кулькою, 
якщо радіус більярда =  2.

282. Два кола, радіуси яких 4 і 9, дотикаються зовнішньо. 
Знайти радіуси кіл, дотичних до двох даних і до їх спільної 
зовнішньої дотичної.

283. У коло радіуса г  вписані п рівних кіл, попарно дотич
них між собою2. Визначити їх радіуси, якщо сторона правиль
ного вписаного в дане коло »-кутника дорівнює а.

284. На діаметрі АВ  півкола взята точка С так, що 
АС -  2гх і ВС — 2г2. На АС і ВС, як на діаметрах, описані пів
кола. Обчислити радіус кола, дотичного до цих трьох півкіл.

285. До двох кіл, які зовнішньо дотикаються в точці А  і 
радіуси яких 3 і 1, проведена спільна зовнішня дотична ВС. 
Знайти площу фігури АВС.

1 Кожний з вписаних кругів дотикається до даного 1 до двох вписаних, 
суміжних з ним.

2 Кожне коло дотикається до двох кіл, з ним суміжних, і до даного.
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286. Через кінці діаметра і деяку точку на колі проведені 
три дотичні до взаємного перетину. Знайти радіус кола, якщо 
відомо, що точка дотику середньої дотичної поділяє відрізок 
її на дві частини: 12 і 3.

287. Півколо радіуса г поділене на 3 рівні частини, і точ
ки поділу сполучені з одним кінцем діаметра. Знайти площу, 
обмежену двома хордами і дугою, що лежить між ними:

288. Два кола, радіуси яких є г  і гг> перетинаються під 
кутом у 60°. До цих кіл проведена спільна дотична, і в про
стір між спільною дотичною і даними колами вписане третє 
коло. Знайти його радіус.

289. Круг радіуса г обкладений чотирма рівними кругами, 
які дотикаються до даного і взаємно. Знайти площу одного з 
цих кругів.

290. Коло радіуса г  обкладене трьома рівними колами, які до
тикаються до даного і взаємно. Знайти радіус одного з цих кіл.

(Ш\. Радіуси двох кіл 2 і 1; віддаль між їх центрами 6 ; третє 
коло перетинає обидва дані під прямим кутом, а центр його 
лежить на прямій, що сполучає центри даних кіл. Знайти 
площу третього круга.

292. В деякий кут вписані три кола так, що середнє до
тикається до двох крайніх. Радіуси двох крайніх кіл — /? і г. 
Знайти радіус середнього.

293. Знайти радіус такого кола, з усіх точок якого друге 
коло радіуса У~2 видно під прямим кутом.

294. До кола радіуса 2 дотикається внутрішньо друге раді
уса 2/3. Знайти радіус третього кола, дотичного до двох пер
ших і до діаметра, що сполучає їх центри.

295. Центр кола радіуса 3 лежить на другому колі радіуса 5. 
З центра О другого кола проведений діаметр, дотичний до 
першого, і в точку дотику — радіус, що перетинається із 
спільною хордою в точці к .  Знайти довжину прямої ОК.

296. Два взаємно перпендикулярні радіуси ОА і ОВ де
якого кола продовжені відповідно до точок Ах і Ви при чому 
ОД =  2,5, ДДі =  0,5 і £Ш і=1,5. Знайти, чи перетинає пряма 
А ф і дане коло. Якщо перетинає, тонка довжина хорди, від
різуваної колом від цієї прямої?

297. Два взаємно перпендикулярні радіуси ОА і ОВ про-

довжені до точок А 1 і Вх так, що ААХ =  ВВі , де г є ра
діус даного кола. Пряма А хВ г перетинає коло в точках М  
і Лі, де М є точка, ближча до Ах. На ОА взята точка К

г
так, що (Ж  =  — . Знайти довжину КМ.

298. Радіуси двох кіл 2 і 1, а віддаль між центрами 5. Третє 
коло, центр якого лежить на одній прямій з центрами перших 
двох, перетинає більше коло під прямим кутом, а менше — по 
діаметру. Визначити положення центра і радіус третього кола.
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299. Два круги, радіуси яких 2 і 1, а віддаль між цен
трами 5, перерізаються третім кругом по діаметрах. Знайти 
віддаль від центра більшого круга до центра третього і площу 
третього круга, якщо відомо, що центри всіх трьох кругів 
лежать на одній прямій.

300. У колі центра О, радіус якого дорівнює 5, проведені 
дві взаємно перпендикулярні хорди АВ  і СО так, що хорда 
С£> радіусом О А  і продовженим радіусом ОВ поділяється на 
три рівні частини. Знайти віддаль хорди С£> від центра, якщо 
АВ — 8.

ЗОЇ. Два рівні кола, в яких /? = 1 1 , розміщені так, що 
віддаль між їх центрами дорівнює 60. З точки О, яка лежить 
на лінії центрів, проведені до цих кіл дотичні, що утворюють 
між собою кут у 90°. Знайти віддаль точки О від середини 
лінії центрів даних кіл.

302. На діаметрі АВ =  4 півкола взята точка С так, що 
АС — чверті радіуса, і на АС описане півколо. Знайти радіус 
кола, дотичного до двох згаданих вище півкіл і до півхорди, 
перпендикулярної до діаметра в точці С.

303. Дано коло О одиничного радіуса і до нього дотичну
7

в А. На діаметрі АОВ взята точка М  так, що АМ  — і з  М
описане коло радіусом =  4. Це коло перетинається з дотич
ною в точці Я, а пряма НВ зустрічає менше коло в К. Знайти 
різницю між площею круга одиничного радіуса і площею 
квадрата, сторона якого =  А/С

304. Дано два кола, радіуси яких 5 і 3, а віддаль між 
центрами — 18. Через точку, взяту на лінії центрів і відда
лену від центра меншого кола на 5, проведена січна так, що 
хорди, які відтинаються від неї обома колами, рівні між собою. 
Знайти віддалі цих хорд від центрів.

305. Три кола, радіуси яких

У з —і, У з  +  1, з - У з ;
дотикаються попарно зовнішньо. Знайти площу криволіній
ного трикутника, іцо лежить між даними колами.

306. Дані прямий кут і на одній із сторін його дві точки: 
одна на віддалі 6, а друга на віддалі 24 від вершини прямого 
кута. Знайти радіус кола, яке проходить через ці точки і є 
дотичним до другої сторони прямого кута; обчислити від
даль від вершини прямого кута до точки дотику.

307. Радіуси двох кіл центрів О і о є Н і г, а віддаль між 
центрами — а. Поза колами взята така точка А, що дотичні, 
проведені з неї до обох кіл, рівні між собою, і з точки А  
опущений перпендикуляр АК  на лінію центрів. Знайти від
різки ОК і оК.

308. На прямій АВ =  1, як на хорді, описані дві дуги так, 
що всі кути, вписані в одному сегменті, дорівнюють 135°,

29



а всі кути, вписані в другому сегменті, дорівнюють 120°. Знайти 
площу серпкоподібної фігури, що лежить між цими дугами.

309. У колі, радіус якого =  4, проведена хорда АВ так, щ о' 
сума віддалей точки В  до дотичної, яка проходить через 
точку А, і до точки дотику дорівнює 6. Знайти довжину 
хорди АВ.

310. Радіуси двох кіл 10 і 5, а віддаль між їх центрами — 
113. На лінії, яка сполучає центри даних кіл, знайти точку, 
з якої обидва кола видно під рівними кутами, і визначити 
довжини видимих хорд.

311. На радіусах квадранта (чверть круга) всередині його 
побудовані два півкруги. Знайти площу тієї частини квад
ранта, яка лежить поза півкругами, якщо радіус квадранта =  г.

312. До півкола, обмеженого діаметром А В ~ 2 г ,  прове
дена в точці М  дотична, яка зустрічає продовжений діаметр 
в Р. Знайти проекцію АМ  на діаметр, якщо АМ  =  2МР.

313. Якщо кінці А і В хорди сталої довжини ковзаються по 
колу радіуса г, то кожна точка С хорди описує коло. Знайти 
площу кругового кільця, яке лежить між даним колом і колом, 
описуваним точкою С, якщо АС =  а і ВС =  Ь.

314. Пряма АВ — Я безперервно переміщається так, що 
лишається весь час дотичною в точці А до кола радіуса Я. 
При цьому АВ  описує деяку площу, величину якої треба 
знайти, припускаючи, що точка дотику пересунулась по 
колу на 30°.

315. У колі радіуса Я і центра О проведені діаметр АОВ 
і, через середину радіуса АО,— хорда, яку видно з середини 
радіуса ОВ під прямим кутом. Знайти віддаль цієї хорди 
від центра. О

316. Два кола радіусів Я і дотикаються внутрішньо в
точці А. Через центр більшого кола проведений діаметр ВС, 
дотичний до меншого, і точки В і С сполучені з А прямими 
лініями. Знайти площу трикутника АВС.

317. Три кола центрів А, В і С і радіусів а, Ь і с дотика
ються попарно зовнішньо. Спільна дотична кіл А  і В пара
лельна спільній дотичній кіл В і С. Віддалі від В  і від С до 
діаметра кола А, перпендикулярного до паралельних дотич
них, є р  і Довести, що:

р <7 =  2 а2 =  8 аЬс.

318. У колі радіуса г проведені дві хорди АВ  і АС (по 
різні сторони від точки А) так, що дуга АВ — 60° і дуга 
АС =  90°. Через точки А, О і середину М  хорди АВ прове
дене коло, яке перетинає хорду ВС в точках К  і Р. Знайти 
довжини АК  і АР.

319. У півколі діаметра АВ =  2Я проведений радіус ОС, 
перпендикулярний до АВ. Знайти на колі таку точку М, щоб
зо



пряма, яка сполучає її проекцію Р на діаметр з точкою О 
перетину прямих ОС і МВ, була перпендикулярна до МВ.

320. У колі радіуса Р  і центра О дано хорду СО на від-

далі ОА*= —о— від центра. Радіус ОС продовжений у зо*

внішнє поле на довжину СЕ =  2Р, і через три точки С, В  і Е  
проведене коло. Треба: 1) знайти радіус цього кола, 2) по
казати, що дотична до кола СйЕ  в точці Е буде спільною 
дотичною двох розглядуваних кіл.

321. Два кола радіусів Р  і г дотикаються зовнішньо. Знайти 
віддаль від точки дотику до спільної зовнішньої дотичної.

322. Два кола радіусів Р і г  дотикаються зовнішньо, і 
на лінії їх центрів, як на діаметрі, описане третє коло. Потім 
побудоване четверте коло, дотичне до перших двох зовнішньо 
і до третього — внутрішньо. Знайти його радіус х.

323. Коло 0  проходить через центр О' другого кола. Спільні 
дотичні до обох кіл дотикаються до кола О в точках А  і В. 
Довести, що пряма АВ  є дотична до кола О'.

324. У одного кола радіус удвоє більший, ніж у другого; 
кола ці розміщені одно поза другим так, що їх спільні вну
трішні дотичні утворюють між собою кут в 60°. Знайти від
ношення спільної зовнішньої дотичної до спільної внутріш
ньої дотичної.

325. Дві хорди АВ і СВ кола центра О перетинаються в 
точці К. Центр О сполучений з К, і до прямої ОК з точки К  
поставлений перпендикуляр, який перетинає коло в точках 
В і Т. Потім проведені прямі АВ і СВ, що перетинаються з 
хордою ВТ в точках М  і N  (В, М, А  і В лежать по одну 
сторону ОК). Довести, що ВЛ4 =  ЛІГ.

326. Дано три кола, які попарно дотикаються зовнішньо; 
радіуси їх є ги г2, г3. Знайти радіуси кіл, які однаково доти
каються до трьох даних.

327. Два кола радіусів /? і г  дотикаються зовнішньо в 
точці А. На колі радіуса г взята точка В, діаметрально про
тилежна точці А, і в цій точці побудована дотична. Обчис
лити радіус кола, дотичного до двох даних і до дотичної, яка 
проводить через точку В.

/ 328. Геометричне місце точок, віддалі яких від двох даних 
мають стале відношення /ге: ге, є коло (якщо т не дорівнює ге). 
Знайти радіус цього кола, припускаючи, що АВ =  а.

329. Три кола радіусів г, г, і В дотикаються попарно 
зовнішньо. Знайти довжину хорди, яка відтинається тре
тім колом від спільної внутрішньої дотичної перших двох 
кіл.

330. Через середину радіуса деякого кола проведені дві 
неозначені прямі, нахилені до цього радіуса під кутом у 45°. 
Обчислити радіуси всіх кіл, дотичних до даного і до двох 
побудованих прямих.

Зі



331. Два кола радіусів R  І г  дотикаються в точці С, і до 
них проведена спільна зовнішня дотична АВ, де А  і В  — точки 
дотику. Обчислити сторони трикутника ABC.

332. Через точку А, віддалену на 2R від центра О кола 
радіуса R, проведена до цього кола така січна AMN, що коло, 
описане на MN, як на діаметрі, дотикається до прямої АО в 
точці Р. Визначити АР і МАГ.

333. З двох точок А і В, як з центрів, радіусом АВ  =  R, 
описані два кола. Вони зустрічають продовження прямої АВ  
в С і D і перетинаються в Н  і К. Через ці дві точки прове
дені чотири діаметри: HAL, НВМ, К АР  і KBN. Потім з цен
тра К  радіусом КР  описана дуга PN, а з центра Н  радіусом 
HL  описана дуга LM. Утвориться овал. Знайти його площу.

334. Знайти радіус кола, знаючи довжини а і b двох його 
хорд, що виходять з однієї точки, і віддаль d  від середини 
однієї хорди (а) до другої (b).

335. В деякий кут вписані три кола так, що два крайні 
проходять через центр середнього. Знаючи радіуси R  і г  
крайніх, знайти радіус середнього.

336. Дано коло, діаметр якого АВ. Через А і В проведені 
дотичні до цього кола, які перетинаються з третьою змінною 
дотичною відповідно в точках М  і N. Треба: 1) Показати, 
що добуток AM -BN  сталий. 2) Обчислити minimum MN2.

337. До кола радіуса R  з точки А проведені дві дотичні 
АВ  і АС, з В на АС опущений перпендикуляр BD — a.

Обчислити АВ, АС і ВС.
338. У двох колах, центри яких є О і (У, проведені два 

взаємно перпендикулярні радіуси ОА і ОА', потім прямі АА' 
і 00 ' поділені пополам у точках М  і J. Обчислити довжину 
прямої MJ, знаючи радіуси R  і R' даних кіл. IV.

IV. КОМБІНАЦІЇ З КІЛ І МНОГОКУТНИКІВ.

1. Коло і трикутник.

339. Катети прямокутного трикутника є 3 і 4. Через се
редину меншого катета і середину гіпотенузи проведений 
к р у г ,  Д О ТИ ЧНИ Й'ДО гіпотенузи. Знайти його площу.

340. Точка дотику вписаного кола поділяє гіпотенузу на 
два відрізки а і Ь. Знайти площу трикутника.

341. Показати, що в усякому трикутнику:

Ьс =  2 Rha.

342. В рівнобедреному трикутнику ABC:

ВС =  24; АВ — АС =  13.

Знайти радіус кола, дотичного до АВ в В і до АС в С.



343. В коло вписаний рівнобедрений трикутник АВС, в 
якому АВ =  АС =  с. Через точку А проведена хорда АК =  т, 
яка перетинає ВС в точці М. Знайти АМ.

344.

345. г =  —
Р

346. ґа =  —-—р —  а
347. Обчислити радіус зовнівписаного в трикутник кола 

залежно від його сторін.
348. Б =  УГГаГьГс-

ГаГьГс349. 5 :

350. 5
У

= " • * ] /
4/? — га-\-г

351.

352.

5 = 

5  =

Га-
ГГа(Гь +  Гс)

а
агга

Гд — Г

353. 5

354. 5

агьгс 
гь +  П 

(а — Ь) ГдГь 
Гд — Гь

335. З ? -  +г + г с
356. Дано трикутник АВС і проведене зовнівписане коло, 

дотичне до продовжень сторін АС і АВ в точках М  і N. 
Знайти площу трикутника ЛМЛІ, якщо АВ =  13, АС =  20 
і ВС =  21.

357. На основі рівнобедреного трикутника, як на хорді, 
побудоване коло, дотичне до рівних сторін трикутника. Знайти 
його довжину, якщо основа трикутника 80, а висота 9.

358. Коло радіуса 2 має центр на одній із сторін прямого 
кута на віддалі 23 одиниць від вершини. Побудовано два 
кола, дотичні до даного і до сторін даного кута. Знайти їх 
радіуси і площу трикутника, вершини якого є центри зга
даних кіл.

359. В рівносторонньому трикутнику, сторона якого а, 
вписане коло, а з вершини трикутника радіусом, що дорівнює 
половині сторони його, описане друге коло. Знайти площу, 
спільну обом кругам.

360. В прямокутному трикутнику катети — а і Ь, а гіпо
тенуза—  с. Залежно від цих даних виразити діаметр кола, 
вписаного в прямокутний трикутник.

заЗ 1150



361. У трикутнику відомі: сторона а, різниця двох інших 
сторін І і різниця відповідних їм висот щ. Знайти радіус 
описаного кола.

362. Показати, т о  для всякого трикутника дійсна залеж
ність :

ГГа =  (р —  Ь)(р —  є).

363. Показати, що в усякому трикутнику:

І?Га =
аЬс

4 0  — а)

364'. Перевірити справедливість рівності: 

я2 +  0« — г)2 =  4/?(г„ — г).
365. Довести:

ГаГь — ГГС— ^(а2 4 -й 2 — с2).

366. Катети прямокутного трикутника — а і й. На відріз
ках гіпотенузи, що визначені основою перпендикуляра, опу
щеного на неї з вершини прямого кута, описані півкола. 
Знайти відрізки катетів, вміщені всередині цих півкіл.

367. З трьох вершин прямокутного трикутника описані 
кола таким способом, що два з них, центри яких лежать у 
вершинах гострих кутів, дотикаються зовнішньо між собою 
і внутрішньо до кола, центр якого у вершині прямого кута. 
Знаючи, що гіпотенуза =  10, а гострий кут =  30°, знайти:
1) радіуси кіл, 2) площу криволінійного трикутника, вершини 
якого є точки дотику кіл.

368. Довести, що:

ай 4~ Ьс +  са = р 2 4- г2 4~ 4 /?л

369. Довести, що для всякого трикутника:

370. Вивести співвідношення:

ріг2 =  ГаГьГс
371. Довести, що:

а2 4- й2 4-  с2 =  2р2 — 2г2— 8 Яг.

372. На діаметрі 2г півкруга побудований рівносторонній 
трикутник. Знайти площу тієї частини його, що лежить поза 
кругом.
34



373. На трьох сторонах рівностороннього трикутника, як 
на діаметрах, описані (всередині трикутника) півкола. Знайти 
площу утворюваного при цій побудові криволінійного три
кутника, якщо сторона даного =  а.

. 374. Навколо рівностороннього трикутника описане коло 
радіуса г. Знайти радіуси трьох .кіл, дотичних до даного і до 
двох сторін трикутника або до їх продовжень.

аЬ Ьс са375. На +  Нь +  Не 2Я
376. З центра кола, вписаного в трикутник, сторони якого 

13, 14 і 15, описане коло радіусом, що дорівнює 5. Знайти 
довжини хорд, що відтинаються цим колом на сторонах три
кутника.

377. Сторони трикутника а, Ь і с. Описане коло, дотичне 
до двох перших сторін, а центр його лежить на третій сто
роні. Знайти радіус цього кола.

378. Радіус кола, вписаного в прямокутний трикутник, =  /*, 
а радіус зовнівписаного кола, дотичного до гіпотенузи, =  г*. 
Знайти площу прямокутного трикутника.

379. Дано радіуси Я і г  кіл описаного і вписаного в три
кутник АВС і півпериметр р  цього трикутника. Хотять утво
рити новий трикутник, сторони якого АВ +  .АС, АВ-\-СВ  і 
АС +  СВ. Чи завжди можна утворити такий трикутник? Зна
йти його площу і радіус вписаного кола.

380. Знайти площу круга, дотичного до двох сторін пра
вильного трикутника і до кола, вписаного в цей трикутник. 
Сторона правильного трикутника=18

1 1 1  1381. -  =  ^ + - і -  +  ̂ -Г На НЬ 1 Нс

382. - = — +  — +  —г  Га 1 гь 1 Гс
383. Виразити діаметр описаного навколо трикутника кола 

через висоту, медіану і бісектрису одного з його кутів.
384. Сторони трикутника — 13, 14 і 15. Знайти віддаль 

між центром вписаного кола і центром того зовнівписаного 
кола, яке дотикається до більшої сторони.

385. Знайтй площу трикутника, якщо відрізки, утворювані 
на одній із сторін точкою дотику вписаного кола, є т і п, 
а протилежний кут трикутника =  60°.

386. Через точку дотику двох зовнішньо дотичних кіл, 
радіуси яких 2 і 1, проведена січна так, що хорда, яка від
тинається на ній більшим колом, дорівнює радіусові меншого. 
Знайти площу правильного трикутника, сторона якого дорів
нює хорді, яку відтинає менше коло від тієї ж січної.

387. У рівносторонній трикутник із стороною 1+59 вписане 
коло, а на одній із сторін трикутника, як на хорді, побудо
ване друге коло, що поділяє перше пополам. Знайти радіус 
другого кола.
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388. Сторони трикутника — 39, 35 1 10. Знайти радіус кола, 
яке проходить через середини трьох сторін нього трикутника.

389. Сторони трикутника — 39, 35 і 10. ^їнайти радіус кола, 
яке проходить через основи трьох висот цього трикутника.

390. Сторони трикутника — 39, 35 і 10. Відрізки висот, що 
лежать між спільною їх точкою перетину і вершинами три
кутника, поділені пополам, і через три одержані точки про
ведене коло. Знайти його радіус.

391. Сторони трикутника — 17, 17 і 16. Знайти віддаль між 
центрами описаного і вписаного кіл.

392. Катети прямокутного трикутника — 3 і 4. Знайти від
даль між центрами описаного і вписаного кіл.

393. Гіпотенуза АВ рівнобедреного прямокутного трикут
ника ABC продовжена на довжину ВК  =  АВ. Точка К  сполу
чена з С і з С радіусом СВ описане коло, яке перетинає СК 
в N. Знайти NK, якщо катет прямокутного трикутника — г,

394. В рівнобедреному трикутнику відома вйсота А, відпо
відна основі, і радіус г вписаного кола. Знайти сторони три
кутника і „радіус описаного кола. При якій умові центр опи
саного кола лежить на колі вписаному?

395. В рівнобедреному трикутнику відомі основа 2а і ра
діус г вписаного кола. Знайти радіус R  описаного кола. При 
змінному а і сталому г визначити minimum R.

396. З усіх вершин прямокутного трикутника з катетами 
З і 4 деяке коло видно під кутами в 60°. Визначити положен
ня центра його і радіус.

397. Стороні а трикутника протилежить кут у 45°. Навко
ло трикутника описане коло; знайти площу правильного ше
стикутника, описаного навколо цього кола.

398. Стороні а трикутника протилежить кут у 30°. Знайти 
площу правильного восьмикутника, вцисаного в коло, опи
сане навколо трикутника.

399. У півколі, обмеженому діаметром АВ, проведені дві 
хорди: АС — а і AD — Ь; від точки А  по діаметру АВ  від
кладена довжина АК, що дорівнює висоті (з А) трикутника 
ACD; перпендикуляр, поставлений до діаметра з К, зустрічає 
коло в К'. Знайти довжину АК'.

400 ha~\~hb ■ ht -f- hc . hc -j- ha _g
rc ra ' n  ~~

401. Довести правильність співвідношен
ГаПГс _  rbrc-\- rcra -f- rarb
hahbhc hbhc-\-hcha-\-hahb

402. ra +  rc =  4R +  r.
403. Площа квадрата, побудованого на одній стороні три

кутника, дорівнює площі рівностороннього трикутника, побу
дованого на третій стороні. Знайти, яким числам пропорціо- 
нальні сторони трикутника.
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388. Сторони трикутника — 39, 35 і 10. Знайти радіус кола, 
яке проходить через середини трьох сторін дього трикутника.

389. Сторони трикутника — 39, 35 і 10. Днайти радіус кола, 
яке проходить через основи трьох висрт цього трикутника.

390. Сторони трикутника — 39, 35 і 10. Відрізки висот, що 
лежать між спільною їх точкою перетину і вершинами три
кутника, поділені пополам, і через три одержані точки про
ведене коло. Знайти його радіус.

391. Сторони трикутника — 17, 17 і 16. Знайти віддаль між 
центрами описаного і вписаного кіл.

392. Катети прямокутного трикутника — 3 і 4. Знайти від
даль між центрами описаного і вписаного кіл.

393. Гіпотенуза АВ  рівнобедреного прямокутного трикут
ника ABC продовжена на довжину ВК  =  АВ. Точка К  сполу
чена з С і з С радіусом СВ описане коло, яке перетинає СК 
в N. Знайти NK, якщо катет прямокутного трикутника =  г.

394. В рівнобедреному трикутнику відома висота h, відпо
відна основі, і радіус г вписаного кола. Знайти сторони три
кутника і „радіус описаного кола. При якій умові центр опи
саного кола лежить на колі вписаному?

395. В рівнобедреному трикутнику відомі основа 2а і ра
діус г  вписаного кола. Знайти радіус R описаного кола. При 
змінному а і сталому г  визначити minimum /?.

396. З усіх вершин прямокутного трикутника з катетами 
З і 4 деяке коло видно під кутами в 60°. Визначити положен
ня центра його і радіус.

397. Стороні а трикутника протилежить кут у 45°. Навко
ло трикутника описане коло; знайти площу правильного ше
стикутника, описаного навколо цього кола.

398. Стороні а трикутника протилежить кут у 30°. Знайти 
площу правильного восьмикутника, вцисаного в коло, опи
сане навколо трикутника.

399. У півколі, обмеженому діаметром АВ, проведені дві 
хорди: АС — а і AD =  b ; від точки А  по діаметру АВ  від
кладена довжина АК, що дорівнює висоті (з А) трикутника 
ACD; перпендикуляр, поставлений до діаметра з К, зустрічає 
коло в К'. Знайти довжину АК'.

400 і hb-\-hc . hc-{-ha _ Q
rc _r ra ' rb

401. Довести правильність співвідношення:
ГдГьГс _  rbrc-f- ГсГд 4 - ГдГь 
hjibhc hbhc -}- hcha~\~ hahb

402. Ta -f- тb -{- Tc ■= 4/? -}- r.
403. Площа квадрата, побудованого на одній стороні три

кутника, дорівнює площі рівностороннього трикутника, побу
дованого на третій стороні. Знайти, яким числам пропорціо- 
нальні сторони трикутника.
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404. Гострокутний трикутник, дві сторони якого — 29 і 25, 

вписаний у коло радіуса 18 -̂. Знайти третю сторону і площу
О

трикутника.
405. я(&й-|— кс)  -)- Ь(1іс-\- &а) -[- с(ка-\- кь) =  2/>/?.
406. 4\kbkc -(- Иска -{- какь) =  (Ьс са аЬ) — 4/?(/? -|- г).
407. Виявити за допомогою обчислення, що прямі, які спо

лучають точки дотику зовнівписаних кіл з протилежними 
вершинами трикутника, перетинаються в одній точці.

408. На підставі теореми 94 довести, що перпендикуляри 
до сторін трикутника, поставлені з точок дотику зовнівписа
них кіл, перетикаються в одній точці.

409. Середини сторін трикутника сполучені прямими, від 
чого утворився новий трикутник. Знайти віддалі від центра 
вписаного в ньому кола до сторін даного трикутника.

410. Знайти віддалі-від точки перетину прямих, які сполу
чають вершини трикутника з точками дотику зовнівписаних 
кіл, до сторін його.

411. Показати за допомогою обчислення, що ортоцентр 
трикутника, центр ваги його і центр описаного кола лежать 
на одній прямій. Знайти, в якому відношенні центр ваги по
діляє віддаль між двома іншими згаданими вище • точками.

412. Показати за допомогою обчислення, що центр ваги 
трикутника, центр вписаного кола і точка зустрічі трансвер- 
салей з вершин трикутника до точок дотику зовнівписаних 
кіл лежать на одній прямій. Знайти, в якому відношенні центр 
ваги трикутника поділяє віддаль між іншими двома точками.

413. Показати за допомогою обчислення, що.три такі точ
ки лежать на одній прямій: 1) центр ваги трикутника, 2) центр 
вписаного кола і 3) центр кола, вписаного в трикутник, вер
шини якого лежать у серединах сторін даного. Знайти, в 
якому відношенні центр ваги поділяє віддаль між іншими 
двома точками.

414. Знайти віддаль від центра О описаного навколо три
кутника кола до центра ваги в  цього трикутника.

415. Знайти віддаль від центра ваги Ь трикутника до цен
тра О' вписаного кола.

416. 9 -Ш ^ = р 2 +  5г2— Ш г.
417. Знайти віддаль від ортоцентра трикутника до центра 

описаного кола.
418. Визначити віддаль між центром О описаного навколо 

трикутника кола і центром О' вписаного в той же трикутник 
кола за даними радіусами і г цих кіл.

419. Знайти віддаль від центра О' вписаного в трикутник 
кола до ортоцентра Н.

420. ТТО'2 =  4Я2 +  4 Я г+ Зг2 — р2.
421. Знайти віддаль від центра Л  зовнівписаного кола до 

ортоцентра.
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422. 9 ’ 0 0 а* = рь  4 - 6гд2 — г2 +  AR (Зга — г).
423. Визначити віддаль між центром О9 кола дев'яти то* 

чок і центром О' вписаного кола.
424. Визначити віддаль між центром кола 9 точок і цен

тром Іа зовнівписаного кола.
425. Визначити віддаль між вершиною трикутника І цен

тром зовнівписаного кола, яке дотикається до протилежної 
сторони.

426. Довести, що:

ОаОь2 =  (га +  ГьУ +  С2.

427. GO'2+  GO a2 +  GOb2-1- GOc2 =  1 б/?2 — ^ a 2 -f- b2 +  c2).

428. НО'2+'НОа* +  НОь2 +  НО 2 =  48/?2 — 4 (а2 +  Ь2 +  с2).
429. З результатів задач 423 і 424 п о к а з а т и ,  що ко^о 

9 точок дотикається до вписаного кола і до трьох кіл зовні- 
вписаних (теорема Фейербаха).

431. а? =  {га — г)(гь +  гс).
432. 0'0а-0'0ь-0'0с.= 16/?2г.
433. АОа • В0Ь • С0с— 4/?га2.
434. ОьОс-ОсОа-ОаО ь = Ш 2р.
435. ОьО2 -j- 0 с0а2 -j- ОаОь2 — 8R (fa "f" fb ~{~ гс).
436. Основи перпендикулярів, опущених на сторони три

кутника з якоїсь точки описаного кола, лежать на одній пря
мій (пряма Сімпсона).

437. da2 =  R2 +  2Rra.
438. d2 +  da2 +  db2 +  d?  =  12RK
439. 3 (d2 +  da2 +  dP +  dp) =  4(a2 - f  b2 +  c2) - f  4 -O #2.
440. У трикутнику ABC побудоване коло радіуса 1, до

тичне до сторін кута В. З А  проведена до цього кола до
тична. Знайти її довжину, якщо ЛВ =  13, Л С = 1 5  і ВС — 14.

441. h P -j— hp -j- hé =  2(R -j- г) або ka -j- kb -j- kc =  R -4- r.
442. r2 +  fa2 +  Г  b2 +  Гс2 =  4R 2 -f- ha'2 +  hb'2 +  A/2.
443. Вивести залежність:

А/ Л/ - f  hlJia +  h j  hb' =  2 R (ha" +  hb" - f  h ”).
444. Знайти довжини прямих, які сполучають центр вписа

ного в трикутник кола з вершинами трикутника.
445. У прямокутному трикутнику АВС опущений перпен

дикуляр АИ на гіпотенузу ВС. Знаючи радіуси гх і г2 кіл, 
вписаних у трикутники АБО і АСИ, знайти радіус г кола, 
вписаного в трикутник АВС.

446. а2 +  V 2 =  А2 +  А6'2 =  с2 +  А/ 2 =  4/?2.
447. 4 ( к 2 +  кь2 +  кс2) =  12/?-’ —  (а2 +  А2 +  с2).
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448. На колі радіуса ї  відкладені від точки А  (по обидві; 
сторони їі) дві дуги: АС =  30° і АВ  — 60°. Знайти площу три
кутника АСВ.

449. Б =  2Я2- И-аЬ̂Ыс
аЬс

) ( М
453. а ^ ‘± -гА

Р
454. Дано коло центра О і радіуса Я. На одному з його* 

радіусів 01, як на діаметрі, описане друге коло, і через точ
ку О проведена січна, яка зустрічає перше коло в точці ВгО
а друге в А, при чому ОА =  В точках А і В побудрвані.
до кіл дотичні, які перетинаються в точці С. Знайти висоту 
трикутника АВС відносно сторони АС і сторону АС.

455. - ^  +  = ^ -  +  ̂ - = 1  АОаг ВОь2 СО?

450. гь гс +  гс га -\-гагь= р г

451. г3 =  у ИаНькс

452. Я
(а + Ь  +  с)3 

г
Гь — 1

456, АО'2
Ьс

ВО'*
са

СО'2
аЬ

457. Радіус зовнівписаного кола, дотичного до гіпотенузи 
прямокутного трикутника, =  г. Знайти площу квадрата, пе
риметр якого дорівнює периметрові прямокутного трикутника..

458. г гя Ад

459. _і_ ,
П * Гс ка

460. Б — гагь ОаОь2 1.(га-\-Гь)2
461. Віддалі кожної точки медіани та до сторін Ь іс  обер

нено пропорціональні цим сторонам.
462. а2 Ц- Ь2 +  с2 +  г2 +  г 2 +  гь2 +  г?  =  16#а 
463 +  Гс) +  г°) (Га +  г») ,  ̂п

ГьГс-\~Гс Га-\-Га Гь

465. Медіана, яка виходить з вершини А  трикутника, про
довжена до перетину з описаним колом у точці А'. Знайти АА! .



466. Знайти основу рівнобедреного трикутника, знаючи 
радіус г вписаного в трикутник кола і радіус ґ  того зовні- 
вписаного кола, яке дотичне до однієї з рівних сторін три
кутника.

467. к .  =  '■ + '»  +  < • ,-6.

466 —  _______2 r hbhc -f- hcha hahb
469. Через вершину А трикутника і через середину О сто

рони його АС проведені кола, дотичні до ВС або до її про
довжень. Знайти радіуси цих кіл, знаючи, що АС =  ЗО, АВ =  26 
і ВС =  28.

470. Три кола центрів Ои 0 2, 03 і радіусів Ru R2, /?3 доти
каються попарно зовнішньо, при чому S  е площа трикутника 
OfîzO8; а, Ь, с — його сторони, р  s — площа трикутника, 
утвореного трьома точками дотику. Довести, що:

_£_ _  j  R 2  Ri2  R32 __ 2 RiRtRz
S  bc ас ab abc

471. S =  j / ^ ^-Rhahbhc.

_ abc
r ~~ P

473. Рівносторонній трикутник NBM  і рівнобедрений пря
мокутний трикутник NAM  мають спільну основу NM  =  b і 
вершина А прямого кута лежить на висоті ВО рівносторон- 
яього трикутника. З точки В радіусом BN описана дуга NCM, 
я  з А  радіусом AN  дуга NDM. Знайти площу серпка MCND.

474. З трьох вершин правильного трикутника, сторона 
якого =  2 а, радіусами, що дорівнюють а, описані три кола. 
Потім побудовані два інші кола, дотичні до трьох перших. 
Знайти їх радіуси.

475. Дано правильний трикутник ABC ; побудована точка 
М, симетрична з точкою А  відносно ВС, ї з точки М  радіу
сом ВС описане коло. Якщо Р довільна точка цього кола, то :

Ш * =  РВ5+РСЇ.

476. Ц 4 + т ) + ^ + т ) + * - ( т + т ) = 6Л
477. В правильному трикутнику ABC із стороною 2а опи

сані дві дуги, обмежені точками А і В: одна дотикається 
в точках А і В до сторін СА і СВ, друга дотикається в точ
ках А і В до бісектрис кутів А і В. Треба :

1) визначити число градусів у кожній з цих дуг
2) знайти радіуси дуг;
3) визначити площу, що лежить між дугами.
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^78, Га кь кс ка

479. Ж 2 - Щ  = ±
ВО' . ВОь с

480. АСУ • АОа =  Ьс.
481. Дано два трикутники АВС і А'В'С1 такі, що:

В =  С ; Л =  ЗВ;
В' =  С '; 2 А ^ В '-  

ВС =  А'В' =  а.

Довести, що радіуси кіл, описаних навколо цих трикут
ників, рівні.

Обчислити радіус.
482. Площа прямокутного трикутника =  б, а радіус зовні- 

вписаного кола, дотичного до одного з катетів, дорівнює 3.. 
Знайти сторони трикутника.

483. На підставі геометричних міркувань розв’язати рів
няння :

аУ х* — а2 +  к У х 2~  Ь* +  с У х і -с * =  2—

484. У рівнобедреному трикутнику АВС :

ВС =  6,
АВ — АС =  10.

Вписане в трикутник коло дотикається до основи ВС в точ
ці В і до сторони АВ  в точці Е. Точки Е  і £> сполучені прямою* 
Щ  і продовження ДО перетинає продовження ЛС в точці Н. 
Визначити АН.

485. Бісектриса внутрішнього кута А  в трикутнику АВС 
зустрічає протилежну сторону в О і описане коло в Е. Знайти

відношення

486. Коло дотикається до більшого катета прямокутного- 
трикутника, проходить через вершину протилежного гострого 
кута і має центр на гіпотенузі. Знайти його радіус, якщо ка
тети є 3 і 4.

487. Площа прямокутного трикутника, в якого гіпотенуза 
вдвоє більша одного з катетів, дорівнює Б. Знайти площу 
трикутника, вершини якого є центри кіл, зовнівписаних у да
ний прямокутний трикутник.

488. Проекції центра вписаного в трикутник кола нд 
сторони трикутника є Ра, Рь, Рс. Знайти площу трикутника. 
РаРьРс.

АЕ



489. Через середини катетів прямокутного трикутника 
проведене коло, дотичне до гіпотенузи. Знайти його радіус, 
^кщо радіус кола, описаного навколо трикутника, =  21Ц, а пло
ща трикутника == 6.

490. Через вершину гострого кута рівнобедреного прямо
кутного трикутника проведено круг, який є дотичним до 
продовження протилежного катета і проходить через сере
дину гіпотенузи. Знайти площу круга, якщо катет рівнобед
реного трикутника =  а.

491. і  + 1«. 2 \
1 а2+ Ь 2-}-с2

/V
492. Навколо трикутника ЛВС описане коло, і до нього 

в  точці А  проведена дотична, що перетинається з продов
женням ВС в точці Т. Визначити ВТ  і АТ.

493. Перевірити співвідношення:

АО’24- ВО'2 +  СО'2 =  Ьс +  са-\-аЬ — \ 2/?л

494'. Доеєсти, що:

АСУ - Ш  - Ш  =  4Яг2.

495. Радіуси трьох концентричних кіл є З, 2У~3 і 6. До 
меншого кола проведена довільна дотична, яка перетинає 
середнє коло в точці В, а зовнішнє в точці С,1 при чому 
припускається, що В і С розміщені по різні сторони відносно 
точки дотику А. Точки В і С сполучені прямими з спільним 
центром О, від чого утворився трикутник ВОС. Треба визна
чити його кути і сторону ВС.

496. Рівнобедрений прямокутний трикутник вписаний у коло 
радіуса /?. Друге коло дотикається до рівних сторін рівнобед
реного трикутника і до першого кола. Знайти його радіус.

497. У півколо діаметра АВ вписаний рівнобедрений пря
мокутний трикутник АВС ; точка А  сполучена з серединою О 
хорди СВ, і пряма ЛВ продовжена до перетину з колом у 
точці В; з В на СВ опущений перпендикуляр ВВ. Довести, щ о:

СВ =  ЗВВ.

498. У трикутнику АВС пряма Ейлера паралельна стороні 
-а. За даними /? і а знайти ка.

499. При умовах попередньої задачі:

Ьс =  З Я. У  4г2 —  а2.

500. Центр ваги деякого прямокутного трикутника лежить 
«а вписаному колі. Знайти відношення катетів.

1 Інші точки не розглядаються.
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501. Хорда CD =  К  описаного навколо правильного три 
Кутника АСВ кола поділяє сторону АВ  на дві частини, які 
відносяться як 3:2. Знайти радіус кола.

502. В коло радіуса 9 вписаний рівнобедрений трикутник 
такий, що сума віддалей від центра кола до сторін трикут
ника =  111/г- Знайти віддаль від центра кола до однієї з рів
них між собою сторін.

503. В трикутнику ABC — М  е середина сторони А В \ Rlt 
R 2, R — радіуси кіл, описаних навколо трикутників СЛІВ, 
СМА і СВА. Знаючи сторони а і b і відношення

Я і4 -Я « _ ..
R  ’

знайти медіану тс.
504. АА' — внутрішня бісектриса трикутника, О' — точка 

перетину внутрішніх бісектрис.
Обчислити добуток О'А . О'А'.
505. Якщо в трикутнику ABC

h a ~ r a,

Умови можливості задачі.
506. Дано, що коло, яке проходить через вершину А три

кутника і через середини сторін АВ і АС, дотикається до третьої 
сторони трикутника в точці М.

Довести, що АМ  є середня пропорціональна між ВМ  і МС„ 2

2. Коло і многокутник.

507. В півколо одиничного радіуса вписана трапеція (основа 
пристає до діаметра), периметр якої дорівнює 5. Знайти її 
сторони і площу.

508. В деякий кут вписане коло радіуса г, і довжина хор
ди, яка сполучає точки дотику, дорівнює а. Паралельно цій 
хорді проведені дві дотичні, і таким способом утворилась 
трапеція, площу якої треба знайти.

509. В ромб, який поділяється діагоналлю на два рівно- 
сторонні трикутники, вписаций круг одиничного радіуса. 
Знайти сторону ромба.

510. Діагоналі ромба 6 і 8. Знайти площу круга, вписаного 
в цей ромб.

511. Дано квадрат АВСИ, сторона якого =  4. На АО взято 
точку К  так, що А К =  1, і К  сполучена з С; з В на СК опу
щений перпендикуляр ВТ. Знайти довжину цього перпенди
куляра і радіус кола, описаного навколо чотирикутника 
ВТКА.
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512.3 вершини квадрата радіусом, що дорівнює половині сто
рони квадрата, описане коло, а з суміжної вершини проведена 
дотична до цього кола. Знайти, в якому відношенні дотична 
поділяє площу квадрата.

513. Дано симетричну трапецію, в якої одна з непаралель- 
них сторін дорівнює 5, а паралельні основи 1 і 7. Знайти 
площу круга, описаного навколо цієї трапеції.

514. В симетричну трапецію, в якої паралельні сторони 
8 і 2, вписане коло. Знайти його радіус.

515. В півколо радіуса г вписаний квадрат. Знайти його 
площу.

516. Два рівні кола радіуса г перетинаються; віддаль між 
їх центрами =  г. У спільну частину обох кругів вписаний 
квадрат. Знайти його сторону.

517. У трапеції, основи якої є 6 і 21, а одна знепаралель- 
них сторін — 14, вписане коло. Знайти його радіус.

518. У півколо радіуса г вписаний чотирикутник АСБВ
такий, що АВ =  2г, АС =  г і В Б =  г V"2. Знайти проекцію АВ 
на напрям СВ.

519. Пряма АВ =  2а поділена на дві рівні частини і на 
одній з них побудований квадрат, а на другій — рівносто- 
ронній трикутник; вершини цих фігур, що лежать поза да
ною прямою, сполучені між собою, і таким способом утворе
ний п’ятикутник, в якому треба знайти кути, сторони, діаго
налі та площу; крім того, визначити довжину хорди, яку 
відтинає від сторони квадрата коло, описане навколо три
кутника.

520. На двох суміжних сторонах квадрата побудовані в 
зовнішньому колі два півкола і до них дотичні, паралельні 
своїм дЛаметрам. Знайти радіус кола, дотичного до цих двох 
півкіл і до згаданих дотичних, якщо сторона квадрата =  2а.

521. Сторони трикутника — 13, 14 і 15. З центра ваги три
кутника опущені перпендикуляри на дЬі менші сторони, від 
чого утворився чотирикутник, в якому треба знайти: 1) сто
рони, 2) діагоналі, 3) радіус описаного кола і 4) площу.

522. Навколо кола, радіус якого дорівнює 2, описана си
метрична трапеція з площею — 20. Знайти стррони трапеції.

523. В півколо вписаний чотирикутник, послідовні сторони
якого є 21^5, 2 -/5  і 6. Знайти радіус кола.

524. В коло радіуса 3 вписаний правильний трикутник, 
і проведена пряма, що сполучає середини двох дуг, які стя
гують сторони трикутника. Знайти довжину цієї прямої і дов
жини відрізків, що утворені на ній сторонами трикутника.

525. Через дві суміжні вершини квадрата проведене коло 
так, що дотична до нього з третьої вершини дорівнює по
двійній стороні квадрата. Знайти радіус цього кола, якщо 
площа квадрата =  10,
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526. За даними хордами а і Ь, що відповідають двом ду
гам у колі одиничного радіуса, знайти хорду, яка відповідає 
сумі цих дуг.

527. За даними хордами а і Ь, що відповідають двом дугам 
у колі одиничного радіуса, знайти хорду, яка відповідає різ
ниці цих дуг.

528. У колі одиничного радіуса знайти хорду, що відпо
відає дузі в 210°.

529. Віддаль між центрами двох рівних кіл радіуса г до
рівнює й. Знайти сторону і площу ромба, утворюваного до
тичними, проведеними з центра кожного кола до другого 
кола.

530. У вписаному чотирикутнику АВСЯ сторони АВ і СЯ 
продовжені до взаємного перетину. Знайти сторони одержа
ного (більшого) трикутника, якщо АВ — а, ВС =  Ь, СЯ = с, 
АО = (і (сі >  Ь).

531. У півколі радіуса Я вписаний чотирикутник АСЯВ 
так, що сторона його АВ  пристає до діаметра, а АС -{-ЯВ =2Я. 
Діагоналі чотирикутника перетинаються в О. Знаючи, що
0 А — а, ОВ — Ь, знайти сторони чотирикутника і площу три
кутника ОАВ.

532. Знайти площу вписаного чотирикутника за чотирма 
його сторонами а, Ь, с і сі.

533. Виразити площу вписаного чотирикутника залежно 
від чотирьох сторін його а, Ь, с і й, від однієї з діагоналей 
т і п і від радіуса Я описаного кола. Користуючись одер
жаними виразами, знайти відношення діагоналей вписаного 
чотирикутника (протилежні сторони а і с, Ь і с£).

534. Сторони чотирикутника, навколо якого можна описати
1 в який можна вписати коло, е а, Ь, с ї й .  Знайти його», 
площу.

535. За чотирма сторонами а, Ь, с і й  вписаного чотири
кутника знайти його діагоналі.

536. У сегмент, дуга якого має 120°, вписаний квадрат.
Визначити сторону квадрата, якщо радіус кола = У І9 - |- 2 .

537. Півколо перерізане прямою АВ, на яку з кінців діа
метра М/У опущені перпендикуляри М К — р  і А?Р =  </. Зна
йти площу прямокутника, побудованого на відрізках КА  і АР 
(Точці М  відповідає точка К.)

- 538. На діаметрі кола радіуса Я побудований рівносторон- 
ній трикутник, і зовнішня вершина його сполучена з середи
ною радіуса (в основі трикутника); одержана пряма продовжена 
до перетину з колом. Знайти довжину хорди, обмеженої 
згаданою точкою перетину і найближчим до неї кінцем діа
метра.

539. Коло дотикається до двох суміжних сторін квадрата і 
поділяє третю сторону на два відрізки: 8 і 17. Знайти радіус 
цього кола.
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540. В менший сегмент, який відтинається стороною пра
вильного трикутника, вписаний рівносторонній трикутник, 
одна з сторін якого перпендикулярна до хорди сегмента. 
Знайти сторону правильного трикутника, якщо радіус кола =  г.

541. Дано квадрат ЛОВ радіуса Я. Паралельно хорді АВ  на 
віддалі к від неї проведена січна, що зустрічає продовжені 
радіуси О А  і ОБ в точках С і Б, а дугу квадранта— в точках 
В і В. З точки Е (найближчої до С) поставлений до СБ пер
пендикуляр, який перетинає ОД в точці Д  Точки О і б  спо
лучені прямою. Визначити Бй.

542. Навколо кола радіуса г  описана рівнобічна трапеція, 
в якої менша основа =  2а. Знайти діагоналі трапеції.

543. В коло радіуса г вписані два рівні прямокутники з 
взаємно перпендикулярними сторонами. Знайти площу, спіль
ну обом прямокутникам, якщо відношення нерівних сторін 
кожного з них =  2.

544. В симетричній трапеції висота =  А; діагональ ВБ  пер
пендикулярна до сторони ВС ; кола, описані на сторонах АБ  і 
ВС, як на діаметрах, дотикаються взаємно зовнішньо. Визна
чити основи АВ і СБ.

545. Знайти площу правильного зірчастого восьмикут
ника, вписаного в коло радіуса Я.

546. На чотирьох сторонах квадрата, як на діаметрах, опи
сані у внутрішньому полі півкола, що утворюють чотирипе
люсткову фігуру. Обчислити її площу залежно від сторони 
2а квадрата.

547. Відношення сторони описаного многокутника до сто
рони однойменного вписаного многокутника == 2. Знайти різ
ницю площ цих многокутників, якщо радіус кола =  г.

548. У квадраті проведені діагоналі, від чого він поділив
ся на 4 трикутники. Знайти відношення площі чотирикутника, 
вершини якого є центри кіл, описаних навколо згаданих три
кутників,— до площі чотирикутника, вершини якого є центри 
кіл, вписаних у ті ж трикутники.

549. До двох зовнішньо дотичних кіл радіусів Я  і г  про
ведені дві спільні зовнішні дотичні. Знайти площу трапеції, 
утвореної цими двома дотичними і хордами, які сполучають 
точки дотику.

550. У крузі радіуса 5 проведена хорда АВ — 9. На АВ 
взята точка К  так, що ЛК =  71/г, і через К  проведена хор
да СБ, перпендикулярна до АВ \ потім точки Л і С, С і В, 
В і Б, Б  і А сполучені прямими. Треба: 1) знайти площу 
чотирикутника АВСБ; 2) знайти площу круга, який прохо
дить через середини сторін чотирикутника.

551. Дано коло радіуса Я. На радіусі його О А взята точ
ка В так, що



1 через точку В проведена перпендикулярна до ОА хорда 
DC. В точці D до кола побудована дотична DE, яка зустрі
чає продовження радіуса ОА в точці Е, і на прямій BE, як 
на діаметрі, описане коло центра J, яке перетинається з пер
шим у точкахF і G. Знайти: 1) довжину спільної хорди двох 
кіл; 2) відношення площі чотирикутника JFOG до площі три
кутника BDE.

552. Дано вписаний в коло радіуса R чотирикутник ABCD, 
при чому:

<иАВ = 60°, 
wBC =  90°, 
kj CD =  120°.

Треба : 1) визначити сторони чотирикутника; 2) довести, що 
діагоналі його взаємно перпендикулярні; 3) обчислити відріз
ки діагоналей і самі діагоналі; 4) знайти площу чотирикут
ника.

553. На колі центра О і радіуса R  взята точка А, і в цій 
точці побудована дотична, на якій відкладений деякий відрі
зок АР. Точки Р і О сполучені прямою, яка продовжена до 
зустрічі з колом у точці D, де проведена друга дотична, що 
перетинає продовження РА в Е. З умови: площа трикутника 
ОРА =  площі ODEA, визначити РА.

554. Навколо кола радіуса дописаний чотирикутник ABCD, 
діагональ якого АС проходить через центр О, при чому:

АО =  2 R,
А - \-С — 180°.

Визначити: 1) кути В і D; 2) площу трикутника AJO, де 
J — точка дотику сторони АВ\ 3) площу чотирикутника;
4 )радіус кола, описаного навколо чотирикутника.

555. Дано чотирикутник ABCD, описаний навколо центра
ОАО. Знайти в іднош ення-^ , якщо АВ = a, B C = b , CD = c 

і AD =  d.
556. Навколо кола радіуса г описаний чотирикутник, послі

довні сторони якого є a, b, с, d. Знайти відрізки сторін, утво
рювані точками дотику вписаного кола.

557. Одне коло дотикається до двох непаралельних сторін ЯЛ' 
і ВВ' прямокутної трапеції і більшої основи А'В', а друге коло 
дотикається до двох непаралельних сторін трапеції і до меншої 
основи АВ. Знаючи, що спільна внутрішня дотична цих кіл 
паралельна основам трапеції, і знаючи основи а і b трапеції, 
знайти: 1) дві інші сторони трапеції; 2) радіуси кіл; 3) дов
жину спільної внутрішньої дотичної, паралельної основам 
трапеції і обмеженої сторонами трапеції; 4) довжину спіль
ної внутрішньої дотичної, непаралельної основам і обмеже
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ної сторонами трапеції; 5) відрізки, на які ця дотична поділяє 
перпендикулярну до основ сторону трапеції; 6) радіус кола, 
яке проходить через точки А і А ' і є дотичним до ВВ'.

558. У вписаному чотирикутнику АВСВ

АВ = ~  АВ,

ВС =  і  СВ.

Знаючи, що АВ =  а і АС =  Ь, обчислити ВС. При якій умові 
АВ  дорівнює радіусові описаного навколо трикутника кола?

559. В прямокутній трапеції, висота якої =  2к, на стороні, 
неперпендикулярній до основи, як на діаметрі, описане коло, 
і виявилося, що воно дотикається до протилежної сторони-тра- 
пеції. Знайти площу прямокутника, побудованого на основах 
трапеції.

560. З кожної вершини квадрата радіусом, що дорівнюе'Єто- 
роні його г, описані у внутрішньому полі дуги, що дорівнюють 
чверті кола. -Дуги ці, перетинаючись, утворюють чотиристо
ронню криволінійну фігуру. Знайти її площу.

561. На діагоналях трапеції, як на діаметрах, описані кола. 
Знайти довжину спільної хорди цих кіл, якщо діагоналі тра
пеції є 2а і 2аи а різниця основ =  2&.

562. Коло радіуса г  поділене в точках А, В і С на три рів
ні частини, і на радіусах ОА, ОБ і ОС відкладені відповідно 
довжини О А!, О В', ОС', що дорівнюють стороні вписаного*;# 
коло квадрата. Знайти відношення площі трикутника А'В'С' 
до площі шестикутника, вписаного в те ж коло.

563. В колі радіуса В хорда АВ, що відповідає дузі в 45°, 
проведена до перетину в точці К  з перпендикуляром, поста
вленим до діаметра АМ  з його середини О. З В на АМ  опу
щений перпендикуляр ВС. Знайти площу трапеції ОСВК.

564. Сторона АВ  вписаного в коло радіуса 6 шестикут
ника і паралельна їй сторона А'В' описаного шестикутника 
продовжені до перетину в точках С і С' з перпендикуляром, 
опущеним з центра кола на сторону вписаного шестикут
ника, суміжну з АВ, і точки А  і А' сполучені прямою. Знайти 
площу трапеції АА’С'С. (АВ і А'В' лежать по одну сторону 
від центра.)

565. ВВ — хорда кола, яка 'дорівнює стороні правильного впи
саного трикутника; ВС—діаметр цього кола =  21^3; АВ  — до
тична, паралельна ВВ (АВ і ВВ лежать ііо одну сторону від 
центра), при чому А — точка перетину її з продовженим ді
аметром ВС, а В — точка перетину дотичної з продовженням 
прямої ВС. Визначити площу трапеції АВВВ.

566. Якщо в симетричну трапецію можна вписати коло, 
то висота трапеції дорівнює середньому геометричному основ,
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а кожна з непаралельних сторін дорівнює їх середньому ариф
метичному,

567. При якій умові чотирикутник, вершини якого є се
редини сторін симетричної трапеції, буде квадратом?

568. У вписаному чотирикутнику АВСР

Точки В і П сполучені прямою, і трикутник ВСР знятий з 
свого місця і стороною ВС прикладений до сторони В А в зо
внішнє поле так, що точка В лишилась на своєму місці, а 
точка С впала в точку Е на стороні В А (ВС <  В А). При 
цьому точка В зайняла положення В. Пряма ВВ продовжена 
до зустрічі з продовженням ЛВ в точці Є. Знайти Ай  і від
ношення

569. Центральний кут сектора =  60°; радіус дуги сектора =
— Знайти сторону квадрата, вписаного в сектор.

570. Центральний кут сектора =  90°; радіус дуги се1стора=5. 
В сектор вписаний прямокутник, в якого одна сторона в 6 раз 
більша другої. Знайти сторони прямокутника.

571. Дано квадрат ABCD, діагоналі якого перетинаються 
в точці О. Центри кіл, вписаних у трикутники АОВ, ВОС, 
COD, DO A, ABC, BCD, CD А і DAB, утворюють вершини де
якого восьмикутника. Знайти його площу, знаючи сторону а 
квадрата.

572. В півколі радіуса R, яке описане на АВ, як на діа
метрі, проведені дві хорди АС і AD: Перша дорівнює сто
роні квадрата, а друга — стороні правильного трикутника, 
вписаних у дане коло. Визначити довжину хорди CD і площу 
фігури ACD.

573. В коло радіуса R  вписано квадрат ABDC, і в D прове
дена дотична до кола, яка перетинає продовження АВ в точці Е. 
Ця точка сполучена прямою з точкою С, і пряма ЕС перети
нає BD в М. Визначити площу АВМС.

574. В квадрат ABCD вписане коло радіуса г. До цього 
кола проведена довільна дотична, яка зустрічає СВ в Р і CD 
в Q. Довести, що площа трикутника APQ є величина стала.

575 — 580. У цих задачах треба знайти площі правильних 
многокутників, вписаних у коло радіуса г:

АВ — а\ ВС — b ; CD =  c.

BD
BG '

V. ПРАВИЛЬНІ МНОГОКУТНИКИ.

575. трикутника
576. квадрата
577. п’ятикутника

578. шестикутника
579. восьмикутника
580. десятикутника
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581 —586. У цих задачах треба знайти площі правильних 
многокутників, описаних навколо кола радіуса г:

581. трикутника 584. шестикутника
582. квадрата 585. восьмикутника
583. п’ятикутника 586. десятикутника
587 — 592. В цих задачах треба за заданою стороною а 

знайти площу вписаного в коло радіуса г многокутника:
587. трикутника 590. восьмикутника
588. п’ятикутника 591. десятикутника
589. шестикутника 592. дванадцятикутника
593— 596. За даною площею S правильного многокутника 

знайти сторону:
593. трикутника 595. восьмикутника
594. шестикутника 596. дванадцятикутника
597 — 599. За даною площею 5  правильного многокутника 

знайти радіус кола, описаного навколо:
597. п’ятикутника 599. десятикутника
598. восьмикутника
600. Якщо А, В, С і D є послідовні вершини правильного 

многокутника, то:

ДС2 — АЕР =  АВ • ЛП.

601. Два правильні многокутники мають рівні сторони, 
а внутрішній кут одного вдвоє більший внутрішнього кута 
другого. Знайти відноїйення площ многокутників.

602. Знаючи площі 5 і 5Х правильних вписаних многокут
ників з п і 2га сторонами, визначити площу 53 правильного 
вписаного многокутника з 4п сторонами.

603. В правильному многокутнику проведені послідовно 
діагоналі, що стягують по дві суміжні сторони, які в пере
тині дають правильний многокутник того ж числа сторін, як 
даний. Знайти площу одержаного многокутника.

604. Визначити площу фігури, утвореної двома паралель
ними сторонами правильного восьмикутника і двома діаго
налями, що сполучають кінці цих сторін. Сторона восьми
кутника == у \ /  2— 1.

605. Середини сторін квадрата АВСО є 0 Х, 0 2, 03, 04 (0Х— 
середина АВ, 0 % — середина ВС та ін.). Прямі АОь В03, СОіг 
ООх утворюють своїм перетином чотирикутник, вид і площу 
якого треба знайти, якщо сторона квадрата — -/5.

606. Знайти сторону правильного п’ятнадцятикутника, впи
саного в круг радіуса г.

50



607. На чотирьох сторонах квадрата побудовані (поза 
ним) рівносторонні трикутники, і зовнішні вершини їх сполу
чені. Знайти сторону правильного дванадцятикутника, рівно
великого одержаній фігурі, якщо сторона квадрата =  а.

608. В правильному шестикутнику вершини сполучені че
рез одну прямими лініями. Перетин цих прямих утворює новий

1/3
шестикутник, площа якого =  —3—. Знайти площу круга, опи
саного навколо першого шестикутника.

609. Усередині паралелограма АВСО, площа якого =  8, 
взята довільна точка О і сполучена з усіма вершинами. Зна
йти сторону правильного восьмикутника, площа якого дорів
нює сумі площ трикутників ОАВ і ОСИ.

610. Правильний шестикутник, із стороною а, поділений 
прямою, що виходить з вершини його, на дві частини, які 
відносяться як 2:3. Знайти довжину поділяючої лінії.

611. У правильному шестикутнику із стороною а вписаний 
п’ятикутник так, що всі вершини його, крім однієї, лежать у 
серединах сторін шестикутника, а одна вершина — спільна 
в обох многокутників. Знайти сторони і площу п’ятикутника.

'612. Два рівні прямокутники накладені один на одного 
концентрично і так, що рівні їх сторони взаємно перпенди
кулярні, від чого утворилась фігура, яка має вигляд хреста. 
Сусідні вершини цього хреста сполучені між собою, і тоді 
утворився восьмикутник, площу якого треба знайти, знаючи 
розміри а і Ь прямокутника (а >  Ь), При якій умові восьми
кутник буде правильним?

613. Правильний шестикутник, сторона якого =  а, перемі
стився так, що дві його суміжні вершини А і В пройшли в 
напрямах, перпендикулярних до АВ, шляхи, які дорівнюють 
апофемі шестикутника. Знайти площу, спільну обом положен
ням шестикутника.

614. Усі сторони правильного шестикутника продовжені 
в одному напрямі на потроєну довжину сторони його, і край
ні точки продовжень сполучені прямими.

Знайти відношення площі одержаної фігури до площі 
шестикутника.

615. А, В, С, О е послідовні вершини правильного семи
кутника. Довести, що

1 1 | 1
АВ АС ' А П '

616. Коло радіуса г  поділене на 10 рівних частин. Якщо 
сполучити хордою першу точку поділу з четвертою, четвер
ту з сьомою, сьому з десятою, десяту з третьою і т. д., то 
утвориться правильний двадцятикутник з десятьма вхідними 
і десятьма вихідними кутами. Знайти площу цього двадцяти
кутника.
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VI. ПОЗНАЧЕННЯ.
У формулах і задачах, що стосуються трикутника, прий

няті такі позначення (якщо немає окремих застережень).
А, В, С— вершини трикутника. 
а, Ь, с — сторони (лежать відповідно проти А, В, С). 

А, В, С або а, р, у — кути.
р  — півпериметр.

ка, кь, кс— висоти.
та, ть, тс —  медіани.

Іа, ІЬ, Іс —  бісектриси  внутріш ніх КуТІВ.
1\а, кь, 1\с —  бісектриси ЗОВНІШНІХ КуТІВ.

Я — радіус описаного кола. 
г — радіус вписаного кола.

ґа, гь, гс— радіуси зовнівписаних кіл.
5 — площа трикутника.
Н  — точка перетину висот (ортоцентр). 
й  — точка перетину медіан (центр ваги).
О — центр описаного кола.

О' — центр вписаного кола (точка перетину 
бісектрис).

О а, Оь, Ос — центри зовнівписаних кіл.
0 9 — центр кола Ейлера (коло дев’яти точок). 
й — віддаль між центрами вписаного й описа

ного кіл.
ка, кь, к / — відрізки висот, що лежать між точкою їх 

перетину і вершинами.
Іа, Іь’, Іс' — відрізки бісектрис, що лежать між точкою 

їх перетину і вершинами.
та', ть', тс' —  відрізки медіан, що лежать між точкою 

їх перетину і вершинами.
ка, кь", кс' — відрізки висот між ортоцентром і сторо

нами трикутника.
Іа", Іь", Іс" — відрізки бісектрис між точкою їх перети

ну і сторонами трикутника.
та", ть", Шс — відрізки медіан між точкою їх перетину 

і сторонами трикутника.
ііа, йь, (іс — віддалі центра описаного кола від цен

трів зовнівписаних кіл.
ка, кь, кс — віддалі центра описаного кола від сторін 

трикутника.
ga, gb, gc — віддалі якоїнебудь точки, взятої на опи

саному колі, від сторін.
ga, gb, g c — віддалі якоїнебудь точки, взятої на впи

саному або зовнівписаному колі, від сто
рін трикутника.

Ьа, и, и  — віддалі якоїнебудь точки в площині три
кутника і всередині його до сторін три
кутника.
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В ІД П О В ІД І.

2.

3.

и
12' . 
Ьс-\Ґ2  
Ь -\-с

4. В к а з і в к а .  Доповнити три
кутник до паралелограма.

5. 6; 8.
З_____ __________________

7 .  •̂ ]/гМ(М —  та)(М —  ть) (М—тс),

де 2М =  та +  ть +  тс.
В к а з і в к а .  Хай ВАС — даний 

трикутник; АА', В В’, С С  — його ме
діани і О — точка їх перетину. Про
довжимо О А' і відкладемо А'А" =  О А' 
Площа трикутника ОА”С дорівнюва
тиме одній третині площі трикутника 
АВС. Сторони ж трикутника ОА''С 
визначаються легко.

= 4 і/Я (Н -Л а- і ) ( Я - Л й- і ) ( Я - Л е- і ) ,
де покладено: 2H =h a~1-{-hb—1-\-hc~1 

В к а з і в к а .  Скористатись рівно 
стями: aha =  bhb =  che.

9. 13 I 14.

10. 2g-;-0,7; 3 - j ;  j ]A37.

11. 21 yy • 
12 ^  '
13. y r f i - j-ь2 — a b V 3 >

ab

14. V a t  +  b1 — abV2;
— a ti] f2

15. V a 2-+-62 — ab
a b ]f3  
— 4 ■

----------------- —- UU
a2 +  ft2 +  abV З! 4"'
_________ а&іАзГ

17. ] / й2-(- b2-\- ab \ — —  •

18. y  j / 4 a 2-{-4b2—2ab (У й —у Щ

а{ (]Г 2 + У б ).

19. У"a2 62 4 - a b ] /H ;

20. ~ V  Ю — 21/ 5.

21. а ( )Г 5 -  1); f2 )\

22. aj Q - ;  *V~2-
2 3 . 2 ;  У 7 ; У ~ 3 .

- i f  aa -j- ай 4- 6а
2 4 . 2 —  з  ■ - .

2 5 . y rö a + 6 c T

2 6 . 4 ' | / ‘ 7 ;  3 | A 1 .

2 S
2 7 . В  k  а з  і в к а. ha =  —  та 1н.

1 1 , 1
2 8 . ft2 -  +  са •

2 9 . 12 y  •
3 0 . М айж е 22 м.
3 1 . 9.
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3 2 . 1 2 ,5 ; 16,5.
3 3 . 3.
3 4 . 2 або  1.

bc
3 5 . у  і 2p.

3 6 . пут-, ■ jVT6 +  2ŸTi 

y  V l O  —  2 / 5 І

3 7 .
(P
hl

3 8 . y~SSt.
39 p (p +  <i) я У  +  я)

4 0 .

У р2+ я2’ 1 / V + 9 2 ’

РЯ (Р +  Я) Р я У 2

р2+ Я 2 ' УУ~А- qî
8 5 а

= 57,6;

я2]/2 & 2 +  2с2 — а2'
4 1 . 28.
4 2 . 1 і 19.
4 3 . АЕ =  1 2 ,8 ; А Д  =  25,6.
4 4 . АЕ =  9,6; А ґ = 2 8 , 8 ;  Ав =

АН =  96.
4 5 . У~33 і | / 4 2 .

4 6 . 5 ; 5 1 / " 3 .

З
4 8 . — Б. В к а з і в к а .  П означим о

точку п ер ети н у  прям их ААХ і ВВ1 
ч ер ез N. прям их В В, і ССа ч ер ез Р  1 
прям их САХ і ААХ ч ер ез  М. Т о д і : 
А'ШР — АВС —  АМС —  ВРС —  АМВ. 

Для відш укання, наприклад, АМС
знайдіть в ід н о ш ен н я : і

ВМС АМВ
М айте на увазі, щ о: АМС +  ВМС-\- 

-\-AMB =  АВС.
5 0 . В к а з і в к а .  Застосув ати  т ео 

р ем у  п р о  квадрат сторони три
кутника.

з + у з
5 4 . ------; KM.

5 6 . 4 (3- ■ У  3).

5 7 . і Л : 2+ 2 5 У  3  і У й 2—  2 5 / З ,

де: а2 +  Ь* +  с2 == 2/г2.
В к а з і в к а .  Знайти сум у  квадра

тів  і р ізн иц ю  квадратів  Ай  і АГ)'.

5 8 . 2 у
Ь(р — Ь){р —  с)

5 9 . ІЬ la
а -} • bа +  Ь

60. 1.
61. 2Р ІР—а)

Ь с '
6 2 . 19._______
6 3 . У р 2 —  аЬ.

6 4 . х2а =  Ь2т +  с2п —  атп. 
Примітка. Відповідь виражає тео>

рему Стевварта.
65. .1.(9 — 5]/" 3) (віддаль

О
основи).

6 6 . 180°.
67. 450. _
68. ЗО У  3  м .

7 0 . 1 3 ,2 _________________
с).

від

їй  У с-{р - з ь (р- 

у нр  — ь) (р - •е)

74 .

7 2 .  В сі ці чотирикутники рівно
великі.

7 3 . О дин з  в ідр ізк ів  д о р ів н ю є:

£уззб.

п2Б < т2Б 2тпБ 
(т~\-п)2’ {т-\-п)% ’ ( / и + и ) 2 ’

7 5 . р У  3.
7 6 . 21.

7 7 . 88 .
4205

7 8 . (РіР» ' 1 ^ з У
\ аЬ ' Ьс ~  ас /

7 9 . 4 5  + 2 а 2.
8 0 . 2 уШі.

й
2  ( У  5 -81 1).

8 2 . 12 72

8 3 .

169- 
8 5 2 
abc'

В к а з і в к а .  Сполучаю чи основи  
д в о х  як и хн ебудь  висот, д істанем о  
трикутник, подібни й  даном у.

8 4 . ( У + + У  +  + У + ) 2.

8 5 .  а (У  3 — 1),

8 6 . Ур(р  —  а)(р — Ь)(р —  2тс), д е
2р  =  о, — b -j— 2тс.с



9 0 . Я кщ о О є  точка п ер ети н у  
б ісек три с АА1 і ВВЬ то  ОАг =

=  £.АА1. Я кщ о О і є  точка перети н у/Р
бісек тр и с  АА1 і ССи то  01А1 —

~2р
АА±. Ч е р е з  те  щ о 0А1= 0 1А1, то

три б ісек тр и си  перетинаю ться в о д 
ній точці.

9 1 . Якщ о ААхО є  б ісек тр и са  
внутр іш нього кута і О —  точка п е р е 
ти н у ї ї  з  б ісек тр и сою  о д н о го  з  зо  
вніш ніх к утів , то

оа =  2 р ~ ? -АА2 (р -а )АА'-
оо ь'_ , (а2+62- С2)(а2+ С2-й 2) па— ц  8аБ
9 7 . Д ля того  щ об  три дані точки  

леж али на одн ій  прям ій, н е о б х ід н о  
і доси ть, щ об

9 8 . Xі
а&2 fie2 ар«2

~ ^  +  ;г+ р-(7+ р)5
9 9 . 1,4.

100 (1 +  uvw)S
(и +  1) ( t '+ 1)(® + 1)

Примітка. Як зм іниться ф орм ула, 
якщ о протилеж но напрямленим в ід 
різкам приписати суп р оти в н і знаки ? 
Ч и справедлива одер ж ан а при цих  
у м ов ах  ф орм ула для р ізн и х  полож ень  
точок А', В', С  —  на стор он ах  тр и 
кутника і на їх  п р одов ж ен н я х  ? Як на  
підставі о д ер ж а н о ї ф орм ули д о в ест и  
т ео р ем у  М енелая і о б е р н е н у  їй  ? Т ео
рем а М енелая полягає ось  у  чом у : 
якщ о січна перетин ає стор он и  три
кутника ABC а б о  їх  пр одовж ен ня  в 
точках А', В', С', то  існ у є  така 
рівн ість :

А'В В'С C'A _  ,
А'С ' В'А ‘ С'В

10Ь_______ (1 — uvwYS_______
* { \ J r U - \-U V ) ( \ - \ -V - \-V W ){ \Jf-W -\-U W )

Примітка. Як зміниться ф орм ула, 
якщ о відрізкам  А'В, А'С т ощ о припи
сати супроти вні зн ак и ?  Ч и справед
лива одер ж ана при ци х ум овах  ф о р 
мула для р ізн их пол ож ень точок  А', 
В', С  —  на стор он ах  трикутника і на 
їх  пр одов ж ен н я х?  Як на підставі 
о д ер ж а н о ї ф орм ули  до в ест и  теор ем у  
Ч еви і о б е р н е н у  їй  ? Т еорем а Ч еви

полягає ось  у  чом у. Я кщ о в три кут
ни ку ABC п р ов ед ен і три  прямі АА', 
ВВ', С С  (А' на ВС  або  на ї ї  п р о
д ов ж ен н і та ін .), які перетинаю ться  
в одн ій  точці, то  іс н у є  така рівність:

А'В В'С C'A_____,
А'С 1 В'А ‘ С'В

105. В к а з і в к а .  Застосув ати  т ео 
р ем у  Ч еви.

106 . а с 2 ; _ « * ! _
с2 62 + с 2 62 + с 2

Примітка. Я кщ о пряма перети н ає  
дв і сторони кута трикутника а б о  їх  
продовж ен ня так, щ о у т в о р ю є  з  одн ією  
з  ци х  стор ін  кут, який до р ів н ю є кутові 

-трикутника, утв ор ен ом у  третьою  сто
рон ою  з  д р у ги м  боком  кута, то  ця 
січна називається а н т и п а р а л е л ь -  
н о  ю в ідносно треть ої стор он и . П ря
ма Аа називається с и м е д і а н о ю  
трикутника в ідн осн о стор он и  ВС. М е- 
Д і а н а  є  геом етричне м ісц е сер ед и н  
х ор д , паралельних ВС , а с и м е д і а н а  
є  геом етричне м ісц е сер ед и н  х'орд, 
антипаралельних ВС. Чи Існує пряма, 
відмінна в ід  сим едіани, яка п оділ яє  
стор он у а у  в іднош енні і»2 : с 2 ?

107. — —  V  2& Ч -2с2— а 2 .62 +  с2 к ^
В к а з і в к а .  Д и в . за д а ч у  106.
108 . П ер еп ен ди к ул я р , о п ущ ен и й  

з  верш ини прямого кута на г іп о 
т ен у зу .

В к а з і в к а .  Д и в. задач у  106.
іпо 6 268 2 сБ

с ’ с 2+ й 2 ’ с2+ й 2 
В к а з і в к а .  Д и в . задач у 106.
110. Якщ о К  є  точка п ер ети н у  

д в о х  сим едіан , щ о відповідаю ть сто 
ронам а і 6, а Аа — перш а си м е
діана, т о :

К<*=- а2 -Аа.
e 2 +  6 2 + с 2 

Примітка. Точка п ер ет и н у  си м е
діан  трикутника називається т о  ч- 
к о ю  Л е м у а н а .

. . .  2aS1 1 1 . ---------------------т ощ о.
а 2 +  й2 +  с 2

В к а з і в к а .  Д и в. задач у 110.
[12 *2̂

‘ (в2 +  б2 —|— С2)2 
В к а з і в к а .  Д и в . задач у ПО.
З  Ка пр овести  паралельну прям у  

ККЬ д о  п ер ети н у  з  п р одовж ен ням  
КСК в X  і зв ер н ути  у в а гу  на по
дібн ість  трикутників  АВС і ККаХ.

55.



11 3 . —  В и сн о в о к ?  
с

В к а з і в к а .  Див. задачу 106.
І!с2114 .

119. - £ ! ■ < ! + с> і Т. д.

120,

ab-{-ca-\- Ьс 
2аЬс

1 3 2 . DE а 2 +• б 2 +  с 2 . площ а =

140. У (Р  — Ь)(р — С) 
рір —  а)

141.

14 2 .

2.
б2

115. Точка М  лежить а б о  в с е р е 
д и н і ВС  а б о  зливається з  осн о в о ю  
в и со т и  з  А.

117. —  • і ! .  ? §
Р ' Р ’ Р ’ р

118. . $(Р —  й)
jt? ’ р

S(p-c)

145 ^

146. (8; 12  ̂ 18) і  (12; 18; 27) і т. д.
У~§.~2І і ] £ А І І ,  виклю чаю чи 1.

2 2
147. а4+ 6 Ч -е ‘+-/*—a*d* — а2/ 2 — 

— а2е2— rf2/ 2— е2/ 2 — e2d2 = 0 .
151. у1?5І.
152 - 2- 2(&2— с2)2(6 2-)-с2— рг— д3) 

(б2 — с2)2— (у2 — ?2)2 
(а +  6) (b +  с) (а +  с)

2abc154.

155.

аб +  ас-)- 6с
В к а з і в к а .  Д и в . задач у 116.
121. 1:2.
В к а з і в к а .  Д и в. задач у 97.
1 2 2 .2 | / б 5  (б ісектри са  вн утр іш 

н ь ого  кута виходить з  А).
т .

2_ 2_ 2_
125 . д;3 =  т - ) - я 3

126 . | / ~ 3 .
127 . 6.
12 8 . В к а з і в к а .  Зам інивш и 5  

в ідп ов ідн и м  виразом , звести  да н у  р ів 
ність д о  такої сум и  тр ь о х  квадратів, 
яка дор ів н ю є нул ев і.

129. В к а з і в к а .  Т еорем а про  
квадрат сто р о н и  трикутника і  т е о 
р е м а  П толом ея.

131.

і /  '/>* — 9
V 2 (р2-

-9от*
- 5 т 2) '159---------------------------------

і т. д. 

160 .

161.

162.

^ а
(а2 +  б2 +  С2)2 

“  1 6 5

13 4 . а2 (2 — У~3).
В к а з і в к а .  Ш укан а площ а є  с у 

ма площ  д в о х  р івних р ів н обедр ен и х  
трикутників .

135. Ай .
13 6 . 9.
139. У~ї7 : 2 .

_£ Йа2
Я : 2/?‘
я( / 2  +  У1ЇЇ) і т. д.

4

у
~зУ~с%-\- 4 Ьг і т. д.

163. - І  V  ЗА3 -І- 6 5 ] / 3 ,  д е  2 й 2 =  

=  а 2 +  б2 +  сК
В к а з і в к а .  Я кщ о Оь і  Оа п о 

значають центри трикутників , п о б у 
дов ан и х  на стор он ах а 1 Ь, і В' —  
в ерш и н у остан нього трикутника, то  
три ку{ни ки  ОьСОа і ВСВ' подібні. 
Д ля відш укання с то о о н и  В В' ди в . 
задач у 49.

165. 13 і 15.
В к а з і в к а .  П рийняти за  нев і

дом е "(* —  с)-
169. В к а з і в к а .  П оділити висоту  

на р івн і ч а сти н и ; п р ов ести  ч ер ез  
точки п од іл у  паралелі основі, і на 
кож ній  паралелі п о б у д у в а т и  прям о
кутник, висота як ого  дор ів н ю є одн ій  
п о д іл ц і висоти трикутника.

4 (а 2 +  62 +  с 2)5 з
170 . 9 а 2о2с 2

У з
171. \ +

56



172 . с  (с +  6) ■ «(с +  Ь)
2р 2р ‘

173 .

174 . У '.а2 + Ь*

175 . У  3-, V  3 ;  -§- у  3 ;  У  2 ;

у і.
17 7 . 4  і 6.

Ö с 6 — с
179 . Якщо: АЕ — Л /7 =  х, то —-х

-|(^+т)-
18 0 . 1 ,2 .
181 . 0 . В и с н о в о к ?
182 . 45°.

(д2+ г ,а+ с а ) ( д + 6 + с ) + 4 д &с

abc183.

я2
18 4 . р .

185.
2я3

2я2—й2
.ач і  6 —1___ 2яйс

* S ~  (я+й)(я+с)(й +  с)
S  —  площ а дан ого  трикутника. 
В к а з і в к а .  Т еорем а п р о  в ідн о

ш ення площ  три кутник ів , щ о  мають 
п о  р івном у куту.

і   п і 8яйс
5  “  +  (я + й )(я + с )(& + с ) '

135. .
Ьс ’

S _ lJ b +_c)у ^ ьгс%_іг (6 4-е)2. 4йс v i /
196. д в ^ у , + і ! = £ 3

1Я7. * +  с- в +  с. я +  й 
’ я ’ й ’ с

198. . £ ^ 2+ 7 1 .

199. У Ш ); 13; 2]/Тз.
200. Віддаль шуканої точки від 

середини основи дор івню є;

я|ЛЗ
~ б -

2 0 1 . З  і  4 ;  12 і 1.

2 0 2 . ВЕ =  4 5 ^ ;  £ /= ■ =  П З І -О о
2 0 3 . ВЕ =  34  ; DF  =  72.

2яяг20 4 . - к.
т-\-п

2 0 5 . ЛТ зливається з  С ;  7V є  с е 
редин а В С .

28 і 13
2 0 6 . О дна з  д іагоналей  =  — ^—

„20
стор он а =  6^=

2 0 7 . 1 ;V  2

1
208. 1-і- і 3.

209. 16.

m  < «± £ 1 1

211. ^  —  fea.
4

212. яш.
ЯЗ. 4 І ;  7 І

214. -g L -; “
2 1 5 . 2.

Я (З — К З ). я2( 2 і /3  — 3) 
З ’ З2 1 6 .

60°; 120°. 
217. 59

2 1 8 .

53 •
2яй—я ̂ Cj—Cgrf,

2яй
2 1 9 . Я кщ о в ідр ізк и  с іч н ої A G  е  

п о  п о р я д к у  / Ш ,  Л і і  і ZG, то

A A f:M Z ,:Z .G :4 G  =
=  п (т п): т (яг +  п): и2: 2я2 +

-j- гп2 -}- 2яш.
/ге25 тп (2п +  яг) 5___

л2+(яг+и)2’ 2(яг+л)[л2+(яг+л)2] 
n?S

2 (m +  n) [n2 +  (яг +  л)2] ' 
220. ££х = dm _ £г__(Ь~~т)а

Eö =

"m~-f n ’“  “  от+л 
dm . c s* _  dn 

b + m + n ’ lUl~  b—m—n
221. i / 3
222. 600.

5?



2 2 3 .

2 2 4 . 
2 2 6 .

р о н и  а

2 2 7 .

2 2 8 .

22 9 .

2 3 1 .

2 3 3 .

2 3 4 .

2 3 5 .

2 3 6 .

237.

2 3 8 .

2 3 9 .

2 4 0 .

241.

2 4 2 .

24 3 .

З '
2 у з  — 3.
Я кщ о х більш ий відрізок  сто- 
паралелограм а, то

з
а* 
б" *

2 і
1

1 і 1.2 ’
а 2 (2 / 3  -  3).

і ,  у г ,  у з .

2 с3 к
( * + 1  Г  

У  ай.

а 2+ 6 2 (с _ й Г )а

/
2 а  6 

а —  6 ‘
6.

у
2 •

1260.

(6а — 6 У~3) Л 
6

1 ; 7 2 ° ;  1.

16-

Р_.
Я

10.
; р я \ (р +  я)*•

2 4 4 . у і л о щ а = 2 6 2; менш а о с н о в а =  
=  2 * У 2  —  а .

2 4 5 . й 2.
2 4 6 . 25.
2 4 7 . 900.
2 4 8 . 2  і 2.

249.

25 0 .

2 5 1 .

25 2 .

2 5 3 .

У-+ 62

12 1 3.

у
З
с —  2т

У 113.

5.
т2р ^5;

( «  +  я )2 (р  +  ?) 
т2д _  пр (2т +  я ) 5

(ш + я )2 (/> +  <?)
пд (2т +  я )  ( 

(т +  я )2 (р+д)'

5; (яг +  я)2(р +  ?)’

2 5 4 . —  =X 1 + 1
а ^  6

255,
т  / б  (а 2 —  сР) +  аГ (б 2 —  с2)

* К 6 —А '

V'а (ь* — й2) +  ь (с2 — гі2)

В и с н о в к и : 
1) /я2 +  я 2 = 

/я2 +  я 2

-

: с2 +  а 2 +  26й. 
Ь +  сІ

т2 —  я 2 Ь —  (Г
3) Знаю чи Ь, й, т і п, знайти с  і 
Знаю чи а, с, т і я , знайти Ь 1 й. 
В к а з і в к а .  Т еорем а С тевварта, 

задача №  64.

а,

2 5 6 . 4 | Й )  ^(*+Ь+с-<і)  ( а - 6  +  с + й )  (а  +  б - с - а Г )  (-а+Ь +с -О у

В к а з і в к а .  Зн айдіть  в и соту  тра- 
ш еції з  такого  трикутника, всі с т о р о 
ни якого відом і.

2 5 7 . 7 : 3 .
2 5 8 . 72.

259,

260, 

261 .

а  (Зйа  —  Щ{На —  к)
2Л«

(а  +  36) а 2 
(6 +  За) *2 '

СМ = а-а —  Ь

2 6 2 . 26  —  й або  в  —  26.
2 6 3 . 2  (а  —  б )2.

2 6 4 . й  =
Д ( 2 - У 2 )

2

2 6 6 . У2*4 +  е 2/ 4 — Л4е2/ 2 —  ТУе2 —  
—  Р / 2 +  (? — 7? =  0, де  

Ж  =  а 2 +  б2 +  с2 +  а!2,
Д  =  а 2с2 +  62й2 —  а 2 б2 —  с2й12,
Я  =  а 2с2 +  62^2 —  а 2а!2 —  62с2,
О =  а 2с4 +  а 4с2 +  а!264 +  Ь2сР,

Я  == а2с2й2 +  а2Ь2<12 +  а 26 2с2 +  ЬЧ2сіг.
В к а з і в к а .  П о б у д у й т е  п р оек ц ії 

£  і £  верш и н  А  і С  на д іагональ  
6 Д  а з  С  опуст іть  перпендикуляр  
С в  на пр одовж ен ня  АЕ, т о д і АС2 =  
=  е2 =  б / 72 +  (Л £  +  С77)2 ; потім  ви 
значте £ б ,  Л б  і  С б  і п ідставте у  на
п и са н у  ви щ е рівність.

267,
е _  ай-\-Ьс 
/  — аб +  сй'



2 6 8 . — Я.1о
Т/Т

2 6 9 . (а* +  4аЬ +  №).

2 7 0 . 9 ^ .

В к а з і в к а .  С к ористайтесь т ео р е  
м ою  П толом єя.

2 7 1 . У у  3  —  1 / 2 .

2 7 2 . 2 5 ;  1 3 ,4 4 ; 4 1 / 2 Ї .
2 7 3 . 90°.
2 7 4 . 1.
2 7 5 . г.
2 7 6 . 4.

27 7 .
'- (1 + /5 )

2 7 8 . 1г (У  2 —  і ) .

2 7 9 . ] / б  +  у Т ± 1 .

2 8 0 . ^  і 729к.4

2 8 1 .
ю  У ю

2 8 2 . 1,44 ; 36.

283* —ІГ9-• а +  2 г
9о4 ('‘і +  Гз) ГхГг

' П + ГЛ+ГІ 

О
2 8 6 . 6.

<тг**2
2 8 7 . і

ггх У288. -  _  _
ЧУг + Угх)*

289. іт(3 +  21/~Г)гг.
290. (2 У з  +  3) г.
291. (,5625л.
292. VГіг.
293. 2.
294. 1.

295. у  У  73.

296. 1,4.

2 9 7 . г . У  12 — У 7

2 9 8 . Ц ентр треть ого  кола поділ ж 
віддаль між  центрами п ер ш и х д в о х  у 
віднош енні 3 : 2 ;  р а д іу с  =  У 5.

2 9 9 . 2 ,2 ;  8,84.

300. ^
ЗОЇ. 5У І4. 
3 0 2 . 0 ,21875 .

2108303. іс- 671 < 0,0001.

зо». § У ч - . ^ У и .

305. 6 У З — 2л (5 — 2 УЗ)

3 0 6 . 15 1 12.
3 0 7 . Р ізниця квадратів в ід р із к ів =  

= 7?2—га.
Р озглянути ви п адк и :  

й >  7? +  г, 
й =  7? +  г,

<  7? +  г  і й>  И — г, 
с і< Я -г .

П ряма АК  називається радикаль
ною  в іссю  д в о х  дани х кіл. В ластивість  
радикальної о с і ?

18 — 6 Уз",— я308.

309.
310.

72
4.

відВіддаль ш ук а н о ї точки  
2

центра м ен ш ого к р уга  == 37— . Д о в -

ЮЗ
жина х о р д и  м енш ого к руга =

Ч и іс н у є  д р у га  точка, яка за д о в о л ь 
няла б  у м о в у ?

я — 2 „
ТГ~г'3 1 1 .

312.
313.

314.

315.

316.

г уг.
паЬ.
я/?2
12

7? У  З
4

Т?2
з

3 1 8 . Якщ о К  є  точка найближча- 
до  В, т о :

<47('=-і-К8 +  2 У з +  2 КвУУ— 13
319. РВ =  Р У Ї.
3 2 0 . 37?.

27?г
321. 7? +  г ’
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3 2 3 . П оказати, щ о  віддаль від ц ен 
тра О' д о  АВ д о р ів н ю є р ад іусов і 
кола О'.

3 2 5 . В к а з і в к а .  Т еорем а М ене- 
лая (задача №  100). Р обота  доси ть  
складна. М айте терпіння.

3 2 6 . ______W i ______ .
+  грг3 +  r2r3 +  2S ’

_________ /У У з _________
г-іГі  +  гхг3 +  г2г3 —  2 5  ’ 

д е  5  —  площ а трикутника, верш ини  
я к о го  леж ать у  центрах дани х кіл. 

В к а з і в к а .  Хай центри дани х кіл

лежать у  точках А, В  і С, а центр  
ш ук ан ого  в D ; р а д іу си  їх  позначим о  
в ідп ов ідн о  гх, г2, г3, х. З В і D  о п у 
стіть перп ен дик уляри  BE і DF на АС 
і з  D  —  перп ен дик уляр  DO  на BE. 
З  трикутників  ABC і ADC зн ай
д ем о  :

АЕ =  гх+ г% (О — гз) 
гі +  гз

AF =  Гх х (О — г3) 
'Т +  'з

З  пр ям ок утн ого  трикутника BDQ :

BD2 =  BO2 +  DG2 =  (BE — DF)2 
+  (AE— AF)\ або  

BD2 =  Л В 2 - f  AD2 —  2 AE-AF — 
—  2BE-DE. Звідси:

„  „  „  _ VxH (Гі +  rs) — r2 ( / f  +  r\)} X  +  rxr2r3 (rx +  r3)
BE-DF=  2 ---------------------------------- ------------------------------------------------

З  д р у г о г о  б о к у , з  прям окутних трикутників  ВАЕ і DAF зн ай дем о :

„  ™ 4гіг* И  +  fa +  г3) г2\ 4rxr3 [je2 +  (rx - f  г3) х]
BE*-DF2 — -------------;----- ;----- ги----------- • ------------ ;----- і----- rs--------

(гі +  гз)2 (О +  гз)а

П ри р о зв ’язуванні рівняння слід  
мати на увазі, щ о

5  =  У  гхг2г3 (гх +  г3 +  г3). 
Інакш е рівняння м ож е бути  складене  
на тій п ідставі, щ о площ а трикутника  
ABC є  сум а площ  трикутників  ABD, 
BDC і ADC. Зазначені м етоди  р о з 
в ’язування належ ать Д ек ар тов і.

3 2 7 . r-\- L. і т. д.

атп
/ге2 — я2 ' 
4 RVTrx
Г+Гі •

W 
2

3 2 8 .

3 2 9 .

330. ^ ( / 2± 1); -# (у т ± і) ;

-?(У7±2).

R +  r ’
2 г

3 3 1 . 2  VRr\ 2 R j /

і / ш .V R +  r_ _
3 3 2 . RŸZ-, 2r V  2 +  3  —  3. 

r 3 (4я  —  ] / 3 )
3 3 3 .

3 3 4 . y V a 2 +  ô2 T 26 Уя2—d2.

3 3 5 .

3 3 7 .

3 3 8 .

3 3 9 .

3 4 0 .
3 4 2 .

2Rr 
R +  r ’

(2R-a), У Ш .

^V R *  +  R'K
25  
9  "• 
ab.
31,2.

3 4 3 .
c 2
/И ■

3 4 4 . В к а з і в к а .  П роведіть  д іа 
метр BD  і в и соту  BE і скори стай 
тесь п од ібн істю  трикутників  АВЕ і 
DBC.

3 4 5 . В к а з і в к а .  В иразіть п л ощ у  
трикутника залеж но в ід  стор ін  і р а
д іу с а  впи сан ого  кола.

3 4 6 . В к а з і в к а .  Д и в . попередню  
задачу.

3 4 7 . j / '
р(р —  Ь)(р с)

(р — а)

3 5 6 . 353
37

3 5 7 .

130
3280ті

3 5 8 . 3 5 ;  1 5 ; 230.

60



3 5 9 .
я* щ я —  о ^ й )

72
3 6 0 . я  -)- Ь —  с. 

аі
2т' 

я2
361,

3 6 6 .

3 6 7 .

Я2 + 6 3’ а2 ^ _ 62-
5 ( 3  +  / 3 ) .  5  ( / 3  +  1) .

(4 л / З  —  3  —  4я).

3 7 2 .

3 7 3 .
я 2(я  — / 3 )

3 7 4 . -̂ -г; 2г; 6г. 

3 7 6 . 6.

3 7 7 .
25

я  +  Ь'
378. гг'.
3 7 9 . 2р У Ж г; УШг.
3 8 0 . Зя.
3 8 1 . В к а з і в к а ,  (я +  6 +  с ) ;  

/ 1 . 1 , 1 \ 1 
\ к + ґ + - ї €) = а '-т„-

3 8 3 . 27?
Г < - %

11 - ь ї
3 8 4 . 5 / 1 3 .

3 8 5 . тп УЗ.

3 8 6 . 10
3 8 7 . 3 ,25 .

3 8 8 . 1 0 | .

3 8 9 . 1 0 |

3 9 0 . ю А

3 9 1 .

3 9 2 .

17
30‘
/ 5
2

393. г\у  а — і;.

3 9 4 . Л(/г • г)
2/гл

/  А (А —  2л) ’ / А  (А —  2г) '  
(А —  /•)* А

2  (А —  2/■) ’ г
(я2 +  г2)2

=  3  +  / 2 .

3 9 5 . ш іп 7? =  2г.

5  ( 3 - / 3 )  25
2 ’ 6 

3 6 8 . В к а з і в к а .  Д и в . зад . №  235  
1 №  344.

3 7 1 . Д и в . задач у №  368. 

г~ (З / 3  —  я)

4 г (я 2 —  г 2)
3 9 6 . Ц ентр у  с ер ед и н і г іп отен узи !  

р а д іу с  =  1,25.

3 9 7 . я * / Д

3 9 8 . 2 я 2 / І

3 9 9 . / я А .
4 0 0 . В к а з і в к а .  П ер ш у  частину  

рівн ост і м ож на представити у  ви
гляді :

(Аа +  А* +  Лс) ()г +  р- +  7V а ' Ь і

\ Га Г* Г<
4 0 3 . 2 / Ї 2  ; 2 / я ; у " 3 + .

4 0 4 . Третя стор она =  36.
4 0 5 . В к а з і в к а .  З а сто су й т е  т ео 

р ем у  П толомея.
4 0 7 . Я кщ о точка п ер ети н у  е  О , 

а точка д о т и к у  на стор он і я  є  А» то

ОАх = 1-

4 0 9 .

4 1 0 .

4 1 1 .

— -АА2.
Р
5(& +  с)_ 

я  +  6 +  с ‘ 
2 5  ( р -  а)

_1_ 
2 •

яр

В к а з і в к а .  Д и в . задач у №  97  і 
задачі, щ о стосую ться  визначення йа.

4 1 2 . у .

В к а з і в к а .  Д и в . задачу №  97  1 
дальш і.

4 1 3 .

В к а з і в к а .  Д а в . задач у Кг 97 і  
дальш і.

4 1 4 . / 9 Д а - ( а 2 +  йа +  с г)

В к а з і в к а .  З а сто су й т е  ф о р м у л у  
задачі №  98 д о  трикутника АОА', д е  
А' є  сер еди н а сто р о н и  я , і д о  січ ної 
ОО.
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415  У 9 /»  +  2 ( а » + Ь » +  с*)-3р\
' З

В к а з і в к а .  З а сто су й т е  ф орм ул у  
задач і № 9 8  д о  трикутника АО'А', д е  
А ' —  сер еди н а стор они  а, і д о  січ
н о ї  О’О. М айте на у в азі, щ о :

а2 і ^2 і сз 
аЬ +  ас +  Ьс =  2р2 — --------к-----------.

4 1 7 . У  9R2 —  (я 2 - И 3 +  с3).

В к а з і в к а .  Д и в . задач і №  411 і 
№ 414.

418. У  Я2 — 2Дл
В к а з і в к а .  З а с т о с у й т е  ф орм улу  

задач і №  98  д о  трикутника АОА', д е  
А' є  точка п ер ети н у б ісек тр и си  к у 
та А із  стор он ою  а, і д о  січ ної 00'. 
М айте на увазі, щ о :

AJ Ь~\-с
ЦгА '==~̂ а— (задача 9°)-

аЬс — АрЯг.
АА' =  7 ОА' =  7

419. у  4(2/гн -^ -^ + ь ч -с * )

В к а з і в к а .  З а сто су й т е  ф ор м ул у  
задач і №  98 д о  трикутника О'НО, де
0  — центр о п и сан ого  кола, і д о  січ 
н о ї О'О (О  —  центр ваги). М айте на 
у в а зі результати  задач N2 417 і №  418.

4 2 1 . У  —  ? 1 ± | ! ± _ і 3 .

7?
4 2 3 . -2 ~ Л

В к а з і в к а .  0 ' 0 9 є  м едіана три
кутника О'ОН (Н— ортоц ен тр ).

Примітка. Д о в ед ем о  так у  т е о р е 
м у. В  у ся к ом у  т р и к у т н и к у :

1) С ереди н и  стор ін , о сн ов и  висот
1 сер ед и н и  в ідр ізк ів  висот, щ о лежать  
м іж  ортоц ен тр ом  і  верш инам и три
кутника, леж ать на одн ом у колі. Ц е  
к о л о  називається колом д е в ’яти т о 
чок (к ол о Ейлера).

2) Ц ентр кола д ев ’яти точок л е 
ж ить у  сер еди н і прям ої, яка с п о л у 
чає центр оп и са н о го  кола з  о р т о 
центром .

3) Р а д іу с  кола д е в ’яти точок  д о 
р івн ю є пол ови н і р а д іу с а  оп и са н о го  
кола. Х ай (див . р и су н о к ) А ' — с е 
р ед и н а  стор он и  а.

О —  центр оп и са н о го  кола.
К  —  підош ва висоти, о п у щ е н о ї  

на а.
Н  —  ортоцентр .
Е  —  сер ед и н а  АН.
С получим о А ' з Е і хай А'Е п ерети

нається з  ОН в Од. Ч е р е з  те щ о АН — 
=  2 ОА' (задача №  87), то трикутники ; 
ОдОА' і ОдНЕ р івн і між с о б о ю , КОд 
є  медіана прям окутного трикутника

А'КЕ, ОаЕ =  ~2 АО і том у :

09Е =  09А '= 0 вК =  §

О тж е, точка 09 р івн овіддалена в ід  
у с іх  9  точок, зазначених у  теор ем і.

4 2 4 . |  +  г в.

4 2 5 . Л О | =
pbc 

р —  а
4 3 6 . В к а з і в к а .  Т еорем а М ене- 

лая і подібн ість  трикутників.
4 4 0 . 11,5.
44 1 . В к а з і в к а .  О пустіть  п ер 

пенди куляри з  центра о п и сан ого  к о 
ла на стор он и  трикутника і д о  к ож 
н ого  з  у т в ор ен и х  чотирикутників  за
стосуй те  т ео р ем у  П толомея.

4 4 3 . В к а з і в к а ,  й^/г' = 2  .

44 4 . ІХ.Д.

445* г2 =  Гі2 +  г23.

Гу Г2 г
В к а з і в к а .  =

4 4 6 . В к а з і в к а .  Д и в. задач у
№  87.

4 4 8 . Ґ і О з і І  
4
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4 6 2 .
Ns 37:

4 6 5 .

4 6 6 .  

469 .

457.
0 ,2  R У 15. 489.

241
1 9 6 0 '

І г,
4  г • 490.

2 5  „

В к а з і в к а .  Д и в . задачі 
1, 402 і 450.

а 2 +  4тя|
492.

ас2 abc
Ь2 —  с 3 ’ № —  с2

4та 495. 30°, 60°, 90°, 4 І / Г

496. 2R ( У  2  —  1).

4 5 ( 5 ± У 2 1 3  т /
8 498. у  У  4 Я 2 -  а 3.

62 ■,/—
4 7 3 . 2 4 (6 1 / 3  — я  — 6).24

а
4 ? 4 . f ( 2 l / 3  +  3); f -  (2 У  3 - 3 ) .

475. В к а з і в к а .  Т еорем а п р о  с у 
м у квадратів д в о х  стор ін  трикутника.

476 . В к а з і в к а .  Д істан ьте ф о р 
м ул у  :

С/і а akcЬ =  - R
_ 2 « У _ 3

477. 120°; 60°;

2д2 (З У З  —я)
9

а У б О — Ю У В
481. ---------1 0 - ^ -

482. З, 4, 5.

abc

2а;

483. х =  -

В к а з і в к а .  П ряма, щ о п р о х о 
дить ч ер ез ортоц ен тр , центр ваги три
кутника 1 центр о п и са н о го  кола, на
зи вається  прям ою  Е йлера. Д и в . за д а 
чу №  411.

„„„ 6+ з У з + У  зб]/з —і50и.------------ 8

501 . У ?

■ у

nab

502 . > 1~2

503.

504 .

а-\-Ь' 
аЬс (& +  с ■ ■ а)

2 У  Р(Р-а)(р—>Ь)(Р—с) 
2р =  а-\-Ь-\-с.

В к а з і в к а .  П рийм іть х  за  д іа
метр кола, оп и сан ого  навколо тр и 
кутника.

484. 17,5.

48 5 . <£±Фа2

(Ь +  с)(а +  Ь +  с)
50 6 . Примітка. П ри яком у с п ів 

віднош енні між сторонам и три кутни
ка існ у є  властивість, зазн ач ен а в у м о 
вах задач і ? Ч и м ож е кут  А б у т и  т у 
пим або  прямим ?

31/3
507. 1 ;  1 ;  1 ;

508.
8г3

4
50 9 . - з - і / З .

486 . 1 8

487. 2 (У  3 + 1 )  S.  

4 S 3
48 8 . abc (а +  Ь +  с)

510. 5 ,76л.

1 .1/17 
5

512 . ( У Ї 2 —  1 ):  1.

511 . 3 5  > 2
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513 . 12,5it.
514. 2.

4
515. Т Л

516.
/■ (/7 - і)

2
517. 5,6.

518. -^(\/T+Vzj-

519. 135°, 165° і  т. д . ;

| г ( / б  —/ 2); а У Т \а У 4 —У  Z;

а уТ ; ауТ-, а- ^ 1

520. 2 й (2 —  1 /3 ) .

5 2 1 .4 ,  4yjj і 6
1 5  
3  ’ 639  ’

/ 5 0 5
3

4 / 5 0 5 / 5 0 5 439
13 ’ 6  ’ 25507

522. 8, 2, 5.
523. 5.
524. З, 1.
525. 5.

526. у  (« 1 /4  —  62 +  б / 4 - а 2).

В к а з і в к а .  П р ов ед іть  у  колі д і
ам етр АВ і в ід  точки А відкладіть з  
о д н о го  б о к у  х о р д у  а, з  д р у го г о  6. 
Утворить вписаний чотирикутник із  
сторонам и я і 6 і ск ор и стай тесь  т е о 
рем ою  П толомея.

527 . у  ( а / Т / ^ 6 2 —  6 уТ^аА).

В к а з і в к а .  С к ори стайтесь  т ео 
рем ою  П толом ея, застосув ав ш и  п о б у 
д о в у , п о д іб н у  д о  зазн ач ен ої в задачі 
№  526.

/ 6  +  1/2
528. -  о

d2 rd2CvOQ ------------ _ _ ___  ------------------
2 У  d2 —  г2 ’ 2  у + Я / Г Т і

2/? [ / (2а +  6) (26 +  а )аб  —  дб]

(а +  б)2
ЯаЬ

а  +  6 '

Примітка. Ч и іс н у є  залеж ність  
м іж  Я, а і Ь?

532. і / О — я) (р— 6) (р — с)(р — гі), 
де 2р  =  а +  6 +  с +  й.

В к а з і в к а .  Т реба п р одов ж и ти  
пр отилеж н і стор он и  чотирикутника  
д о  взаєм н ого  перетин у.

я ( д а Г + 6 с )  ^ тіаЬ +  сО)
4/? 4 Я

т   аії-}- Ьс
п аЬ +  с<+

В к а з і в к а .  Т реба  мати на у в а зі  
ф ор м ул у  для рад іуса  о п и сан ого  ш в 

а б
коло трикутника кола Я =  .

534 . S  =  У  abed.
В к а з і в к а .  Д и в . задач у №  532  і 

майте на увазі, щ о а +  с =  6 +  d.

535. /  
У

{ас +  bd) (be +  ad)
ab +  ей

(ас +  Ьй) (аЬ +  cd)
(Ьс +  асі) 

В к а з і в к а .  Д и в . задач у №  533.
536. 3.
537. рд.

538 . Я У 14 —  / 4 0  
13

539. 5 3  або  13. 

( / 3 3  —  3 )г
540.

541. ЯУ 2 .  В и сн ов ок  в ідносно А ?  
В к а з і в к а .  О бчисляю чи за най- 

ариродн іш им  планом, уникайте склад
ної викладки.

542. V г* +  6 г2а2 +  а4 
а

543. 0 ,8г2.

d (ah +  dc) d (ad +  be) 
a2 — б 2 ’ d2 —  б 2“

544. h V  / 5  —  2 ;  h V  / 5  +  2.

2 Ra 2Rb 
5 3 1 - a +  б ’ a +  b ’

545. AR^ ~ y j±
2 + / 2
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546 . 2as(n —  2 ) .

547. - ^ -

5 4 S . i ± |Æ

549.
8  RrŸR? 

R +  r
45

550. 36, jg  n.

551 . y  R. 2.

552. R ; R УТ; R VS; R W
R V  2 RV§ R*{2-\-V3)

2 :  2 ’  2

553. 2RV2.
R*V~3 2 /? 2 ( 3 + 2  VS) 

’ 3
554. 90°,

/?(3 +  ̂ 3 )2
1 fad 

555. ] /  ^

«ô ±  Af cd +  M  b c ± M  
P556.

P
ad±M

> д е  a-\-c=b-\-d =  p,

У  abcd —  p 2r 2 =  M.
В к а з і в к а .  Д и в. задач у №  555

557' e +  "’ 2v^ -  г Ш г
iVb , Vab і т. д .

Va + Vb

558 . 7 ô 2 =  16a2.

5 5 9 . h\
„ „  ^ ( 7 1 + 3 - 3 / 3 )
5bu. 0  *

45*
561. ~£-, д е  S  є  площ а трикутниі

з  сторонам и a, a t  1 ft.
5 6 2 . 1.

3 + і / ~ 2
563 . — -----R3-

564. j / З І

7
565. l y 
se ? . Якщ о a  1 b о сн о в и  тр ап ец ії і 

с третя стор он а трап ец ії, то  повинно  
бути  :

с2 =  ab.
ас b

568- Т ’ Т -
569. 1.
570. 6, І.
571. а 2 (З V 'T— 4).

572. у  ( / 6 - 1 ^ 2 ) ,

§ ( ^ + 6 - 3 ^ ) .

З
573. у # 2.
5 7 4 . П лощ а APQ =  г 3.

575.
576. 2г2.

577. у г аУ Т о +  2 / 5

578. у  r 2/ â

579. 2г2 УТ.

580. 10 — 2 / 5

581. 3A-2l / â
582. 4г2.
583. 5г2УГ5 - 2 ' | / Т
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