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Нредисмовіе.

Мпоі ле п вмсцкіе педагопі старались приспособить основа
ній Геометріп Лежандра къ употребленію пт. школахт. н шъ 
всЪхъ нхъ К. Гехель, но отзыву зпатоковъ д'Ьла, удачнгЬе про- 
чихъ выполни. л> эту задачу. Отбросивъ многія теоремы, состав- 
.ІЯЮІЦІЯ скорее роскошь, Ч’ЬМЪ необходимость при томъ количеств'Ё 
времени, которое назначается для Геометрія въ птколахъ, онъ 
выбралъ самое существенное, чтобы сосредоточить на немъ все 
вниманіе учащатися. І Іростота и изящность нЪкоторыхъ новыхъ, 
мпрошенныхъ и не встречающихся въ иашихъ русекихъ руко- 
водствахъ къ Геометрій рідненій, сжатость и въ тоже время 
ясность нзложенія составляютъ главныя достоинства этого 
учебника. Краткость нзложенія даетъ возмолшостъ ученику 
схватить самую сущность н ходъ доказательства, и не развле- 
каеть его массою поелТ.дователъпихъ выводовъ п слишкомъ частымъ 
повтореніемт. нройдеянаго, недостатокъ, которымъ страдатотъ 
многіе учебники. Всі, повтореній з д і і с ь  заменены ссылками, 
•-'тотт. учебптип. разнространенъ во многихъ училищахъ Герма
нія . а также введешь въ употребление въ гпмназ1яхъ и другпхъ 
учсбныхъ заведе ні яхт. Прпбалттйекихъ Губерній.



Въ предлагаемый переводъ вошли ігЬкоторьш і ш г Ь н е и і я  

••равнительно еъ п о е л Г ц н п м ъ  н Г м е щ п ш ъ  т в д а н і е м ' ь .  В с-.г ё д ъ  за 
выходомъ І Ілаппметріп будеш. напечатана С т е р е о м е т р і я ,  а  въ по- 
с-л'Ьдствіп будутъ переведены и  о с т а д ь н и я  еочшк'вЬі т о г о  я;е а в т о р а ,  

а  и м е н н о :  Арлеметпка. А л г е б р а ,  плоская и с ф е р и ч е с к а я  Tpu- 
гонометрія, А н а л и т и ч е с к а я  Г е о м е т р і я  и Стерео.четрпчеекія з а д а ч и ,  

ч т о  составить полный курсъ математических'»-. наукъ, препода
в а е м ы х ] ,  въ гимиазіяхг и с о о т в Ь т е т в у к н ц н х ъ  и м ъ  другпхъ у ч е б -  

н ы х ъ  з а в е д е н і я х ь .

Р И Г А ,  7, А в г у с т а  1869 ,

В. Ш иховъ.
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В в е д е н і  е.

> 1» 1) Геометрнческимъ тбломъ называется пространство,
ограниченное со вгвхъ сторонъ п пмЪгощее длину, ширину и высоту 
і її ли глубину). Предвлъ тъла называется поверхностью,  которая 
пмьетъ два нзмт.ренін: длину и глуопну. ПредЪлъ поверхности' есть 
пінія.  имЪюшая только одну длину, а предЪлъ линіи — точка,  не 
имьющэя никакого измБренія.

Пзученіе евойствъ ты ъ, поверхностен п линіи составляетъ предметъ 
Г е о м е т р і й .

2) Прямая л лінія есть кратчайшее разстояніе между двумя точ
ками, а потому между двумя точками можно провести только одну 
прямую.

Лин і я, составленная пзъ двухъ или нБсколькихъ прямыхъ, не слива
ющихся в ъ  одну прямую, называется ломаною. Линія, которая никакою 
своею частію не можетъ слиться сь прямою, называется кривою.

ДвБ ограниченныя прямыя называются равными,  когда при на
ложеній одной на другую сливаются оконечностями, а потому и всЪми 
промежуточными точками.

3) Поверхность называется плоскостью въ такомъ случай, когда 
прямая, соединяющая двТ, произвольный точки поверхности, совпадаеть 
съ нею. Кривою поверх н остю называется такая, которая никакою 
своею частію не совпадает! сь плоскостью.

4) Разсматриваніе свойствъ плоскости и различныхъ сочетаний линий 
и точекъ, находящихся въ одной плоскости, составляетъ первую часть 
Геометріи или П л а н и м е т р і го.

§  2 .  1) Если двБ прямыя выходятъ пзъ одной точки, то ве
личина пространства, на которое онБ отклоняются одна отъ другой, назы
вается у гл о м ъ .  Прямыя, образующія уголъ, называются его с т о р о 
нами,  а точка перес/Бченія сторонъ —  в е р ш и н о ю  угла.



2
Величина угла не зависитъ оть величины сторонъ, но отъ ихъ 

вэаимнаго отклоненія. Два угла равны,  если при наложеній совпадаютъ 
своими вершинами и сторонами.

2) Если два угла ACD и BCD имЪютъ одну общую 
сторону CD, а двъ другій стороны АС и ВС составляютъ 
одну прямую, то такіе углы называются смежными.

Если смежные углы равны между собою, то каждый изъ нихъ 
называется прямымъ.  Прямой уголъ оудемъ означать буквою В.

Уголъ, который меньше прямаго, называется острымъ,  а кото
рый больше прямаго, — тупымъ.

3) Если д в і линіи образуютъ прямой уголъ, то он в называются 
перпендикулярными одна къ другой.

4) ДвВ прямыя при пересЪчешя образуютъ 4 угла, изъ которыхъ 
каждые два противоположные называются вертикальными.  Стороны 
одного изъ двухъ вертикальныхъ угловъ служатъ продола;ешемъ сторонъ 
другаго. (На примиръ въ § 5, 6 2i, AEG и BED.)

5) Дв"Ь прямыя называются параллельными,  если онВ, находясь 
въ одной и той же плоскости, никогда не встречаются, какъ бы ихъ ни 
продолжали.

§  3 .  А к еіо м ь і.

1 )  Ц іл ое б о л іє  своей части и равно всімж  своимъ частямъ.
2 )  Д в і величины, порознь равный третьей, равны между 

собою.
3 )  ДвЪ прямыя могутъ п ересік аться  въ одной только Т О Ч Н І; 

если же онъ и м ію гь больше одной общей точки, то сливаются.
4 )  Чрезъ данную точку можно провести только одну прямую 

параллельно данной прямой.

I. Основныя предложенія.§ 4. В с і  прямые углы равны.
Если станемъ раздвигатъ стороны гтрямаго угла АВС 

до тВхъ поръ, пока одна изъ нихъ (ВО) сделается про- 
должешемъ другой (В А ), то иолучимъ уголь ABD,  кото- 
раго стороны ВА и BD составить одну прямую. Изъ



з
самаго опредйленія прямаго угла (§ 2, 2) видно, что онъ равенъ поло
вині; угла А В Б , и такъ какъ вс і углы , у которыхъ стороны состав- 
ляютъ одну прямую, равны между собою. (§ 3, 4 ), то и всі прямые 
углы должны быть такт, же равны.

Прямой уголъ по причині  с вое й постоянной величины 
елужитъ м і р о ю  вс® хъ о с т а л ь н ых ъ  угловъ.  Онъ делится на 
90 равныхъ частей, называемых-!, градусами:  каждый градусъ (1°) де
лится на 60 минуть,  а минута (1') на 60 с е к у ндъ (00“).

§ 5. | ) Сумма д в у х ъ  смежныхъ у гл о в ъ
АСЕ и ЕСВ равна двумъ прямыми

Проведемъ нзъ точки С Tiniiio С D J  A B ,  тогда 
АСЕ ЕСВ ACD +  ВСЕ - f  ECB =  A CD - f  DCB =  2 R.

2) Если два угла A B C  п abc равны,  то 
н нхъ смежные углы CBD н cbd равны.

Такт, какъ АВС -|~ CBD 2 R  =  abc +  с bd, J 
п ABC; ; abc ,  то п CBD =  cbd.

X

» У

c

Iі,

a

D
3) Изъ д в у х ъ  неравных-!,  углов-!, боЛ Ы Н Ш  а -------........... <1

имВетъ меньпии смежный уг олъ  и на оборот ъ.
Если одинъ нз ъ  смежныхъ углов ъ острый,  

то другой тупой,  и если ОДIIнъ прямой,  то и 
другой прямой.

4) Сумма в с Ь х ъ  угловъ B AD,  D A E  . . л с- ц
жа щи х ъ  по одну сторону прямой ВС и имТ, ю- 
щихъ оощую вершину въ точка  А, равна двумъ 
прямымъ,  потому что сумма пхъ равна двумъ с.чеж- 
нымъ углам-ь BAD и DAC.

5) Сумма углонт,  ВАС,  CAD,  D A E  , . ле-  ̂
жащихъ около точки А, равна четырем' ! ,  при
мы мъ. Стоить только пронести чре.ть точку А пропз- . 
вольную прямую, тогда но каждую сторону прямой сумма ® ‘ 

угловъ равна 2R , следовательно по oôt, стороны пря
мой, т. е. около точки А, эта сумма оудетъ равняться 4 R.

К
Е

А F

6) Вертикальные углы АЕС и BED равны.

Такъ какъ AEC +  AED =■= 2 R =  BED +  AED 
и AED =  AED, то AEC =  BED.

' в

§ Если д ві лрямыя лиши AB и CD (пара ыельныя или не
параллельныя) nepect-каются третьего Е Е , то при точкахъ иерееііченія 
ооразуетея 8 угловъ, которые по.тучаготъ особое названіе.
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Четыре угла а, Ь, Ь называются вн ь ш н ими. а 

четыре угла с, (1, е, Г внутренними.
Два не смежные угла, лежагще по одну сторону 

пересЁкающей прямой, и з ъ  которыхъ одинъ в н ё ш ш й , а 
другой внутреннш, называются соответствующими,  
напр. а, е; с, g; Ь, Г; <3, й.

Два внутренше, не смежные угла, лежапре по разнымъ сторонамъ 
сЁкущей, называются углами на кре с т ъ  лежащими.  Таковы с, 3; й, е.

Два внутренше по одну сторону сЁкущей .тежапре угла называются 
односторонними.  Таковы с, е ; (3, Т.

§ ДвЪ линш АВ и СВ, пересеченный третьего ЕЕ, 
параллельны,

1) если два накрестъ лежанце угла (т = п) равны, или
2) если два соотвЬтг-твуюпце угла (т=г) равны, или
3) если сумма двухъ одностороннихъ угловъ (п + о) рав

няется двумъ прямымъ.
1) Предположишь, что АВ и СЭ 

не параллельны , слёд. по доста- 
точномъ протяженш пересЁкутся въ 
какой нибудь точкё в . Представимъ 
себЁ, что Фигура Е Б Р  положена такъ 
по другую сторону лиши ЕР, что рав

ные углы ю и п/Д) и р покроюгъ другъ друга, тогда лишя РБ  пойдетъ 
по линш ЕА, а лишя ЕВ по лиши РС, и потому линш ЕА и РС должны 
встретиться въ той точкё Н, въ которую упадетъ точка (х. Въ такомъ 
случае двё прямыя АВ и СБ будутъ нересъкаться въ двухъ точкахъ, 
что невозможно (§ 3, 3), и потому и предположеше, что лиши АВ и 
СБ встрътятся, также невозможно, слёд. эти лиши параллельны.

2) Если т  =  г, тогда и ш =  п ( § 5 ,  6), слёд. АВ || СБ.
3) Если п -(- о — 2 И, то найдемъ, такъ какъ и т  -Д- о =  2 В,
что т  =  п, слёд. АВ || СБ.
СлЁдетв1е.  Двё  прямыя,  перпендикулярный къ одной 

и тойже прямой,  параллельны между собою.

§ 8. Если двъ параллельныя А В и СВ перес'Ькаются 
третьего лишею ЕЕ, то

1) накрестъ лажашде углы равны,
2) с-оотвРствуюнпе углы равны,
3) сумма двухъ одностороннихъ угловъ равняется двумъ 

прямымъ.
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1) Положимъ, что АЕЕ не равенъ 2 С т , 

но бо.тее его, такъ что часть СЕР =  га. Тогда 
лннія СЕ || СВ (§ 7) и чрезъ точку Е прой
дуть дві .шнін АЕ и СЕ, параллельный СО, что 
невозможно (§ 3 ,4). По той же причині 22 АЕЕ не 
можетъ быть меньше 22 га, а потому 22 АЕЕ =  га.

2) Такъ какъ 22  АЕЕ =  га и въ то же 
время 22  АЕЕ =  о, то и пі =  о.

3) Такъ какъ о -|- п =  2 й  и п =  т ,  то и т  Д- п =  2 И.
С л і д с т в і е. Прямая шнін,  перпендикулярная къ одной

нзъ д в у х ъ  иараллельныхъ,  перпендикулярна и къ другой. ^

§ 9 . Если дв’Ь линіи параллельны третьей, то онЬ парал
лельны между собою.

Если проведемъ перпендикуляръ къ третьей линіи, то онъ будетъ 
въ то же время перпендикуляромъ и къ каждой изъ остальныхъ линій 
(§ 8). слід, ооі остальныя будетъ параллельны (§ 7).

§  1 0 .  Два угла А В С  и Б Е Г  равны, если ихъ стороны 
параллельны и отверстія обращены въ одну и туже сторону.

Про дол лишь сторону ПЕ до пересіченій со стороной В С Ї  I
въ тонкі С тогда получимъ 21  АВС =  ВБС =  БЕ Е  (§ 8, 2). /Е/.---- Е

вЧ ~ - *
§  11. И зъ данной точки С  можно провести только одинъ 

перпендикуляръ къ  линіи А В .
1) Точка С лежитъ вні прямой АВ. Предполо- 

жимъ, что кромі перпендикуляра СБ изъ точки С 
опущень еще перпендикуляръ СЕ. Тогда СВ и СЕ 
должны быть параллельны (§ 7 ); но оні пересікаются А. 
въ тонкі С, слід, наше предположеніе невозможно.

2) Точка С лежитъ на прямой АВ. Предполо- 
жимъ, что чрезъ точку С проходять д в і линіи СБ 
и СЕ перпендикулярный къ АВ. Тогда 22 Б С В = Й  
:=ЕСВ, что невозможно (§ 3, 1).

§  І * .  1 ) П л о с к о ю  Ф и гур о ю  называется часть плоскости, огра
ниченная со всБхъ сторонъ линіями. Если Фигура ограничена только пря
мыми, то она называется п р я м о л и н ей н о ю  или м н о г о у г о л ь н и к о м ъ , 
а сумма всЪхъ сторонъ п е р и м е т р о м ъ .

С

\

В Е 

Б ,Е

-В
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■2) Прямым дині», огранпчішающін многоуго.іьшікь, образуют?, сто
роны.  а точки пересЬченія двухъ смежных?» сторон?» -вершины мяо—ка. 
Две смежный стороны пересекаясь составлнютъ внутренні е утлы 
мно—ка. Уголъ, образованный стороною мно— ка и продол,кешемъ приле
жащей къ иен другой стороны, называется внешним?»;  онъ служить 
дополнешемъ до 2 ІІ прнлежащаго къ нему внутренняго угла мно— ка.

3) Прямая, соединяющая две вершины мно— ка и не совпадающая 
съ одною изъ его сторонъ, называется діа го налью.

4) Мно— къ называюсь р а в посторонним ъ . когда все стороны 
равны, и правильнымъ,  когда кроме того и все углы равны.

По числу угловъ (или сторонъ) мно— к» разделяются на т р е у г о л ь 
ники, четыреугольннкн и т. д.

3) Треугольнике называется ран но сто роннимъ,  если все сто
роны его равны; равнобедренным?»,  если две только стороны равны; 
раз ностороннимъ,  если все стороны различной величины.

Въ равнобедренномъ тре—кЬ обыкновенно сторону, не имеющую себе 
равной, називають основаніемт»,  а точку пересЬченія прочихъ стороне 
-- вершиною.

6) Тре—къ называется прямоугольным?»,  туноугольнымъ или 
остроугольнымъ,  смотря по тому, имЬетъ ли онъ прямой или тупой 
уголъ или все острые углы.

Въ прямоугольномъ тре— кЬ сторону, противолежащую прямому углу, 
називають г ипотенуз ою,  а две другій стороны катетами.

7) Четыреугольникъ, въ которомъ только две стороны 
параллельны, называется трапеці єю ( фиг. 1), а въ 
которомъ каждый две противолежащія стороны параллельны, 
парадлело грамом ъ ( фиг. 2— 5).

Параллелограмъ, іш Єющій прямые углы, называется 
прямоугольникомъ ( фиг. 3), ПМВЮЩІЙ же равныя сто
роны, — ромбом?» ( фиг. 4).

Параллелограмъ, въ которомъ все углы прямые и все 
стороны равны, называется квадратом?» ( фиг. 5).

8 ) ГІлоскія Фигуры называются р а п н ы м и  (2 2 ) , если они при нало
женій другъ на друга совпадаютъ ве/Ьми своими частями.

Изъ этого следует?», что въ равных?» мно —  кахъ стороны и углы 
одного мно —■ ка по однначкЬ равны сторонамъ и углам?» другаго. Вер
шины равныхъ угловъ, также и стороны и діагоналі, соединяющія 
вершины равныхъ угловъ, называются соответствующими.
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§ 13. Сумма уг.ювъ треугольника равна двумъ прямьшъ.
Если продоышмъ одну сторону ВА тре — ка н про- 

ведемъ п.ть А прямую AD II ВС, то В — DAE 
и 2С С =  DAC (§  8). слід. САЕ =  В - f  С. 
Но такъ какъ 2£. САЕ -j- . _ . д  ВАС =  2 R ,  то и

F. В

B +  C- J -  ВАС -  2 R.

§ 14 .  С л і дс тв  ін. 1) Вігі ш ній уголъ (С А Е) т р е — ка равенъ 
сумм* внутреинпхъ съ нпмъ не емежныхъ угловъ,  сл і д ,  
онъ о о .ііе  каждаго иль поел і  днихъ угловъ.

2)  Если два угла одного т р е — ка равны двумъ угламъ 
другаго.  то и третій уголъ равенъ третьему.

3) Если т р е — къ имЪетъ одинъ прямой или тупой уголъ,  
то остальные углы должны быть острыми.

4)  Въ пр нм о уго льномъ тре— къ каждый острый уголъ 
дополняетъ другой о с т рый до прям а го.

§ 13. Сумма угловъ многоугольника равна двумъ пря- 
мымъ, умноженнымъ на число сторонъ, безъ четырехъ прямыхъ.

Означимъ число сторонъ мно—ка чрезъ п и про- 
ведемъ нзъ точки С . внутри его произвольно взятой, 
прямыя къ вершинамъ всЪхъ угловъ. Тогда оора- 
зуется п треугольников*, сумма угловъ коихъ равна 2п й.
Если мы отнпмемъ 4 И около точки (т, не принад- 
іежащіе къ угламъ мно— ка, то останется (8  И —4) й.

§ 11». Сл і д с т в і я .  1) Сумма угловъ въ четырехугольник*
4 В, въ пятиугольник* =  6 В , въ шестиугольник* =  8 В  и т. д.

2) Если въ мно— к* вс* углы равны, что бываетъ въ правильномъ 
мно—к і, то каждый уголъ равняется сумм* всьхъ угловъ, разделенной 
на число угловъ. Слід, каждый уголъ

въ прав. U — угольникі
а  ї ї  —- 4

ї ї
* 4

ї ї
В.

въ прямоугольник* =  \ —  1 В  ~  90°
въ нрав. 5 — угольникі =  f  В  =  108°
въ прав. 6 — угольникі =  •§■ В  =  120° и т. д.

§ П. (I). Два треугольника равны, если уголъ и двЪ цри- 
лежандя къ нему стороны одного равны порознь тЪмъ-же частямъ
другаго.
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л -- ‘ I! а
Пусть Л г... а . AB =  ab, АС =  ас. 

Наложимъ Д  abc на Д  АВС такъ, что бы точка 
а упала въ точку А, а лишя ab на АВ, тогда 
точка b упадетъ въ точку В, а по равенству 

а и сторонъ АС — ас точки с и С совпадутъ. След. сто-
Д А В С .

к а равны,  если

угловъ А
роны b с и В С совместятся, а потому Д  abc

Следств1е.  Дв а  прямоугольные тре 
имеютъ равные катеты.

§  (П .) Два треугольника равны, если сторона и два
прилежание къ ней угла одного тре— к а равны порознь гЬм ъ—-же 
частями другаго. (Ф иг. §  1 7 ) .

Пусть АВ =  аЬ, АС А =  а, А  В =  Ь. Наложимъ сторону аЪ 
на АВ такъ, чтобъ точка а упала въ А, и точка Ь въ В. Тогда по ра
венству угловъ стороны ас и Ъс примутъ направленій АС и ВС. Но какъ 
д ві прямыя могутъ пересекаться только въ одной точке, то точка с упа
детъ въ С и посему тре-ки совершенно совместятся.С лЄ д с т в і я . 1) Д в а  т р е — к а равны,  если имеютъ по рав
ной с тороне  и по два  равные угла (§  14, 2).

2)  Прямоугольные тре-— ки равны,  если имеютъ равныя 
гипотенузы и по равному острому углу, или по р авному катету 
и по равному острому углу.

§ 19* 1) Если въ треугольник̂  дв’Ь стороны равны, то
и противолежаице имъ углы такъ же равны, и обратно, 2) если два 
угла равны, то и противолежанйя имъ стороны равны.

1) Если АВ =  ВС и прямая Ш) делить 2С АВС 
пополамъ, тогда Д  АБВ 22 СОВ (§ 17), след. 2С А — С.

2) Если Д  А =  С, и прямая ВБ делить Д1 АВС 
пополамъ, тогда Д  А ВР 22 СВР (§  18, 1), и потому АВ — ВС.

§  2 0 .  С л е д с т в 1я. 1)  Въ равностор о ннемъ т р е — ке
в с е  углы равны,  и потому каждый изъ нихъ =  | К =  60°.

2) Въ р а внобедренномъ прямоугольномъ т р е — ке каждый 
изъ ост рыхъ угловъ равенъ ^ В, =  45°.

3) Т р е— къ, им’Ьющш равные углы,  им’Ьетъ и равныя 
стороны.

§ 21. Если въ равнобедренномъ тре—к-Ь проведенная изъ 
вершины линія выполняетъ одно изъ трехъ условій ;
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1 )  ДЪЛИТЪ уголъ цри вершин О пополамъ, или
2 )  дЪлптъ оеноваше пополамъ, или3) перпендикулярна къ основанпо, то она выполняетъ п оба остальныя условия ( ф и г . § 19).
Пусть въ Д  АВС сторона А В =  СВ, и потому Д  А == С,
1) Кеш АВ1) =  СВО, то Д А В О ^ С В О  по § 17 или § 18;
2) Если АБ = : СО, то Д  АВВ 'Д  СВВ по § 17;
3) Если ВО ±  А С , то Д  АВВ ^  СВВ по § 18, 1.
Изъ этого слЪдуетъ, что при каждомъ изъ нашихъ условш

Д  АВО 22 СВО, и потому въ одно и тоже время Д  АВВ =  СВВ,
АБ — СВ, ВО АС.

§  22. В ъ  треугольник! А В С  1 )  большей сторонъ проти- 
волежитъ бблЬНПЙ уголъ, и обратно 2 )  большему УГЛУ ПрОТИВО- 

лежитъ большая сторона.
1) Если АВ >  АС, то и Д  АСВ долженъ быть >  В. с

Отложимъ на сторон* АВ лишю АВ =  АС, тогда въ /лцч
равнооедренномъ Д  АСВ будетъ Д  т  =  п (§ 19). /  \ >.
Уголъ п, какъ вн*шнш въ Д  СВВ, 5ол*е угла В, по- А'~--------- -  ̂ — —Б
тому и Д  ш >  В ; сл*д. и Д  АСВ >  В.

2) Если . АСВ Г> В . то и АВ >  АС. Если бы была сторона
АВ Д  АС, то былъ бы и Д  АСВ <  В (§ 19 и § 22, 1). Но такъ какъ
это противорКчитъ нашему условно, то АВ >  АС.

§ Сл$дств1я.  1) Гипотенуза  прямоугольнаго
тр е— ка есть самая большая изъ в с * х ъ  сторонъ.

2) Въ  тупоугольномъ тре — к *  сторона,  противолежащая 
тупому углу,  есть наибольшая.

§ 24. (III.) Два треугольника равны, если вс! стороны 
одного порознь равны сторонамъ другаго.

Пусть АВ =  ab, АС =  ас, ВС =  Ьс. Приложимъ 
тре —  ки другъ къ Другу большими ихъ сторонами 
такъ, чтобы точки а и с упали въ точки А и С,Ь< 
а уголъ abc принялъ положеше АВС. Если про- 
ведемъ BD, то въ равностороннихъ тре—кахъ BAD 
и BCD уголъ m =  п и о — г ( § 1 9 ) ,  сл*д. 
m -)-о =  n —f— г, потому Д  АВС22 A D C ^  abc (§17).

О

А
г

25. (IV.) Два треугольника равны, если дв! стороны
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п уголъ противолежащий большей шъ этихъ сторонъ одного 
соответственно равны тъмъ-же частямъ другаго. (Фиг. § 24).

Пусть ab =  АВ, ас =  АС, Ад Ъ =  В и кроме того ас >  ab и 
АС >  АВ. Приложпмъ оба -гре— ка другъ къ другу такъ, чтобы б 6 л ь ш i я 
изъ данныхъ сторонъ ас н АС совпали своими оконечностями, а 
уголъ abc принять ло.южеше ADC. Тогда -Д- АВС =  ADC и АВ =  AD. 
Если проведечъ BD, то въ равностороннемъ _/\ BAD уголъ m =  n, след, 
л 2Ç АВС — m =  ADC — а или о =  г, по этому въ /\ BCD сторона 
ВС =  DC (§ 19, 2), то (§24) АВС >. А1>С >. пЬ.-.

Если углы А и а, заключающееся между равными сторонами, будутъ 
тупые,  то прямая BD упадетъ по другую сторону вершины А, и вместо 
вычиташя равныхъ утловъ изъ равныхъ придется употребить сложеше.

Следств1е.  Дв а  прямоугольные тре —  ка р а в н ы ,  если 
и м е ю т ъ равны я гипотенузы и по равному катету.

Изъ доказанныхъ случаевъ равенства тре—ковъ следуетъ, 
что т р е —-къ вполне определяется:

1) двумя сторонами и заключающимся между ними 
у г л о м ъ ,

2) одною стороною и двумя углами,3) т р е м я  с т о р о н а м и ,
4) двумя сторонами и угдомъ,  п рот ив олежащимъ боль

шей изъ этихъ сторонъ.
И такъ тре—-къ определяется тремя своими частями,  въ числе 

которыхъ должна быть непременно хотя одна сторона.
Такъ какъ въ прямоугольномъ тре— ке одинъ уголъ всегда нз- 

вестенъ, то для определен!я прямоу голь н а г о  тр е—ка достаточно
1) д в у х ъ  к а т е т о в ъ ,
2) гипотенузы и остраго угл а ,
3) катета и остраго угла,
4) гипотенузы и катета.

§ * * •
третьей.

г
А ^ i  Г!

Сумма двухъ сторонъ треугольника всегда бол'Ье

Такъ какъ прямая АВ есть кратчайшее разстояше 
между точками А и В, то ломаная АВС ==; АС -{- СВ 
должпа бытъ более АВ.

Изъ АВ С  АС -С СВ следуетъ, что А В — АС <  СВ, т. е. раз- 
н о с т ь между двумя сторонами тре — к а меньше третьей его 
стороны.
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§ 2 8 .  Если изъ какой нибудь точки С, виГ. прямой Е В ,  

опустимъ на нее перпендикулярі С Б  и проведемъ нисколько на- 
клонныхъ С В , С А , С Е  . . . ,  то

1 ) перпендикулярі короче всякой наклонной,
2 )  дві; иаклонныя С А  и С В , равно удаленныя ( Б А  =  Б В )  

о т і  основанія ( Б )  перпендикуляра, равны;
3 )  и з і  д в у х і  н акл ош ш хі С А  и С Е  болТ.е удаленная о т і  

основанія ( Б )  длншгі.е другой.
Б  Въ тре—кахъ САБ и СЕ1) сторона СА >  СБ 

и СЕ >  СБ (§ 23, 1).
2) Если БА =  Г)В, то Д  САБ 22 СВБ (§ 17), 

слід. СА — СВ,
3) Такъ какъ САБ острый, слід. САЕ тупой, 

въ <Д СЕА сторона СЕ Д> СА (§ 23, 2).

§ 2 9 .  Слі дстві я .  1) Изъ одной точки нельзя провести
больше д в у х ъ  ра в ныхъ піній къ данной прямой.

2) Кратчайшая изъ в с 1 х ъ  линій,  проведенныхъ изъ 
точки С къ прямой ЕВ,  перпендикулярна къ этой последней 
и служитъ мірою разстоянія точки С отъ прямой ЕВ.

§ 3 0 .  Ее ли И31 средины прямой А В  возстави м і к і  ней 
перпендикулярі Б  С, то 1 )  всякая точка С  этого перпендикуляра 
будеТЬ равно удалена О Т І КОНЦОВІ прямой А В ,  напротивъ того
2 )  всякая точка Б ,  взятая внК; перпендикуляра, б уд еті ближе 
К1  тому концу е г о , с і  которьімі она леж иті по одну и ту-ж е  
сторону перпендикуляра. (Ф иг. §  2 8 .)

1) Такъ какъ АБ =  ВБ, то СА =  СВ (§ 28, 2).
2) Если проведутся АБ, БВ, КВ, тогда КА =  КВ, и такъ какъ 

БК +  КВ >  6В, то и БА >  6В.

§ 31. Если в і  треугольникахі А В С  и аЬс д в і  стороны 
одного равны порознь д вум і сторонамі другаго, а заключающееся 
между ними углы не равны, то большему углу противолежиті и 
большая сторона.

Если АВ =  аЬ, АС =  ас. А >  а. то ВС >  Ьс.
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Приложишь оба тре — ка другъ къ 
другу такъ, чтобъ стороны АС и ас сов
пали и Д  асЬ принялъ положеше АСЬ. 
Если разделишь Д  ВАЬ иополамъ прямою 
АО и проведешь ЬО, тогда Д  ВАО ЬАО 
(§ 17), следовательно ВО =  ЬО. Но такъ 
какъ въ Д  ЬСО ЬО -{- ОС >  ЬС, то и 
ВО +  ОС >  ЬС, т. е. ВС >  Ьс.

§ 32. Если въ двухъ треугольникахъ дві стороны одного 
равны порознь двумъ сторонамъ другаго, а третьи стороны не 
равны, то большей стороні противолежитъ и ббльшій уголъ. 
(Фиг. § 3 1 .)  Если АВ =  аЬ, АС =  ас, ВС >  Ьс, то А а.

Положишь, что Д  А =  а, тогда Д  АВС 2§ аЬс (§ 17), слід. 
ВС =  Ьс; а если положишь, что Д  А <  а, тогда и сторона ВС должна 
быть <  Ьс. То и другое противоречить нашему условію, след. А  А > а .

§ 3 3 . Въ параллелограмм АВС1) противолежащія сто
роны и углы равны.

Су-----—_п Если проведемъ діагональ АО, тогда /\ABQ2SDCA
1./(! (§ 8 и § 18), след. АВ =  СО, ВО =  АС, Д В  =  С и

Д  ВАС =  СОВ.
С лЄ д с т в і я . 1) Діагональ делить пара л лелограмъ на два 

равные тре — ка.
2) Параллельный линіи,  заключающіяся между двумя па

раллельными,  равны.
3) Параллельный линіи во в с е х ъ  своихъ частяхъ оди

наково удалены другъ отъ друга.

§ 34 . Если въ четыреугольникМ 1) каждый дві противо
лежащія стороны равны, или 2 ) ’ дві противолежащія стороны 
параллельны и равны, — тогда четыреугольникъ есть параллело- 
грамъ. (Фиг. § 33.)

1) Если АВ =  СО и АС =  ВО, то Д  АВР 22 ОСА (§ 24), а по
тому Д АЭВ = ОАС и Д ВАО = СОА, след. АС || ВО и АВ || СО.

2) Если АВ СО, тогда Д  АВО 22 ОСА ( §17) ,  а потому 
Д  АОВ =  РАС. след. АС || ВО.
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друга пополамъ.

Такъ какъ АС =  ВО, АСЕ =  ОВЕ, 2ССАЕ =  ВОЕ, ^
то Д  АСЕ ^  БВЕ, слід. АЕ — ОЕ и СЕ — ВЕ. л- -• С§ 3 6 . Діагонали въ прямоугольникі  равны,  въ к о с о • 
угольномъ параллелограмм неравны,  въ р о мб і  и к в а д р а т і  
перпендикулярны другъ к ъ  другу.

Доказательства слідують изъ § 1 1 ,  § 19 и § 31.

II. О круті.§ 31. 1) Кругомъ называется плоская Фигура, ограниченная кри
вою линіею, в с і точки которой равно удалены отъ внутренней точки, на
зываемой ц е н т р о м ъ.

Кривая, ограничивающая кругъ, называется окружностью или 
круговою линіею.

Если въ плоскости обращается прямая линія около одной изъ ея 
точекъ, то всякая другая точка этой линіи опишетъ круговую лиш'ю.

2) Прямая, проведенная отъ центра круга къ точкі, лежащей на 
окружности, называется ра ді ус омь  или полупоперечникомъ,  а прямая, 
проходящая чрезъ центръ и ограниченная съ обмихъ сторонъ окруж
ностью, называется д і а и е т р о м ъ или иоперечникомъ.  Такъ какъ въ 
одномъ и томъ же круг і  всі радіуеьі равны, то и в с і діаметри, какъ 
двойные радіусьі, должны быть равны между собою.

В) Всякая часть окружности называется дугою,  а прямая, соеди
няющая ея оконечности, хордою.  Каждой дугі соотвітствуеть одна 
хорда, но каждой х о р д і-д в і дуги, а именно т і ,  который имМютъ общія 
съ хордою оконечности и взаимно дополняютъ другъ друга до цілой 
окружности.

4) Неограниченная прямая, проходящая чрезъ кругъ такъ, что 
одна часть лежитъ внутри, а другая вні круга, называется с і  кущею.

5) Если прямая иміеть только одну общую точку съ окружностью, то 
она называется касательною,  а общая точка-точкою прикосновенія.

Два круга касаются,  если ихъ окружности имтлотъ только одну 
общую точку.

6) Если уголь образуется двумя радіусами и слід. имЬетъ вершину 
въ центрі крута, то его называютъ центр альнымъ угломъ;  если яіе 
уголъ убразуется двумя хордами, и вершина его находится на окружности, 
то онъ называется вииеаннымъ угломъ.
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Центральные и вписанные углы опираются на с оот вет ст вующую 
пмъ дугу, т. е. на ту часть окружности, которая заключается между ихъ 
сторонами.

7) Часть круга, заключающаяся между дугою и двумя радіусами, 
проведенными къ оконечностямъ дуги, называется сектор омъ или вы- 
рЪзкомъ,  а часть круга,’ заключающаяся между дугою и ея хордою — 
сегментомъ или отрЪзкомъ.

8) Многоуголышкъ вппсанъ въ кругь, если вс1і стороны его 
составлнютъ хорды этого круга. Въ такомъ случав Говорять, что кругъ 
описанъ около мно— ка.

Многоуголышкъ опис ань  около круга, если всё  стороны его каса- 
тельныя къ окружности. Въ такомъ случай кругъ впнсанъ въ мно-—къ.§ 38. Всякій діаметр'!, А В  д-Ьлитъ кругъ и окружность 
на дв-Ь равныя части.

Представши. себ!;, что Фигура будетъ перегнута но 
ЛИНІН АВ, тогда кривыя ADEB и АЕВ совпадутъ, потому 
что всё  точки ихъ рав.но удалены отъ центра.

Діаметрі, А В  бо.гЬе всякой хорды D E  ( ф и г . § 3 8 .)
Если проведемъ радіуси CD и СЕ, тогда DC -j- СЕ >  1)Е, слёд . 

и АВ >  DE.§ 4 0 . Прямая линія можеть п ересікать окружность не 
б о л іє  какъ въ двухъ точкахъ.

Еслибы о о ё  літій и м ё л и  оолЪе двухъ оощнхъ точекъ, тогда мы 
могли оы отъ центра къ прямой провести оо.тЪе двухъ равныхъ ліпші, 
что не возможно (§ 29.)§ 41. В ъ  одномъ круг!', пли въ равныхъ кругахъ 1 )  рав- 
нымъ центральнымъ угламъ соотвЬтствуютъ равный дуги и хорды, 
и обратно, 2 )  равнымъ дугамъ соотвЕтствуюхъ равныя центральный 
углы и хорды.

і
1) Если Ад С =  е, то по равентву рад1усовъ одинъ

кругъ можно такъ наложить на другой, что точки А, В, С, 
совпадутъ съ точками а, Ь, с, а отъ того хорды и дуги, 
соотвКтствушиця угламъ С и с, сольются.

2) Если дуга АВ =  ab, то и хорды ихъ также равны 
и потому Д  АВС 22 abc (§ 24), слТ.д. Ад С =  с.
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§ 4 2 .  Сдедстві я .  1 ) Р а в н ы я  хорды с т я г пв а ют ъ  равныя
ЛУГІІ, если О О "В дуги больше или обе  дуги меньше полу 
о к р у ж н о с т и ,

2) Р а в н ы м ъ  центральнымъ угламъ или равнымъ дугамъ 
е о о т в В т с т в у ют ъ  равные секторы и сегменты.

3) Большему изъ д в у х ъ  центра л ьныхъ у г л о в ъ с о о т - 
в В т с т в у е т ъ  большая д у г а  и обратно, какъ видно изъ наложенія 
одной Фигуры на другую.

§ 43. В ъ одномъ к руг! или въ равныхъ кругахъ 1) большей ДугЪ СООТВ'ЬтеТВуетЪ большая хорда, и на оборотъ, 2 )  большей хорд£ соотв-Ьтствуетъ большая дуга, — если сравниваемый дуги мешЬе полуокружности.
1) Пусть дуга AGB .AG. Если проведутся ра-

д1усы FA . FB. FG, тогда тре— ки AFB и AFG имВютъ 
по две равныя стороны, который образу ютъ не
равные утлы, i Ç A F B > A F G :  след. AB >  AG (§ 31).

2) Если A B > A G ,  тогда изъ техъ же тре— ковъ 
слКдуетъ, что А В л> AFG (§ 32), и потому дуга 
AGB >  AG.

Если р а з с м а т р и в а е м ы я дуги 5 о л К е полуокружности,  то 
большей д у г е  с оо т в ъ тств у етъ меньшая хорда.

§ 44. Ра/йусъ Е С , перпендикулярный къ делите хорду п дугу ея А С В  пополамъ.
Такъ какъ Д  ADE BDE (§ 25), то Ai) =  BD, 

а потому АС =  ВС (§ 28, 2), следовательно и дуга 
АС =  ВС (§ 42, 4).

§ 4 5 .  СлКдств1я.  1)  Центръ круга,  средина хорды и
средина ея дуги лежатъ на одной прямой, перпендикулярной 
къ х орд! ; ,  такъ что прямая,  проходящая чрезъ две изъ зтихъ 
точекъ,  должна пройти и чрезъ третью.

2) П е р гт е н д и к у л я р ъ в о з с т а в л е н н ы й к ъ хор д е в ъ с р един Т> 
ея, пройдетъ чрезъ центръ круга и средину дуги,  с тяг ивае
мой хордою.

хорді, А В ,г



1 6 § 46. 1 )  Равныя хорды А В  и В С  равно удалены отъ
центра круга. 2 )  И зъ двухъ неравныхъ хордъ , А В  и Б Е , 
большая В Е  ближе къ центру.

1) Возставимъ изъ срединъ хордъ А В и 1)0 
перпендикуляры КО и 0 0 ,  и проведемъ ра,:нусы 
ОА ц ОБ, тогда Д  АОК 22 БОР (§ 25), а потому 
ОК -= ОЕ (§ 29, 3).

2) Если АВ, <  БЕ, то и дуга АВ <  БОЕ (§ 43, 2). 
Отлоншмъ на дугъ ВСЕ часть БС — АВ, проведемъ 
хорду ВС и опустимъ ОЕ Д_ БС и ОН_(_ВЕ,  тогда 
0 Е > 0 6 > 0 Н  (§ 28, 1 ) , и такъ какъ В С — АВ 
(§ 41, 2), то и ОЕ =  ОК, слъд. ОК >  ОН.§ 4?. 1) Д в і  хорды А В и В С  равны,  если они равно

удалены отъ центра круга.  (§ 17 и § 44.)
2) Чъмъ ме н і е  разстояні е  х орд ы отъ центра,  т ! м ъ  бо- 

лЪе хорда.
Если ОН <  ОК, то должна быть В Е > А В ,  потому что принимая 

ВЕ < ; АВ получимь (§ 46) ОН> ОК,  что противно нашему условіш.

§ 48. 1 )  П рямая, перпендикулярная къ радіусу въ его
конечной ТОЧКЪ, есть касательная КЪ окружности, и обратно ;

2 )  Касательная перпендикулярна къ радіусу, проведенному 
чрезъ точку прикосновепія.

1) Если прямая АВ _|_ АВ въ точні А, лежащей на 
окружности, то всякая другая точка, напр. Е на прямой 
СВ, отстоитъ даліе отъ центра В, нежели А, потому что 
ВЕ >  ВА (§ 28, 1). Слід. СВ, имія только одну точку, 
общую съ окружностью, будетъ касательною къ кругу.

2) Если СБ касательная къ кругу въ точні А, то вс і другій точки 
ея находятся вні окружности; слід, разстояніе ихъ отъ центра боліє 
нежели радіу№ ВА , напр. ВЕ >  ВА. Такъ какъ АВ есть кратчайшее 
разстояніе центра В отъ СВ, то ВА СВ (§ 29, 2).

§ 4 9 .  С л і  д с т в і я. 1) Чр езъ  данную точку окружности
можно провести только одну касательную.

2) Перпендикуляръ,  возставленный изъ точки прикосно-  
венін къ касательной пройдегъ чрезъ центръ круга.

3) Перпендикуляръ,  опущенный изъ центра на касатель 
ную, пройдеть чрезъ точку прикосновенія.

Доказательства выводятся изъ § 11.
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§ 5 0 . Дуги к руга, заключаюнцяся между параллельными 
лишями, равны между собою.

Если хорды ВС и ОЕ параллельны, то рад1усъ КА, 
проведенный Д_ВС, также будетъ Д ЬЕ (§ 8 сл*д.), 
и потому АВ =  ■—/ АС , ^  АЬ =  АЕ , слт,д. и 
^  ВО -  ^  СЕ (§ 44).

Если касательная Ев || БЕ, то проведенный къ точк* 
прикосновешя рад1усъ КА будетъ Д_ Ев и Д ОЕ, слт,д.

' 1)А —- ' ЕА.

Если касательный ЕЄ и НІ параллельны, то проведя хорду 
: ВС || Ей по предъидущему, будемъ имъть : ' ВА — ^  С А и
,'—̂ ВЬ ^ ' СЬ, сл*д. и ' АВЬ =  ' АСЕ.

§ 51. Если разстояніе аЬ между центрами двухъ кругов*  
А и В  равно сумме или разности ихъ радіусові,, то окрулшости 
касаются соответственно извне или внутри.

1) Если аЬ равна сумм* радс’усовъ ас и Ьс, то 
всякая точка (1 круга А, за иеключешемъ точки с, ле
жащей на прямой аЬ, находится вн* круга В, потому 
что асі Д- Ьс1 >  ас Д- Ьс, слід. Іні >  Ьс.

2) Если аЬ равна разности ас — Ьс, то всякая 
точка сі круга А, за иеключешемъ точки с , находится 
внъ круга В, потому что аЬД-Ьс1>ас1, но асі =  аЬ Д- Ьс, 
слъд. аЬ Д- Ьсі >  а!) -|- Ьс или Ьс! >  Ьс.,

§ С л *  д с т в і я. 1) Если два круга соприкасаются,
то ихъ центры и точка сопри коси овен і я лежатъ на одной 
прямой.

2) Дв а  круга п е р е с *  к у т е я, если разстояніе между цен
трами м е н К е суммы,  и 5 о л К е разности ихъ р а д і у с о в ъ.

3) В с *  круги,  имТющіе центры на одной прямой лнніи и 
лроходящіе чрезъ одну и туже точку этой прямой,  соприка
саются в ъ  этой т о ч к *  и им*ютъ въ ней общую касательную.

§ 5 3 . Въ одномъ круге или въ двухъ равныхъ кругахъ  
центральные углы А С В  и асЪ относятся какъ дуги А В  и аЪ, 
заключаюицяся между и хъ сторонами.

Положим*, что ,Д1 АСП можно отгажить 5 разъ въ 2$. АСВ и 
4 раза въ 2С- асЬ. Такъ какъ равным* угламъ соотв*тствуютъ равный
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дуги (§ 41),  то и ^  АЭ отложится 5 разъ на ^  АВ и 
4 раза на ч_/ аЬ. Отсюда видно, что если углы относятся 
между собою какъ два целыя числа, то и соотвітствующія 
имъ дуги оудутъ относиться, какъ твже числа.

Каково бы ни было отношеніе между углами, во 
всякомъ случай они оудутъ относиться какъ дуги. По- 
ложимъ, что пропорція 2САСВ: 2СасЬ =  АВ: аЬ не су- 
ществуетъ, а сущеетвуетъ пропорція

АС.В: , ае!» -- А В: й(1.

где асі >  аЬ. Представимъ свой, что АВ разделена на столь малыя рав
ный части, что каждая изъ нихъ меньше дуги Ьс1; тогда при наложеній 
этихъ частей на дугу асі какая нибудь точка дйленія е непременно упадетъ 
между 1) и сі. Такъ какъ АВ и ае относятся какъ целыя числа, то по 
предъидущему будемъ имТггь

. АСВ : 2С асе —  АВ : ае.
Изъ обеихъ пропорцій получимъ

2С acb : 2С асе =  асі: ае,
что не возможно, потому что acb <  асе, а ас! >  ае. Точно такимъ же 
образомъ можно доказать, что четвертый члене пропорцій не мо- 
жетъ бытъ менйе аЬ; след. во всехъ случаяхъ сущеетвуетъ пропорція 
Ж  ACB : ach — АВ: аЬ.

§ 54 . Соответственно раздЬленію прямаго угла на 90 угловыхъ 
градусовъ и четверть окружности, лежащая между сторонами прямаго 
угла, делится на 90 (слід, цілая окружность на 360) дуговыхъ градусовъ, 
каждый градусъ на 60 минутъ, а минута на 60 секундъ. Такъ какъ 
центральный уголъ заключаетъ въ себе столько угловыхъ градусовъ 
сколько его дуга дуговыхъ, то за мі ру угла принимается дуга,  
описанная произвольнымъ р а д і у с о ме  изъ вернфены угла 
между его сторонами,  что однакожъ всегда надобно принимать въ 
такомь смысле, что дуга, соответствующая углу, показываетъ, сколько 
угловыхъ градусовъ заключается въ угле.

§ 55 . Вписанньй уголъ А В С  вдвое менЬе центральнаго 
угла, опирающагося на туже самую дугу.

О  Если центръ D лежитъ на одной изъ сторонъ 
даннаго угла, то (§ 19) 2С В =  С и 2С АГ)С~ В +  С — 2 В 
(§ 14, 1), след. В —- 1 ADC.

2) Если D лежитъ внутри угла АВС, то проведя д]'а- 
метръ BE имьемъ Ж а в е  =  Гане 
след. . АВС

. СВЕ =   ̂ CDE.
: і  ADC.
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3) Если Г) лежитъ вн ё  угла АВС, то проведя Д1*аметръ 
ВЕ получпмъ 2Ç CBE =  ^ CDE и АС АВЕ =  4 АВЕ,  слёд . 
СВЕ — АВЕ — | (CDE — ADE) или X  АВС =  \ A CD.

§  5 6 * С л і д с т в і  я. 1) В п и с а н н ы й  у г о л ь  и з м е р я е т с я
п о л о в и н о ю д у г и ,  з а к л ю ч а ю щ е й с я  м е ж д у  е г о  с т о р о н а ми .

2) В с і  у г л ы,  в п и с а н н ы е  в ъ о д н о м  ъ  и том ъ  ж е  к ру г ® и 
о п и р а н і щі е с я  на о д н у  и т у же  пли на р а в н ы й  д у г и ,  р а в н ы  
м е ж д у с о о о ю.

3) В п и с а н н ы й  у г о л ъ ,  о п и ра ющм і с я  на п о л у о к р у ж н о с т ь ,  
есть прямо й.

4) Во  в п и с а й н о м ъ  ч е т ы р е у г о  л ь н п к ё  с умма  д в у х ъ  про-  
т и в о л е ж а щ и х ъ  у г л о в ъ  р а в н а  д в у м ъ  п р я мымъ .

§ 5 Ï . Уголъ А В С ,  образованный касательною и хордою, 
измеряется половиною дуги В ( . ' , заключающейся между его  
сторонами.

Если прсведемъ плъ точки прпкосиовешн Д|аметръ 
ВЕ. тогда 2Ç АВЕ измеряется дугою -.)■ ВСЕ, а А . СВЕ 
дугою  ̂ СЕ, слёд . 2 Ç АВС =  АВЕ — СВЕ оудетъ изме
ряться дугою  ̂ (ВСЕ —• СЕ) — ВС. — Подобнымъ 
образомъ мЁрою для тупаго угла CBF оудетъ дуга  ̂СЕВ.

§ 58 . Уголъ В А С ,  образованный прямыми, пересека
ющимися внутри круга или виТ, его, измеряется соответственно  
полусуммою или нолуразностыо д у гъ , заключающихся мел;ду его 
сторонами, т. е. у ( В С  і  Е Б ) .

Если провести изъ точки Б хорду Т)С, тогда 
Л В АС  =  АС ВПС^ЕАСЕС!) (§ 14, 1). Такъ какт)

ВСР измеряется дугою £ ВС, н 2С ЕСБ дугою 
ЕВ. то АС ВАС измеряется дугою  ̂ (ВС ЕО).

Е р

В —""У в

III. Задачи.
§ 5 9 .  Разделить прямую А В  попо.тамъ.
Иль концовъ А и В данной прямой опишемъ дуги, 

хоторыя пересЁкутся въ точкахъ С и 1). Прямая CD раздЁ- 
’нтъ данную линпо АО въ точкё Е пополамъ, потому что 
_  АП) § BCD (§ 24), слёд . X . х ^  у „ Д  АСЕ ^ ‘вСЕ. 
i потому АЕ — ВЕ.

Л
'2&\ ■/х У\

/ Е \

\
ч.\У

ЇГ



20 § 6 0 . Изъ данной точки С, лежащей впй прямой А В, опустить на эту прямую перпендикуляръ.
Изъ точки С опишемъ дугу, которая бы пере- 

/К сЕкла прямую АВ въ точкахъ D и Е. РаздЕлимъ DE по-
j  \ \ поламъ, тогда прямая CF, соединяющая данную точку

А■ >.'— £ “ .̂ --15 съ  точкою дЕлешя, будетъ искомый перпендикуляръ: ибо 
Д  CDF 22 CE F (§ 24), с л е д . 2Ç CFD -  CFE.§ 61. Изъ данной точки С, лежащей на прямой АВ, воз- ставить к’ь ней перпендикуляръ.

р Возьмем ь д в е  точки D и Е въ равномъ разстоянш
отъ С, и опишемъ изъ нихъ дуги, пересЕкаюпряся 
въ точке F, тогда прямая CF будетъ искомый перпенди- 

■8 куляръ, потому что Д  CDF 22 CEF (§ 24), а посему 
2С FCJ) =  FСЕ.

о к
§ 6 2 . Изъ конца прямой АВ возставить къ ней перпендикуляръ, не продолжая прямой.

Изъ произвольной точки С, внЕ прямой АВ, огш- 
шемъ рад1усомъ СА окружность, которая пройдетъ чрезъ 
ТОЧКИ А и И прямой АВ. Если теперь проведемъ чрезъ 
О и С прямую, я соединимъ точку Е пересЕчешя ея съ 

окружностью съ  точкою А, тогда ЕА будетъ требуемый перпендикуляръ. 
по тому что уголъ ЁАI) прямой (§ 56, 3).§ 63 . На прямой А В при данной точк Ь С отложить уголъ, равный данному углу И.

Изъ точки Р опишемъ произвольнымъ рад1усомъ 
дугу, которая пересЕчетъ стороны угла въ точкахъ 
С п К. Опишемъ изъ С тЕмъ же рад1усомъ дугу, которая пересЕчетъ АВ въ точке Е, и изъ Е рад1усомъ 
СК проведемъ вторую дугу, которая пересЕчетъ пер
вую въ  точке О , тогда 2x1 ЕС4) =  ¥,  потому что
Д  СБЕ ^  ЁКО (§ 24).§ 6-4. Разделить данную дугу или уголъ пополамъ ( ф и г . §44).

1) Чтобы раздЕлить дугу АСВ пополамъ, должно изъ средины ея 
хорды АВ возставить перпендикуляръ ПС, тогда ^  АС =  ^ 1 ВС (§45,2).

2) Чтооы раздЕлить уголъ АЕВ пополамъ, опишемъ изъ вер
шины Е дугу АСВ, отыщемъ ея средину С и проведемъ СЕ, тогда 
>2 АЕС - -  ВЕС (§ 41).



Сл4дств1е.  Повторивъ подобное етроеше надъ каждою
можно разделить угол ь на 4 , 8 , 16, . . равныхъ частей. Но 

особами элементарной гёометрш, т. е. только съ помощш линейки м 
лиркуля, нельзя Д’ЁЛИТЬ произвольный уголь на 3 , 5 , 6, Т, 9 . . .  рав
ныхъ частей.

§ 6 5 .  Чрезъ данную точку С провести прямую, парал
ельную данной прямой А В .

Проведемъ чрезъ С прямую СО. иерее икающую АВ, п (.________
на ней мри тонкі С уголъ ЕСО равный СОА, (

сторона СЕ оудетъ искомая параллельная дішія (§ 7 ,1). ‘ 2>

 ̂ 66. Построить треуголышкъ по даниымъ двумъ 
а и Ь. и углу С, лежащему между ними.

На сторонахъ угла С отдожнмъ СО =  а,
'. Е — Ь и проведемъ ОЕ; СОЕ оудетъ нско- 

тре—къ.

§ 6 1 .  Построить треуголышкъ по данной сторон і т  и 
грплежашпмъ къ ней угламъ х  и у.

Отюжпмъ на стороні ш при ея оконечностяхъ 
А =  X и В =  у. Если продолжнмъ стороны этнхъ 

сумма которыхъ должна быть <Г '2 В, то оні пере- 
зкутся въ тонкі С и дадутъ требуемый тре—къ АВС.

С

§ 6 ?» . Построить треугольникъ по даннымъ 
а, Ь, с.

Изъ оконечностей прямой а опишемъ радіусами 
пересікающіяся въ точкі С. и проведемъ 

ЧС л ВС. тогда АВС оудетъ искомый тре—къ.

тремъ
.... су...

у 6 9 .  Построить треуголыш къ по даннымъ двумъ 
т  и п , неравнымъ между собою, п углу А , против 

одной изъ этихъ сторонъ.
I ) Если уголъ А противолежитъ большей стороні п, то сділаемі, 
видно въ первой Фигурі, одну сторону АВ даннаго угла А рав-



ною ш, н изъ точки В радь 
усомъ равными н оппшемъ 
дугу, которая перес-Ьчетъ 
другую сторону ВТ, ТОЧКЁ С. 
Тре-къЛВС будетъ требуемый.

'2} Если угон, Л про- 
тиволежитъ меньше!! сторон!, 
ш, то при построен!!! тре—ка 
стоить только переменить 

Н1 на п. Смотри по величин-6 лиши ш могутъ ооразоваться или два 
тре ка ЛН!> и ЛВС, удовлетворяющее треоовашнм ь ладами, какъ по 
второй ФИГурб, пли одинъ прямоугольный тре—къ, какт, 1П> третьей ф и - 

гурт,, гдЬ ш равно перпендикуляру ВС изъ В на линии АС, и ш наконец-!, 
не образуется ни одного тре— ка, какъ въ четвертой Фигурб, гдб т  
менбе перпендикуляра ВС,

§ 7 0 . Н аш и центръ даннаго круга пли данной дуги
(ФИГ. §  71) .

Бозьмемъ на окруашости или на дугб три произвольный точки 
Л, В, С, ироведемъ хорды АВ и ВС и возставимъ иль ередин-ь этихъ 
хордъ перпендикуляры DO и F 0 , тогда точка ихъ нсрссбчемн будетъ 
состав !ЯТЬ искомый центръ (§ 45, 2).

0лбдетв1я .  1) То же самое построен!е служить рбшешемъ задачи: 
Иропестн ок ружно с т ь  чрез ъ  три данный точки А, В,  С, не 
л с ж а щ i я на одной прямой.

2) Чрезъ три точки,  не лежащ!я на одной прямой,  можно 
провести только одну окружность ,  потому что предъпдущимъ 
рбшешемъ определяется только одшгь центръ и одинъ рад1уеъ.

3) Д вб  окружности мо г ут ъ  н е р е с б к а т ь с я  только въ 
д в у х ъ  точкахъ.

§ 71. Описать окружность около даннаго треугольника А В С .
Возставленные изъ средшгь двухъ сторонъ 

тре— ка перпендикуляры 1)0 и ЕО опредблнютъ 
центръ О иекомаго круга, потому что ВО =  АО =  СО 
( §  28, 2) .

0л' Ьдств1е.  Три пе р пе н д ик у л я р а ,  в о з 
ставленные изъ с рединъ стороиъ тре — ка. 
пересекаются въ  одной т о ч к е , равно уда*  
ленной отъ трехъ верш инь тре — к а.
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В ъ  оетроугольн ом ъ тр е— к е  эта точка леж итъ внутри е г о , в ъ  тупо- 

угольном ъ т р е — к е  в н е  его , а в ъ  прнмоугольномъ на ги п отен уза  (§ 5 6 ) .§ 12. Вписать кругъ въ данный треуголышкъ А В С .
Если два угла А и В тре— ка разделятся 

пополамъ прямыми AG и BG, то точка G пере
січеній ихъ будетъ центромь, а разстонніе этой 
точки отъ хакой-ниоудь стороны тре— ка радіу- 
сомъ треоуемаго тре— ка. — Если проведемъ 
GDJ АВ, GH AC. GF ( ВС, тогдаД A D G ^ AEG 
и Д  BDG22 BFG (§ 18 2), слід. GE =  GD =  GF, 
а потому описанная изъ точки G рад1усомъ GD 
окружность должна касаться сторонъ тре—ка.

С л і д с т в і е .  Три линіи,  разделяютція углы тре — ка п о п о 
ламъ,  п е р е с е к а ют с я  в ъ  одной точке,  равно удаленной отъ 
трехъ с торонъ тре — к а.§ 13. Изъ точки А , лежащей влй круга, провести къ нему 
касательную.

Соединимъ точку А съ центромъ С даннаго круга, 
м изъ средины Е линіи АС опишемъ окружность, 
пересекающую данный кругъ въ точкахъ В и 1), 
тогда прямыя АВ и AD будутъ искомыми касатель
ными. — Если проведемъ линіи СВ и CD, то 
2С АВС =  R =  ADC (§ 56, 3) след. АВ и AD касательный.

Е с л и д в е  касательный круга пер ес і  ка ются,  т о ихъ отрезки 
л е ж а щ і е между точкою и е р е с і  ч е н і я и точками п р и к о с  н о - 
венія,  равны между собою.

§ 1 4 .  Провести касательную къ двумъ даннымъ кругамъ  
Р  и Q.

Если центры  о б о и х ъ  к р у го въ  долж ны  

лежать по одну сторон у касательн ой , к а к ъ  

в ъ  первой Ф игуре, то  и зъ  центра А больш его 

круга рад'п’е о м ъ , равны м и р а з н о с т и  рад1у- 

с о в ъ  д ан н ы хъ  к р у го въ , оп и сы вается  воспом о- 

гательны й к р у гъ . Е сл и  aie центры  долж ны  

леж ать по р азн ы м ъ стор он ам ъ  касательн ой , 

к а к ъ  в о  второй  Ф игуре, го восп ом огательн ы й  

к р у гъ  о п и сы вается  и зъ  центра котор аго  нибудь 

круга р ад1усом ъ, равн ы м ъ с у м м е  рад1усовъ  

д ан н ы хъ  к р у го въ . Д а л е е  в ъ  о б о и хъ  случаяхъ  

п р оведем ъ и зъ  центра В касательную  ВС к ъ
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воспомогательному кругу, потомъ изъ центра А чрезъ точку касашя С пря
мую А1) и наконецъ рад1усъ ВЕ |( С1). Соединивъ точки Е и Р, получимъ 
требуемую касательную. Такъ какъ ВЕ 4Ф СП и 2д ВСР =  И (§ 48, 2), 
то ВСРЕ есть прямоугольнике, след. РЕ должна быть касательною обоихъ 
круговъ (§ 48, 1).

§  1 5 .  На данной лиши А В  описать сегментъ, вмЪщающШ 
данный уголъ х .

При точке А на прямой АВ отложнмъ уголъ ВАР — х, И проведемъ И ЗЪ  А ЛИНИИ АС АР, и изъ средины Е 
прямой АВ линпо ЕС ] АВ. Точка пересЬчешя С обоихъ 
перпендикулнровъ будеть центромъ, а СА рад1усомъ 
круга, въ которомь сегментъ АЕВ есть искомый, потому 

что АР касательная и все въ АЕВ вписанные углы, опираюпцеся на 
концы лиши АВ, равны углу В А Р = х  (§ 57).

§ Ю . Найти отношеше между двумя данными прямыми 
А В  и С Б .

д I_______ .  ̂ МВ Будемъ накладывать меньшую линии СР
| 1 ц на большую АВ столько разъ, сколько она
 ̂ уместится; положимъ что она отложиласъ 2 раза,

и за темъ получился еще остатокъ ЕВ. Этотъ остатокъ будемъ накладывать 
на меньшую лпшю СР столько разъ, сколко это будетъ возможно, напр. 
одинъ разъ съ остаткомъ ЕР. Наложимъ потомъ второй остатокъ ЕР на 
первый ЕВ, напр. одинъ разъ съ остаткомъ СВ. Если наконецъ положимъ, 
что СВ уместится на ЕР ровно 2 раза, тогда СВ будетъ общею мерою 
между данными лшнями АВ и С Р, отношеше коихъ теперь легко можно 
определить,

ЕР =  2 СВ
ЕВ =  ЕР +  СВ =  3 СВ 
СР =  ЕВ +  ЕР == б СВ 
АВ = 2 С Р  +  ЕВ =  13 СВ.

Такъ какъ СВ содержится въ АВ 13 разъ, а въ СР б разъ, то 
получимъ:

АВ -. СР =  13 : 5 или АВ =  У СР и СР =  АВ.
Здесь мы разсматривали случай, когда две данный лиши имеютъ 

общую меру и потому называются соизмеримыми.  Но могутъ быть 
лиши, при которыхъ, сколько бы мы ни продолжали наложеше после- 
довательныхъ остатковъ другъ на друга, никогда не получимъ такого 
остатка, который бы уложился въ предшествующемъ целое число разъ. 
Таюя лиши называются несоизмеримыми,  и отношеше между ними
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не можетъ оыть выражено ни цълымъ числомъ, ни дрооою, а есть вели
чина ирраціональнан.  Но такъ какъ остатки будуть становиться все 
меніе и меніе, то при досгаточпомъ продолженін вышеизложеннаго 
иріема мы можемъ сь незначительною погрішності«) отбросить ПОСЛІДНІЙ 
остатокъ и предшествуїощій ему принять за общую міру. Гакимъ образомъ 
нолучимъ приближенное ОТНОІНЄНІЄ, и оно тЬмъ точніе, Ч’ЬМЪ да ліс будетъ 
продолжено описанный пр]’емъ.

§ 77. Задачи безъ ръшешя.
1) Чрезъ точку С, данную вні прямой АВ, провести прямую, которая 

бы составила сь линіею А В уголъ, равный данному углу т .

2) Разделить прямой уголъ на три равный части.

3) Построить параллелограмъ, если даны д ві емежныя стороны 
а и Ь, и уголъ т , заклочающійся между ними.

4) Построить тре— къ по данной стороні а, прилежащему ей углу х 
и противолежащему углу у.

5) Провести къ данному кругу дві касательный, который бы пересіклись 
подъ даннымъ угломъ ш.

6) Построить равнобедренный тре—къ по данной вьісоті с и одной 
изъ равныхъ сторонъ Ь.

7) Построить ромбъ по даннымъ діагоналями

8) На данной прямой АВ найти точку, равно удаленную отъ даиныхъ 
точекъ С и D, лежащихъ вні прямой.

9) Чрезъ точку А провести сікущую къ двумъ параллельнымъ ВС и 
DE, такъ, чтобы часть еікущей, заключающаяся между этими параллель
ными, равнялась прямой гп.

10) Построить прямоугольный тре—къ 1) по данной гипотенузі а, и 
одному катету Ь, 2) по данной гипотенузі а, и одному острому 
углу т .

11) Чрезъ точку А внутри угла BCD провести прямую такъ, чтобы 
она пересікла стороны угла въ равныхъ разстояшяхъ отъ его 
вершины.

12) Даны д ві непараллельный линіи, которыя не могутъ быть продол
жены до пересіченій по недостатку міста. Провести линію такъ, 
чтобы она по достаточномъ продолженіи ділила пополамъ образуе
мый этими прямыми уголь.

13) Построить тре—къ по данному основанію а, вьісоті b, и углу m 
при вершині.
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14) Построить тре—къ по данным® отрьзкамъ а и Ь основанія, и углу 
т  при вершин®.

15) Въ прямоугольномъ тре—к® АВС вписать квадрагь, такъ чтоб® 
онъ им®лъ съ тре—комъ один® оощій уголъ, а вершина противо
лежащего угла упала на гипотенузу АС.

16) Построить тре—къ по данной сторон® а, прилежащему къ ней углу 
ш и сумм В (или разности) прочихъ сторон®.

17) Найти отношеше между двумя данными углами.

18) Разделить уголь, равный двумъ прямым®, въ три равныя части.

19) Между сторонами даннаго угла А провести прямую такъ, чтобы она 
была равна прямой ш, а параллельна прямой п.

20) Построить равнобедренный тре — къ по данному периметру а 
и высот® Ь.

21) Построить тре—къ, котораго иериметръ р и вс® углы а, Ь, с даны.

22) Провести круг®, который бы касался даннаго другаго круга А и 
данной прямой В въ точк® С.

23) Между сторонами даннаго угла А описать данным® радіусом® г 
окружность, касающуюся сторонъ угла.

24) Описать окружность, которая бы прошла чрезъ данную точку (і, и 
касалась данной прямой 1)Р (или дуги В) въ данной точк® е.

25) Построить тре—-къ по данной сторон® а, прилежащему углу гп, и 
радіусу г вписаннаго круга.

26) Чрезъ точку А вн® даннаго круга В провести сЬкущую такъ, чтооы 
внутренній ея отр®зокъ равнялся прямой ш.

27) Изъ точки А, лежащей на данной окружности, провести хорду такъ, 
чтобы она находилась от® центра на разстояніп, равном® прямой т .

28) Въ данном® круг® провести хорду, равную ліній т ,  и параллельную 
къ линіи АВ.

29) На прямой АВ найти такую точку, чтобы примын, проведенный изъ 
ней къ данным® двумъ точкам® С и О, составили уголь ш.

30) Построить прямоугольный тре— къ 1) по данной гипотенуз® а и 
сумм® в катетов®, 2) по данному периметру р и одному острому 
углу т .

31) Построить тре—къ по данному утлу ш, противолежащей ему сторон® 
а и сумм® к прочихъ сторонъ.
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32) Внутри даннаго тре—ка найти такую точку, чтобы три прямыя, про
веденный изъ ней къ вершинамъ тре—ка, образовали три равные 
угла около этой точки.

IV. Объ отношешяхъ прижми пен
ным» н>игуръ.

§ ] )  Под'ь п л о щ а д ь ю  какой нибудь Ф и г у р ы  разумеется
часть п л о с к о с т и ,  о г р а н и ч е н н а я  с т о р о н а м и  Фигуры.

2) Фигуры равновелики или равномерны,  если оне имеютъ 
равный площади, независимо оть ихъ вида, такъ что наир, тре— къ 
можетъ быть равновелико четыре-угольнику.

3) Две прямолинейный Фигуры подобны,  если ихъ углы порознь 
равны и одпнаковымъ образомъ расположены, а соответствующія стороны 
нрогіорціональньї. — Две равный Ф и г у р ы  всегда и равновелики и подобны, 
но две подобный Ф и г у р ы  могутъ б ы т ь  и не равновелики.

Въ разныхь кругахъ дуги, секторы и сегменты подобны,  если 
они соответствують равнымъ центральньшъ угламъ.

4 ) Въ тре—ке каждую сторону можно принять за его ос н о в а ні е. 
Перпендикуляръ, опущенный изъ противолежащей вершины на основаніе 
или его нродолженіе, называется в ы с о т о ю  тре— ка.

Въ параллелограмм перпендикуляръ, опущенный изъ какой нибудь 
его стороны на противолежащую, називають в ыс о т о ю,  а обе стороны, 
перпендикулярный къ высоте, принимаютъ за основаній.

Въ трапеціахь параллельный стороны называются основаніями,  
а перпендикуляръ, опущенный отъ одного основанія на другое — в ы с о 
тою трапецій.

5) Если изъ концовъ прямой линіи опуетимъ перпендикуляры на 
другую ЛПНІЮ, то часть второй линіи заключающаяся между перпендикуля
рами. называется нрозкці ею первой линіи на вторую. Въ томъ случае, 
когда конецъ первой лпніи лежить на второй, прозкціею будетъ разсто- 
яніе этого конца огь основанія перпендикуляра, опущеннаго изъ дру- 
гаго конца.

6) Измерить какую нибудь Фигуру значить определить, сколько разъ
въ площади ея заключается другая известная площадь, принятая за единицу меры. За эту единицу принимаютъ квадратъ, котораго сторона 
есть какая нибудь линейная мера, наир. Футъ; въ такомъ случае 
квадратъ называется квадрати ымъ ф  у томъ.  Измереніе площад и
производится не чрезъ непосредственное наложеніе квадрата, а съ по-
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МОЩНО ИЗМЪреШЯ ЛИШИ, ОТЪ которыхъ зависит!) величина площадей. Въ вы- 
числеше площади вместо лши'и входятъ чиста, такъ что подъ и р о н з в е -  
д е н 1 е м ъ  д в у х ъ  л п и i ii нужно подразум Ввать нроизведеше чиселъ, ко
торый показываюсь величину этпхъ лиши. выраженныхъ въ однЪхъ и 
тВхъ же единицахъ длины.

§ 1 9 .  Парал лелограмы A B C I.) и A B E F ,  нмТ.юпие равныя 
основашя и равныя высоты, равновелики.

Я F C E D  CT E D  C F Б
Оба параллелограма могутъ

\i 1 \ A /  \ X Т 7 быть наложены другъ на друга
такъ, что ннжнія основаній еовпа-

a V— J B A1̂----- I ' D --- Vjj дутъ. а верхнія составятъ одну
прямую, при чемъ они могутъ принять три различный положеній. Во вся-
комъ случав AD =  BC, и AF =  BE (§ 33) и 2ÇDAF =  СВЕ (§ 10), а 
потому Д  ADF 22 ВСЕ, слъд.

ABCD =  ABED — Д  ВСЕ =  ABED — Д  ADF =  ABEF.
С л В д с г в i е. Г! а р а л л е л о г р а м ъ р а в и о в е л и к ъ прямоуголь

нику,  имеющему еъ нимъ тоже o c HO B a n i e  и туже высоту.

§ 8 0 . Всякій треугольникъ АВС есть половина параллело- грама, имЬющаго съ нимъ тоже основаиіе и туже высоту.
Проведемъ изъ В и С прямым BD || АС и CD [: АВ, 

тогда получимъ парал—мъ AD, имВющій одинаковый съ 
g тре—комъ оенованіе и высоту. Такъ какъ Д  АВС 22 DCB 

(§ 18), то Д  АВС =  4- AD.
СлВдстві е .  Треугольники,  имВющіе равныя ос новані я и 

в ыс о т ы,  равновелики.

§ 81. Два прямоугольника ABCD и abed, гогЬюіціе равныя основаній АВ и ab , относятся между собою какъ ихъ высоты AD и ad.
D|----—.с _ Если высоты AD и ad с оизме римы,  и ихъ

g общая мВра содержится ш разъ въ AD, и п разъ 
0 въ ad, тогда получимъ AD : ad =  ш : п. Представимъ 

себв, что чрезъ всВ точки діленій, ооразовавшіяся отъ 
наложенія общей мвры на высотахъ AD и ad, будуть 
проведены линін, параллелныя основание, тогда ABCD 

разделится на га, a abed на п равныхъ прямо— ковъ (§ 7 9 ), такъ 
что ABCD : abed =  m : п. Изъ обвихъ пропорцій елвдуетъ, что 
ABCD : abed =  AD : ad.

-В a 1
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Если высоты AD и ad не со из ме римы,  то все таки эта пропорція 

будете справедлива. Предположим-!., что
ABCD : abed =  AD : af,

где af >  ad, и разделимъ высоту AD на столько равныхъ частей, 
чтобы каждая изъ нихъ была меньше df. Если части эти станемъ откла
дывать по af, начиная оте точки а, то одна точка деленія должна упасть 
между d и f. Проведя чрезъ е прямую eg |[ ab, получимъ

ABCD : abge — AD : ае,
потому что высоты AD и ае соизмеримы. Изъ ооеихъ пропорцій сле
дуете, что

abed : abge =  a f : ае.
Но это невозможно, потому что abed <  abge, a af >  ае. Равнымъ образомъ 
четвертый члене пропорцій не можете быте меньше ad, а потому про
порція ABCD : abed = ; AD -. ad всегда должна быть справедлива.

С л Є д с т в і є . Д ва прямоугольника,  имеющі е равным в ы 
с оты,  относятся между собою какъ ихъ основані я,  таке какъ 
каждая изъ стороне прямо— ка можете быть принята за оенованіе и за 
высоту.

D

М

АС
АС =  nAP =  шп. О или -ф- =  mn.

В

§  8 3 .  Площадь прямоугольника А С  равняется произведе-
НІЮ ЄГО ОСНОВЗШЯ на высоту, Т. е. если какая нибутъ линейная мера 
заключается въ основаній ш разе, а въ высоте п разе, то соответстующая 
квадратная мера будете заключаться въ прямоугольнике шп разе.

Пусть линія Ь будете единицею линей
ной меры, а 0  построенный на ней квадрате.
Положимъ, что Ь заключается т  разе въ АВ, 
и п разе въ АВ, где т  и п могутъ быть 
ц-йльїя, дробныя или ирраціональньїя числа.
Если сделаемъ АМ — Е и проведемъ МР || АВ, 
то будемъ иметь (§ 81).

АР : 0  =  АВ : I  =  щ : 1, 
или АР =  шО. Точно также 
АС : АР =  АО ; АМ =  П: 1,

след.

Если наир, оенованіе будете составлять 5, а высота 3 
прямо—къ равенъ 15 квадратнымъ Футамъ.

ft

Фута, то

§ 8 3 . Следстві я .  1) Площади прямо — н о в е  относятся 
какъ произведені я  ихъ о с н о в а н і й  на высоты.

2) Площадь квадрата равна второй степени числа,  в ы р а 
жаю щ а г о длину его стороны.
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3) Площадь параллелограма равна про и з ведені  ю его 
основан і я на высо ту  (8 79, след.)

4 )  Площадь треугольника равна п о л о в и н Ті н р о и з в е д е н і я 
основані й на в ыс о т у  (§ 80).

5) Треугольники,  и м Є ю щ і е равныя основанія,  относятся 
какъ высоты,  а имііющіе равныя высоты,  какъ  ихъ основанія.

I

6)  Квадрат ъ АСПЕ, построенный на суммт> 
д в у х ъ  лин!й АВ =  а и ВС — !>, раве нъ сумме 
к в а д р а т о в ъ  А1 и 01, п о с т р о е нных ъ  на каждой 
и з ъ данныхъ л ин 1 й , сложенной съ двойным ъ 
прямоугольникомъ Вв ,  составленнымъ изъ т е х ъ  
же линий, соответственно алгебраическому выражении 

(а +  Ь) 2 =  а 2 +  2 аЬ +  Ь2.

7) Кв адрат ъ АВ1Р, построенный на разности дв ухъ  линий 
АС =  а и ВС =  Ь, равенъ сумме квадрат овъ АП и 01, п о с т р о е н 
ных ъ на каждой изъ данныхъ линш,  безъ двои на г о прямо
угольника ВП, с ос тав леннаг о изъ т е х ъ  же линий, соответственно 
выражешю (а —- Ь)2 — а 2 — 2 аЬ —(— I)2.

§ 84. В ъ прямоуго.тьномъ треугольник'!; А В С  квадратъ 
гипотенузы равенъ сумме квадратовъ катетовъ, т. е. АН — АЕ -у СЕ.
(Пивагоръ.)

г Если проведемъ изъ вершины прямаго угла В 
прямую ВК _[ АС и продолжимъ до точки I, потомъ 
проведемъ ЭС и ВЬ, тогда Д  РАС =   ̂АЕ и 
/\ ВАЬ —  ̂А1 (§ 80). Гакъ какъ 2С БАС =  ВАС, 
АО =  АВ, АС =  АЕ, то Д П А С ^ В А Ь ,  т. е. 
е АЕ =  ^ А1, след. АЕ — А1. Такимъ же оора- 
зомъ можно доказать , что СЕ =  КН, след. 
А1 +  КН =  АН =  АЕ +  СЕ или АС2 -  АВ2 +  ВС2.

§ 8 5 .  Следствія.  1) К в а д р а т ъ  одного катета равенъ 
квадрату гипотенузы безъ квадрата другаг о  катета.

Означая гипотенузу чрезъ а, и катеты чрезъ Ь и с, имеемъ 
а 2 =  Ь 2 +  с 2 Ь 2 =  а 2 —  с 2, с 2 =  а 2 — Ь 2

2) К в а д р а т ъ  гипотенузы относится къ квадрату одного 
катета,  какъ гипотенуза къ своему о т ре з ку ,  прилежащему 
къ этому катету.

Такъ какъ АЕ АІ и АН : АІ — АС : АК (§ 81),
АН : АЕ =  АС : АК.

то и
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3) Квадрат ы кат е т овъ от нос ятс я  какъ прилежащіе къ 

нимъ о т р і з к и  гипотенузы,

Такъ какъ АЕ =  АІ, СЕ =  НК и АІ : НК =  АК : СК, то и 
АЕ : СЕ =  АК: СК.

4) Кв адрат ъ,  построенный на ді агонали другаго ква
драта ,  в д о е  б о л і є  поелі дняго.

5) Ді аг ональ  квадрат а  несоизмерима с ъ  стороною его.

Пустъ а будетъ стороною, а (1 діагональю квадрата, то мы будемъ
(I2 й

йміть й2 — а2 +  02 =  2а2, и потому - - — 2 или —  == |/2, слід, отно-
8̂  8

шеніе между й и а ирраціоиальное.

§ 8 6 .  Въ треугольнике А В С  квадратъ какой либо стороны ( В С  =  а), смотря по тому, противолежитъ ли она о с т р о м у  или т у п ом у  углу ( А ) ,  равенъ е у ^ і ^ ’ійаднатов'ь нрочихъ сторонъ ( А В  =  с , А С  — Ь ), у м ен ь їш т і.іго 'й '-^ ^ ^ ^ в ел и ч е н н о й  удвоен- НЫМЪ нроизведешемъ ОДНОЙ ИЗЪ ЭТЙХЪЧ$%1<РЪ ( А В )  и проэкщи ( А Б  =  т )  на нее другой стороны ( А С ^ ;? .| е .
ВС2 =  АС2 +  АВ2 ^ З А В А Р  или' а2 ±А?У2 с2 ^  2ст.

1) Если уголъ А остры й , , то пернендику^/ 
ляръ СИ можетъ упасть внутри ‘Ъд&г^ка,
такъ что на первой ФигурЪ ВБ = с — т ,  а на 
второй ВО =  т  — с, слвд. въ ооонхъ случаяхъ

г С
В А

BD2 =  с2 — 2 cm -j- т 2. Такъ какъ
а2 =  BD2 +  CD2 =  с2 — 2 cm +  ш2 +  СО2,
но CD2 =  b2 —  т 2,  то иміем'ь
а2 =  с2 — 2 cm -f- т 2 +  b2 —  т 2 =  b2 -f- с2 — 2 cm.

2) Если А тупой,  то CD упадетъ вні тре-— ка, такъ 
что BD =  с -|- ш, слід.

а2 — CD2 —f— (с —{— m)2 =  CD2 -f- c2 -f- 2cm -f- in2,
но такъ какъ CD2 =  b 2 m 2 , t o

a2 =  b2 — m2 c2 -f- 2cm m2 =  b2 -p- c2 -f- 2cm.

c

It

§ 81. Если въ тре-кЬ A B E  соединимъ вершину В  съ  
срединою С  противолежащей стороны ли шею В С , то сумма ква- 
дратовъ двухъ другихъ сторонъ будетъ равна удвоенному квадрату 
проведенной лиши и удвоенному квадрату половины разделенной 
стороны.
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Проведя ВБ )  АЕ получимъ изъ тре—ковъ АВС и ВЕС 
АВ2 =  АС2 +  ВС2 — 2 АС. ВС 
ВЕ2 =  СЕ2 ВС2 -|~ 2 СЕ. БС.

Сложивъ эти уравнешя и замКтивъ, что АС =  СЕ, получимъ 
АВ2 +  ВЕ2 -  2 ВС2 +  2 АС2.

§ 88 . Лишя В Е ,  проведенная въ тре— кЬ А В С  парал
лельно одной сторон!; В С , дЬлитъ другчя стороны на части про-
порщональныя.

А
Если проведемъ СБ и ВЕ, то получимъ (§ 83, 5) 

Д А В Е : Д  ВЕБ — А Б : В Б  
Д  АБЕ : Д  СБЕ =  АЕ : СЕ.

Такъ какъ Д  ВЕБ — Д  СБЕ (§ 80, слід.), то 
АБ : ВБ =  АЕ: СЕ.

Сл’Ьдствіе.  Выведенную пропорцію можно изменить т а к ъ :  
АБ +  ВБ : ВБ =  АЕД- СЕ : СЕ, т. е. АВ : ВБ =  АС : СЕ.' '
АБ +  ВБ : АБ =  АЕ +  СЕ : АЕ, т. е. АВ : АБ =  АС : АЕ.

§ 8 0 . Лишя АЗЕ, дЬляющая двЬ стороны тре̂ — ка А В С  на 
пропорщоиальныя части, параллельна третьей сторон!; В С .

А По нашему ус.юв1ю АВ : БВ =  АС : ЕС, Положимъ, что
БЕ не || ВС, тогда изъ точки Б можно провести ВЕ || ВС, 
такъ что (§ 88) оудетъ 

^  АВ : БВ =  АС : ЕС.
По причинЪ равенства первыхъ трехъ членовъ оозшхъ пропорцш, должно 
бы быть ЕС =  ЕС, что не возможно, сл1зд. БЕ || ВС.

§ 0 0 .  Дв-Ь прямыя А В  и С Б  делятся нисколькими парал
лельными А С , Б Д , С П  . . .  на пропорщоиальныя части.

Если АВ и СБ пересъкутея въ К, то (§ 88) 
КЕ ; КЕ =  АЕ : СЕ, и 
КЕ : КЕ =  ЕБ : ЕН, сьд.
АЕ : СЕ =  ЕС : ЕН.

Подобнымъ образомъ ЕС : ЕН — ИВ : НБ.

§ 01. Прямая В Б ,  дЬлящая въ тре— к!; А В С  уголъ В  по- 
поламъ, д’Ьлитъ противолежащую сторону А С  н а 'ч аст и , нропор- 
щональныя прилежащимъ сторонамъ тре— ка.
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Если проведемъ СЕ || BD и иродолжимъ АВ до пере- 
ст.чешя съ СЕ въ точки Е, то (§ 88) будетъ 

AD : DC == АВ : ВЕ.
Но такъ какъ Д  z =  х =  у =  Е (§ 8). а потому (§ 19, 2), 

ВЕ —= ВС, то и 
AD : DC - = АВ ; ВС.

Е

А

§ (I-) Два треугольника подобны, если они пмЬютъ
ПО ДВа равные у г л а . Если = а, В =  Ь, то Д  АВС оо abc.

Уголъ С =  с (§ 14, 2). От.южимъ АП =  а!) и 
проведемъ ПЕ || ВС, тогда оудетъ АО : АВ =  АЕ : АС 
(§ 88), или такъ какъ Д А 1 ) Е 5 2 а Ь с  18), 

а!): АВ =  ас : АС.
Проведя изъ Е прямую ЕЕЦАВ,  подучимъ А Е : АС 
=  ВЕ: ВС, и такъ какъ (§ 33) ВР =  1)Е =  с, то и 

ас : АС =  Ьс : ВС, 
слъд. аЬ : АВ — ас : АС =  Ьс : ВС.

Данные тре—кп подобны, потому что углы ихъ равны 
порцюнальны.

А^ 11

и стороны про-

§ 9 3 . С. л t. д с  т в i я. 1) Дна тре — ка подобны,  если ихъ 
с тороны попарно параллельны,  потому что въ такомъ случат, ихъ 
углы равны (§ 10.)

2) Дна тре — к а АВС и abc подобны,  если с т о роны о д 
ного попарно перпендикулярны к ъ  сторон а мъ другаго.

Пусть ab j  АВ, йс |_АС, bc __L ВС. Е сли въ первой Фигур'Ь иродолжимъ стороны тре— ка abc, тогда въ четыре угольникЬ A a m р сумма уг-
ловъ равна 4 R (§ 10), и такт. 1п У
какъ > C p - f m  =  2R,  то и ^ A - | - p a m  =  2R,  но такъ какъ и 
Д Ь а с -f-pam =  2R, то Д  А =  bac.  Точно также можно доказать, что 

В =  abc, с.гЬд. Д  ABC оо abc. — Продолжен1емъ сторонъ одного 
тре—ка, можно также получать треугольники, какъ во второй ФигурТ,. 
Такъ какъ Д В х у о о Ь х я ,  слТ,д. 2£  у В х  =  zbx,  то и Д  АВС =  abc. 
Подобнымъ обраяомъ можно доказать, что Д. А =  а, откуда слТ.дуетъ, 
что у ABC v  abc.

3) Па р а лл ельны я или взаимно перпендикулярны я сторон ы 
д в у х ъ  нодобнихъ т р е — к о в ъ  - соответствующая.
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§ 94. ( I I .)  Дна тре— ка подобны, когда имЬюти по рав
ному углу, заключающемуся между пропорщональпымп сторонамъ.

Если Д А = а, и AB : al) — АС : ас, то А ABC ос abc. 
Отлолшмъ AD =  ab и АЕ =  ас, тогда Д  АРЕ ggabc

__  __(§ 17). Такт, какъ по условно AB : ab =  АС : ас, то и
АВ -. AD — АС: АЕ, слид. DE || ВС (§ 89) и . В -  АПК. 
а потому (§ 92) Д  АВС со ADE или Д  ABC ос abc.

§ 95. ( I I I . )  Два тре— ка подобны, ес-лп пхи стороны про- 
порщональны. Если АВ : нЬ -= АС : ас =  ВС : Ьс, то Д  АВС се аЬс. 
(Фиг. 1, § 94.)

Отлолшмъ АО =  аЬ и АЕ =  ас. тогда по ус.ювіні будемъ имТ.ть 
АВ : АП =  АС : АЕ, слт.д. Д А В С с о А О Е  (§ 94), а потому 

АВ : АП ■= ВС : ИЕ. Но такъ какъ 
АВ : аЬ =■■■ ВС : Ьс, и АП =  аЬ,

то и ПЕ =  Ьс, слъд. Д  АПЕ 22 аЬс (§ 24), а посему и Д  АВС оо аЬс.

§ 96. И лощадь трапецій А В С І )  равняется произведение 
высоты Е Е  на полусумму параллельныхъ сторони А В  и ( ! )  или 
на линію ( Ж , соединяющую средины непараллельиыхъ сторони.

Проведемъ діагональ ВП, тогда Д  АВП =  А АВ. ЕР 
и Д  ВСП =  \ СП. ЕЕ, слъд.

АВСП =  і  (АВ Д  СП).
1 Если точки С и К средины стороні. АО и ВС, то

вК || АВ и I! ПС (§ 89). Такъ какъ Д  АВП ос СНП, и ДСВПсоКВН (§ 92), 
то вН = Д А В  и КН=ДСП,ел1зд. СК =  КА В+ГЛ )) а посему и АВСО=ЕР.СК.

л —
о / . :
/

§ 94. Е с  ли изъ вершины прямаго угла тре— ка А В С  опус- 
тимъ перпендикуляръ А Б  на гипотенузу, то 1 )  каждый катетъ  
будетъ среднею пропорщоиалыюю между гипотенузою и приле
жащими ки нему отрТ.зкоми гипотенузы, 2 )  перпендикуляръ бу
детъ среднею пропорщональною между отрезками гипотенузы.

д_ Тре—къ АВСосОВА,  потому что Д  В обцрй,
,/\ а Д ВАС =  И =  АПВ: точно также Д  АВС оо ПАС,

'Ч слт,д. и Д  РВА ос ПАС.
] Д -------А— 1) Такъ какт, Д  АВСосПВА и Д  АВС ос ПАС.

то оудетъ
ВС : АВ =  АВ : ВП II ВС : АС =  АС : СП.

2) Такъ какъ Д  ПВА ос ПАС, то ВП : АI) - АО : СП.
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§ » 8 .  Следстві е .  Если посредством!» измеренія какою ниоудь 
единицею линейной меры найдено будетъ, что ВС =  а, АС — Ь, АВ =  е, 
ВО — т , СО =  п, то получимъ

а : Ь - -  Ь : п, след. Ь2 =  ап 
а : с =  с : мі, след. с2 =  ат, 

а посему Ьа -}- с2 =  а ( т  -Д- п) ~  а2, след.
а =  |/Ь2—)—с2, Ь =  ]/а2— с2, с =  ]/а2— Ь2.

Такимъ образомъ зная дві» стороны прям о у голь наго тре — ка можно 
определить третью сторону.

Прямоугольные тре—ки, которыхъ стороны измеряются целыми 
числами линейной меры, равно какъ и самыя числа, называются II ива- 
гор овьтми- Таковы числа 3, 4, 5 или 5, 12, 13 или 8, 15, 17 и т. д.

§ 9 9 . Площади двухъ т р е — ковъ A B D  и А Е С , имЬюшдя 
по равному углу А , относятся какъ произведешя и хъ сторонъ, 
заключающпхъ этотъ уголь.

Если проведем!» ВС, то (§ 83, 5) будетъ 
Д  АВС : Д  ABD =  АС : АП 
Д  АЕС : Д  АВС =  АЕ : АВ, след.
Д  АЕС : Д  ABD =  АС АЕ : AD.AB

§ 1 0 0 . 1 )  Два многоугольника подобны, если они состоять  
изъ равнаго числа нодобпыхъ н подобнымъ образомъ раеположен- 
ныхъ треугольннковъ. 2 )  Если два много— ка подобны, то нхъ  
можно разделить на равное число подобныхъ и подобнымъ обра
зомъ расположенпыхъ тре— ковъ.

1) Пусть Д  А ВС аЬс, Д  A CD со acd, Д  A DE со ш1е.
II31» этого услов!я следуетъ, что углы ооопхъ много—ковъ 
попарно равны, и такь какъ АВ : ab =  ВС : Ьс ( —СА:са)
=  С1): с<! (=Г)А : da) •=!)£ : de . . . , то ABODE со abcde.

2) Если ABODE ■•хз abode, то проведя изъ углов!»
А и a /цагопаш, мы разде.шмъ оба мно— ка на равное 
ЧИСЛО тре---КОВЪ. Изъ ПОД001Я МНО---КОВ!» с.гВдуеть, что

В — I) п АВ : ab — ВС Ъс, след. Д  АВС оо аЬг.
Изъ подоб1я ЭТИХ!, тре—ковъ следуете

АС ПСА =  Вся и ВС : 1н: — СА : са, и такт» какъ
CCL BCD bed н ВС : be =  CD -. с<1, то и
>С А СП — aril н СА : са — CD : cd,

след. Д  ACD тс. aed. Подобным!» образомъ Д  АРЕ оо ade.
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§ 1 0 1 . п  лощади подобныхъ тре— ковъ, а также и подоб
ныхъ мпо— ковъ, относятся какъ квадраты сходственных!» сторонъ-

1) Если 2L А =  а, то (§ 99) 
с  Д  АВС _  АВДС.

Д  abc ab.ac 
АС АВ.

Такъ какъ

ас ab,
Д  АВС__ АВ.АВ

то оказивается, что

АВ2 
ab2Д  abc ab.ab

2) Если ( ф и г . § 100) ABCDE со abcde, то изъ подо(мя отдъльныхъ 
тре— ковъ выходитъ, что

АВС : abc -= АВ2 : ab2
ACD : acd =  АС2 : ас2 — АВ2 : ab2
ADE : ade =  АЕ2 : ае2 =  АВ2 : ab2.
Сложивъ всК эти тре— ки, получимъ 
ABCDE : abcde =  АВ2 : ab2.

§  102 . Периметры подобныхъ много— ковъ относятся какъ 
двЬ еходетвенныя стороны (Ф и г. §  1 0 0 ) .

Такъ какъ АВ : ab =  ВС : be =  CD : cd . . . ., то и 
(АВ 4- ВС +  CD . . .) : (ab +  be +  cd . . .) =  AB : ab.

§ 103 . E c  ли еходетвенныя стороны трехъ подобныхъ много- 
угольниковъ х , у , z, совмещ аются со сторонами прямоугольнаго 
тре— ка А В С , то площадь мно— ка z , поетроепнаго на гипоте- 
нузЬ, равна суммЬ площадей двухъ прочихъ мно— ковъ х , у.

По § 101 - = Æz А(л
у ВС2
/. ' АС2

Сложивъ эти два равенства, получимъ 
х +  у __ АВ2 +  ВС2

Но АВ2 +  ВС2
АС2.

АС2, слт.д. х у =  z.

§ 104. Если двТ прямыя, пересЬкаюпдеся въ точкЬ А, бу- 
дутъ пересЬкаться кругомъ въ четырехъ точкахъ В , С , D , Е ,  то 

\  разстояшя точки А  отъ этихъ точекъ пересЬчетпя об- 
-А ратно пропорщональны, т. е. АВ : AD =  АЕ: АС.

Точка А можетъ оыть вит, или внутри круга. Про- 
ведемъ BE и CD, тогда Д  АВЕ .•>£ A DC, потому что 
2±. А — А и 2 L E - -  С (§ 56, 2 ): с/гКдовательно 

AB:AD =  AE:  АС,
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§ 105. Касательная А В  есть средняя пропорціональная 
жду всею сТ.кущею А С , проведенною изъ топ же точки А , и 
Ьшнею ея частно A D .

Если проведемъ ВС и ВІ), тогда ABD -v ЛВС, 
ому что 2у. Л =  А її Д  ABI) =  С (§ 57 и § 56, 1); 
д. АС: ЛВ =  АВ:Л1).

§ 1 0 6 . Вт, шшеашюмъ четыре)'гольнпк'Ь A B C D  произве- 
(Єніє діагоналей [.синю судім'Ь пронзведеній протпволежащихъ
сторопъ, т. е. АС , BD =  AD . ВС - f  АВ . CD. (II то л 

Отложимъ дугу СЕ =  AD и проведемъ BE, тогда 
. .л. ABI) =  СВЕ и 2С ADB =  ВС А (§ об, 2), сдъд, 
_\ А131) 'Tv ВСЕ, откуда

Л1): СЕ =  ВВ: БС иш ЛI>. ВС =  CF. BD.
Латке .Л- A BE =  DBC (iwo w  АЕ — CD),
Cl. ВАС =  BDC. слъд. Д  ABF >с DBC, откуда 

АВ : BD =  АЕ : CD ,ш, АВ. CD =  AF. BD.

о м е  й . )

В

Сложпвъ оба равенства, получимъ
А В. ВС +  АВ. СБ =  (СЕ +  АЕ)ВО =  АС . ВЭ.
Ниеагорова теорема (§ 84) составляетъ только частный случай 

выведенной нами теоремы. Положимъ что А ВСІ) прямоугольник!», тогда 
А В — СО, А О = В С ,  АС =  ВО п тре — къ АВО прямоуголенъ при А, 
слЬд. полученное нами выше уравненіе приметь видь : АБ2 -(- АВ2 =  ВБ2.

§ * 0 7 .  Д ля точнКйшаго излгЕренш прямой какого ниоудь едини
цею длины употребляется мае штаб ъ. Употреблеше масштаба будетъ по
нятно изъ следующего. Возмемъ принятую за единицу лишю аЬ и изъ 
ея конца возетавимъ неопределенную прямую ас, на которой, начиная отъ 
точки а, отложимъ 10 равныхъ прямыхъ одна возле другой до какой ни- 
будь точки с, проведемъ прямую Ьс и изъ точекъ делешя пря
мой ас проведемъ параллельный къ аЬ : <1т еп .......... . тогда
видно, что Д  сс1т >о саЬ, а посему ей : са =  йт : аЬ, то есть 
1: Ю =  йт : аЬ,  след. йш =  т'гт аЬ. Подобнымъ же ооразомъ 
будетъ еп =  Лп «*!), К) =  т% аГ> и т. д., такъ что эти нарал- 
юдьныя прямыя представляютъ десятыя части данной прямой 
лЬ. Чтобы найти сотый части принятой единицы аЬ, нужно только съ ли
шен йш сделать тоже, что мы сделали съ аЬ. Построеше масштаба про
изводится такпмъ образомъ. Берутъ прямоугольную линейку н отклады- 
заютъ на ея верхнемъ и нижнемъ основашяхъ, начиная съ праваго конца, 
И) разъ принятую единицу аЬ; положимъ, что она отложится на верху до
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точки а и на низу до точки с ; нотомъ, начиная отъ точки а в.Изво 
откладываютъ нисколько разъ линйо аЗ и при каждимъ отложенш изъ

а |, конца этой лиши опу-
^ Е т г р 1 екають нерпенднкулиръ на 

\ нижнее основаше; нотомъДІЛ”
вдоль линейки на ранномч,

.у,- разстоянш другъ отъ друга 
в и отъ основаній линейки,

проводятся девять параллельныхъ основашямъ линій 1, 2, 3 . . . . и нако- 
нецъ точки діленія верхняго основанія, знключающіяся между а н .З, 
соединяются, какъ показано на чертеж'®, съ точками дКленія ннжняго ое-
нованія 1, 2, 3 ........... Тогда ясно, что р о = 1 3 т\, аЬ, цх 13ту, аЬ;
ту =  ІЗу^ аЬ, \х, =  16т75 аЬ. Если за единицу миры мы примемъ линію 
а<1, то съ помощію этого масштаба можно измерять прямыя съ точностію 
до 0,01 принятой единицы. Тогда тп =  2,83ас1, хъ = 1 , 0 7  аЗ и. т. д.

V. Задачи.

§ 108. РаздЪ лить прямую А Е  на ч аста , который относи
лись бы какъ данный лиши.

О Проведемъ чрезъ ковецъ А .шнш АЕ нео- 
\ \ \  граниченную прямую Р в , отложимъ на ней данныя

А  В  ~ С »  Я линш Е, Н1, 1К, К в, еоединимъ точки в  и Е,
нотомъ изъ точекъ К, 1, Н проведемъ лиши, параллельный прямой СЕ. 
тогда части прямой АЕ будутъ относиться, какъ данныя линш (§ 90).

2) Чтобы разделить АЕ наир, на 4 равныя части, отложимъ на 
неограниченную прямую ИИ четыре равныя, произвольной величины, прямыя, 
еоединимъ конецъ четвертой прямой съ Е, и оудемъ поступать какъ въ 
первомъ случаК.

§  Ю 9 .  Къ тремъ даннымъ лншямъ а, Ь, с найти четвер
тую пропорціональную.

На сторонахъ произвольнаго угла А отложимъ 
, ' АВ =  а, В С = Ь ,  А Б =  г, проведемъ В Г) и изъ С линію

( 1 СЕ || ВО, тогда БЕ будетъ искомая 4ая нропорціо-
\ —д----— нальная, потому что (§ 88) АВ ; ВС — ЛІ) : I)Е или

а  : Ь —  с  ; Э Е .
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§ ИО. Найти среднюю нропорціональную между данными 
.т ніяш і га  и  п .

1) На неограниченной примой откладываемъ АВ =  ш, ВС =  п, и 
опиеыпаемь на АС, какъ на діаметр!;, полуокружность-, тогда перпен
дикуляра, ВО, возставленный п.п, точки В къ АС 
и продолженный до окружности, оудетъ искомая про- 
норціональнан, потому что (§ 59, 3 н § 97, 2)

АВ : ВО =  ВО : ВС или Ш : ВО =  ВО : п.
2) Молімо также отложить на 66льшеіі линіи Е С = т  

меньшую ЕС =  н, потомъ на ЕС описать полу-окруж
ность п провести изъ Е літію PH р ЕС, тогда хорда 
ЕН оудетъ искомая ироиорц'юнальтя, потому что (§97, I)

‘ ЕС : ЕН =  ЕН : ЕЕ или ш : ЕН =  ЕН п.

§ 111. Разделить данную лишю АВ въ крайнемъ и сред- 
немъ отношенш, т. е. на татя дв-Ь части, что бы большая была 
среднею пропорциональною между всею лишею и ея меньшею 
частно.

Возставимъ на АВ въ В перпендикуляръ BE =   ̂АВ, / ^ \ р
оппшемъ ИЗЪ Е окружность рад1у|-ОМЬ ЕВ, проведемъ )
чрезъ точки А и Е прямую AF и отсЬчемъ отъ АВ часть J  У
АС =  АО, тогда С оудетъ искомая точка двлеш'я. Такъ 1 •'
какъ АВ есть касательная къ  кругу, то (§ 105)

AF : А В =  АВ : AD, а потому 
AF — АВ : АВ =  АВ — АО : АО или 
AF — DF : АВ =  АВ — АС : АС, т. е.

АС : АВ =  ВС : АС пли АВ : АС =  АС : ВС.
СлЬдств1е.  Ct KynyanAF въ точкЪ D дЪлится въ крайнемъ 

и е р е д н е мъ  отношенш.  Такъ какъ AB =  DF, toTAF : OF =  DF : BD.

§ 112. Данный параллелограмъ АС или тре—къ АВС 
обратить въ квадратъ.

1) Найдемъ среднюю пропор- 
цшнальиую РС между основашемъ 
АВ и высотою ОЕ паралледограма, 
тогда квадратъ, построенный на 
ЕС оудетъ равновешкъ параллелограму АС, потому что

АВ : Рв =  РС : ОЕ или АВ. ОЕ =  РС2.
2) Если возьмемъ среднюю пропорцюнальную РС между основа

шемъ А В тре— ка АВС и половиною высоты СЕ, то она оудетъ сторона 
иекомаго квадрата, потому что

АВ : Р в =  РС : £ СЕ ши £ СЕ. АВ =  Е в 2.
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$ 113. Данный много— къ А В С С Е  обратить въ треуголь
ника..

Отръжемъ огь много—ка діагональні СЕ тре— къ СІНІ и проведемъ 
р иль точки Г) прямую ПК || СЕ до пересиченій съ про-Д О Л М іен ІеМ 'Ь  стороны АЕ В Ъ  ТО Ч К ’Ь Е. Если проведемъ 

с СЕ, то Д  СПЕ — СЕЕ (§ 80 слъд.), и прикладывая
А'----------/в къ каждому изъ этнхъ тре—ковъ Фигуру А ВСЕ, лолу-

чимъ АВСПЕ — АВСЕ. Точно также можно обратить четыреугольникъ 
А ВСЕ' въ тре— къ.

Такь какъ всякій мно—къ можно обратить въ тре—къ, а всякій 
тре—къ въ квадратъ, то и всякій мно — къ можно ооратить 
в ъ квадратъ.

§ 114. Построить квадратъ, равный с у м м ё  или разности 
двухъ данныхъ квадратовъ.

Построимъ прямоугольный тре— къ, у котораго въ Iомъ случая 
оба катета, въ 2омъ гипотенуза подпит, катеть равнялись бы сторонамъ 
данныхъ квадратовъ, тогда квадратъ гипотенузы оудегь рапенъ суммы 
а квадрата, другого катета равенъ разности данныхъ квадратовъ (§85,  1).

Такимъ образомъ можно найти сумму произвольна™ числа квадратовъ 
или мно—ковъ.

§ 115. Построить квадратъ, который бы относился къ дан
ному квадрату Р а, какъ лиши т  къ линш п.

На прямой линш возьмемъ НЕ =  т  и Е’Е =  п, 
огшшемъ на ПЕ полуокружность, возставимъ изъ 
точки Е перпендикуляр ь ЕА, проведезгь хорды АП 
и АЕ, отложимъ на АЕ или на ея продолженш 

лишю АВ — Р, сторонЪ даннаго квадрата, и проведемъ ВС ЦЕП, тогда 
АС, будетъ сторона искомаго квадрата. — Такъ какъ

АП : АЕ =  АС: АВ или АП2 : АЕ2 =  АС2 : АВ2, 
и (§ 85, 3) АП2 : АЕ2 =  П1 : и, го и 
АС2 : АВ2 =  га : п или АС2 : Р2 =  Ш : II.

§ 116. На данной лиши ab построить много — къ,  подоб
ный данному много— ку A B C D E  (Ф п г, §  1 0 0 ) .

Проведемъ д1агонали АС и АП, отложимъ при точкЪ а уголъ 
bac — ВАС, и при точкъ b уголъ abc — АВС, тогда Д  abc où АВС. Точно 
также построимъ на ас тре—къ acd e s : ACD и т. д., тогда abodeоо АВСПЕ 
(§ 100, 1).
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§ 117. Построить много — къ,  который бы былъ подобонъ 
данному много— ку Р  п равноведикъ данному квадрату К 2.

Ооратимъ (§ 113) мне—къ I1 въ квадратъ М2, и отъпщемъ чет
вертую пропорцюнальную АВ къ лшннмъ М, N и одной п.ть сторонъ аЬ 
мно— ка Р. Если мы иоетропмъ на А13 мно— къ х , подобный данному 
Р и при томъ такъ, чтобы аЬ и АВ были сходственным стороны, то 
мно—къ х будегь треоуемымъ. — Такъ какъ (§ 100)

Р : X =  аЬ2 : АВ2, н
М: N =  а!): АВ или М2 : К2 =  аЬ2 : АВ2 то
Р : х =  М2 : А'2. Но такъ какъ 
Р =  М2, го н х =  N2.

- В  А

§ 118. По даннымъ тремъ сторонамъ ЕС.— а, АС — Ъ, 
А В  =  с, тре--ка АВС найти высоту (Л) и площадь Р тре —ка.

Перпендикулнръ СО можетъ упасть внутри С С
или вив тре—ка. Назовемъ въ оооихъ случаяхъ 
А1) чре.чъ т . тогда на первой ФигурЬ ВО — с — ш, /  т 
а на второй В1) =  ш — с, слёд. в ъ  оооихъ слу
чаяхъ ВП2 =  с2 — *2с111 -(- ш2. Въ тре—ках ь АСО и ВС1) нмЁемъ 

СО2 — Ь2 —  т 2, СВ2 =  а2 —  с2 4  2сш —  т 2, слёд.
Ь2 — ш2 — а2 — с2 4  2ст  — т 2, и потому 

I)2 4  с2 —-а 2— - --------  Теперь наидемъ
ыС

2 4Ь2 с2 — (Ь2 4  с2 — а2)2
4с2

т

с о з = ь а ■
^ I)2 4 - с2 — а2 у

1
СО =  _  У  (2Ьс +  Ь2 +  е2 — а2) (2Ьс — Ь2 +  а2)

СО ,2с I [(Ь +  с)2'— а2] [а2 -  (I. -  с)2]СО =  -—}/ (а 4  Ь 4  с) (Ь -(- с — а) (а 4  с — Ь) (а +  Ь — с).
Такъ какъ Р =  ~  СО, то

* " 1  1 (а  4  Ь 4  «) (Ь 4  е -  а )  ( а 4 *  Ь ) ( а т Ь  -  с).

Если ооозначимъ чрезъ я полусумму сторонъ тре— ка, то 
а 4  Ь 4  с =  2 * ,  1» 4" 0 —  а =  2 (я - -  а ) , а +  с —  Ь =  2 (я —  Ь).  
а 4  Ь — с — 2 (я — с), слёд.

СО =  \/$  (я — а) (я — Ь) (я — с)

р =  \ я (я — а) (я — Ь) (я — с).
Если а =  30, Ь — 29, с =  25 Футъ, то иайдемъ СО =  284 Футъ и 

Р =  360 Ц  Футъ.
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§ 119. Зада чн безъ рішіенія.
1) Построить квадратъ, который - быль ом равновелики половши; 

даннаго квадрата.
2) Обратить данный квадрата, и л и  данный треугольникъ вь равно

бедренный треугольникъ.
4} Данным грс— къ Л (Л) обратить въ другоіі тре —къ, который оы 

ИМЄЛ'Ь стороною ЛН11ІШ 1П.
4) Чрезъ точку I) внутри даннаго угла АВС провести между его 

сторонами прямую такт., чтооы она разделилась этою точкою пополамъ 
или вь отношеиіи ш : и.

53 Трапецію обратить вь нараллелограмъ топ же высоты.
В) Данный нараллелограмъ АВ(Л) обратить въ такоіі, который оы 

имБлъ стороною данную линіш а.
7) Разделить треугольники на три равный части, а) .інніпмп, про

веденными, пзъ вершины какого нпбудь угла, Ь) линінми, параллельными 
основанію.

8) Описать кругъ, который бы проходить чрезъ две данный точки 
С и 0, и касался данной прямой АВ.

9) Даны два подобные много—ка; построить много—къ подобный 
имъ и равный ихъ сумме или разности.

10) Въ данную полуокружность вписать квадратъ, такъ чтобы одна 
сторона его совпала съ діаметромь.

11) Построить прямоугольник и, равновеликий данному квадрату 0, 
такъ чтобы сумма или разность емежныхъ еторонъ прямоугольника оыла 
равна данной лнніїї АВ.

12) Выразить отношеніе а) между двумя квадратами, построенными 
на линіях'ь ш и п, Ь) между двумя прямоугольниками, стороны которыхъ 
ні, п и р, Ц, — гюсредствомъ отношенія двухъ ГфЯМЫХЪ.

13) Построить два квадрата, которые бы относились одинъ къ дру
гому какъ ш : и.

14) Данный квадратъ обратить въ два равные квадрата.
ЬЗ} Построить тре— къ, который бы былъ подобенъ данному 

тре—ку АВС и имелъ высоту а.
16) Найти площадь треугольника по данному периметру р и радіусу 

г круга вписаинаго.
17) Разделить треугольникъ АВС на две равнове.шкія части .пінією, 

проходящею чрезъ данную точку Г), лежащую па одной изъ его еторонъ.

18) Описать кругъ, который оы касался еторонъ даннаго угла 
АВС и проходнлъ бы чрезъ точку 1), лежащую внутри этого угла.
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VI. О правильныхъ многоуголыш- 
кахъ и ii:i4tpeHiii круга.

§ 120. I) Око ло ьсякаго правильнаго мпо к a ABCDE 
можно описать кругъ. 2) Во всякііі правильный мпо — къ можно 
вписать кругъ.

1) Чрезъ три точки А, В, С, онпшемъ кругъ, коего 
центрі, будетъ О, проведемъ прямым АО, ВО, СО. .  . 
п опустп.мъ изъ О на стороны мно— ка перпендику
ляры OF, OK. . . Такъ какъ АВ =  CD. BF =  CF 
(§ 44),  2С ABF =  DCF,  Д.  CFO =  CFO, то че- 
тыреугольннкъ ODCF OABF, слід. 0D =  ОА и 
точка D будетъ лежать на окружности, проходящей чрезъ точки А, В, С. 
Точно также можно доказать, что и точка Е лежптъ на тон же 
окружности.

2) Вс/Ъ стороны АВ, ВС, CD . . . какъ равный хорды, равно уда
лены отъ центра О (§ 40), потому и кругъ, описанный изъ точки О 
радіусом* OF коснется каждой стороны мно — ка.

Гірнмізчаніе. Точка о, оощій центръ огшсаннаго и вгшсаннаго 
круга, можетъ быть разсматриваема какъ центръ мно—ка. ВсЪ цен
тральные углы АОВ, В О С . . .  мно— ка равны между собою.

4
Въ правил ьномъ п — у гольник Ъ каждый изъ нпхъ — — R.

§ 121. П лощадь правильнаго мно—ка ABCDE рявняется 
половинь произведенія изъ его периметра на рад1усъ круга 
вписаннаго ( ф и г . § 120).

Площадь каждаго изъ тре— ковъ АОВ, ВОС . . . равна половин* 
произведенія основанім на а но в е му правильнаго мно—ка, т. е. на радіус* 
круга вгшсаннаго, на прим. Д  АОВ =  AB.G0, е.тьд. сумма вс іх *  тре— ковъ 
или площадь мно—ка ABCDE —  ̂ (АВ — ВС —(— CD -J- DE -f- ЕА) GO.

§ 122. і) Правильные мно —ки ABCDEF и abedef одина- 
коваго числа сторонъ подобны. 2) Въ двухъ такихъ дшо—кахъ 
периметры относятся какъ радіуси круговъ вписанныхъ или опи- 
санныхъ, а площади какъ квадраты этихъ радіусовт,.
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I) 4 1 мы такпхъ мно - ковъ равны, потому что
ВО ВСНКОМЪ ИрШЧ| 1ЫЮ\М, п — угольник* каждый 

.1•)гол ь

правильном))

R (§ И», '2) т. е. завиеитъ только
н

отъ числа сторонъ; пронорцюнальность же сторонъ 
cil;,(yen, иль того, что въ каждомъ мно- к* вс1; 
стороны равны, сл1;д. мно кп подоены (§ 78, 3).

2) Ооо.чначнмъ периметры мно—ковъ чрезъ U и и- 
тогда (§ 102) U : и = АВ : ab. Пусть АО и ао 
будутъ рад!уеы оннеанныхъ, GO и «о радуусы 

круговь, то но равенству угловъ Д  ЛОВ оо aob и
/ \  А0(3  ̂ иод, сл15д.

АВ ; аЬ =  АО : ао — вО : «о или 
I’ : ц =  АО : ао — СО : до.

Площади мно-ковъ относятся (§ 101) какъ АВ* : а!)2, слъд. н какъ 
АО2 : ао2 или СО2 : до3.

§ 123. 1)  По данному правильному мно -к у  вписанному
описать около круга подобный ему м п о - к ъ ,  и обратно, 2 )  но 
данному описанному мно— ку найти подобный ему втшсан-
ный мно— къ.

1) Пусть abode оудетъ данный вписанный 
мно — къ. Если чрезъ средины F, С, Н . .  дугъ ае 
ab, а с . . .  нроведемъ касательный АЕ, А В . . . ,  то 
онК образуштъ требуемый мно кт. ABODE. — 
Прямая OG перпендикулярна къ АВ и къ а!> 
(§ 45. 1), следовательно А В || ab. Точно также и 

ВС ! be, СП || cd и т. д. По этому въ много —какъ ABCDE и abode 
вс* угли равны. Пзъ равенства тре -ковъ теперь легко доказать, что 
АВ =  ВС =  CD . . . Следовательно мно—къ ABODE правильный и 
имКетъ одиннаковое съ abode число сторонъ, откуда ясно, что 
ABODE с\э abode (§ 122, 1).

2) Если ABODE оудетъ правильный описанный мно— къ, то для 
получения подобнаго ему вгшсаннаго мно—ка стоитъ только провести 
прямыя ОА, ОВ, О С . .  и соединить точки перееъченш Э Т И Х Ъ  лшйй 
съ кругомъ. Полученный такнмъ обраяомъ мно— къ abode оудетъ тре
буемый Веб углы мно—ка abode равны, потому что они измеряются 
полусуммою равнаго числа равныкъ дугъ, а равенство сторонъ видно 
пзъ равенства тре—ковъ aob, cob, и т. д.

Можно также получить вписанный мно—къ abode , соедини точки 
каеашя F, G, Н и т. д.
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Сліз^ствіе.  Около даннаго круга можно описать  вс'Ь п р а 
вил ь н ьт е мн о — к и, к о т о р ы е м о г у т ъ быть вписаны в ъ к р уг ъ , и 
на о б о р о т ъ.

§ 124. По данному радіусу ( А В  — г ) круга и стороні. 
( В С  =  а )  правильнаго вписаннаго мпо— на вычислить сторону 
( E F  =  А ) подобнаго ему мно— ка описаннаго.

Проведемъ A G J _ E F ,  тогда BD =  у а,
EG =  у А, и

At) — \ /  г2 — -— =  у У Тт *~~»\

Изъ подобія тре — ковъ EAG и BAD следуете
_ A D : B _ D = A G : E G  или

У У 4 г2 — а2 : У а =  г : у А, слід.
. 2аг

А =  — — •
| /’4га — а 2

При г =  1 оудемъ иметь

А =
у  4 — а2

§ 125. По данному радіусу ( А Е  г )  круга и стороні', 
( А В  =  а )  вписаннаго правильнаго мно — ка вычислить сторону 
(А С  =  Ь ) вписаннаго правильнаго же мно— ка, имъющаго вдвое 
болЪе сторони.

Подояшмъ, что дуга АВ разделена вт, точке С 
пополамъ, тогда АБ =  уа и линія АС ( =  ВС) будетъ 
сторона Ь искомаго мно— ка. Изъ тре— ка АСБ имеемъ 

Ь2 =  У а2 -)- СВ2 ши 
Ь2 =  у а2 +  (г—БЕ)2,
Ь2 =  у а2 +  г2 — 2 г . БЕ +  БЕ2. _

Но БЕ2 =  г2 — У а2, слід. БЕ =  у У 4г2 — а2.
Вставивъ эту величину въ выражеше Ь2, получимъ
Ь2 =  у а2 А" г2 — г У  4г'2 — а2 -)- г2 — | а2, или
Ь2 — 2 г2 ...  г У 4г2 — а2, следовательно

!) — У  2г2 — г | 4 г ' - а2 .

§ 126. Сл е д с т в і я .  1) Если г =  I, то

Ь =  У  2 —  К 4 - - - а 2 .
2) Эта Формула, решенная относительно я, даетъ 

а — Ь У  4 — Ь2 .
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П осредством !» этого выражетп'я по данной сторон!» впи
сан н а г о м н о — к а можно найти сторону в п и с а н и а г о же мни — к а, 
и ми ющ а го вд в о е  меттЁе е тор опт».

§ Vil. Въ круг! вписать правильные мно—кп, пмі.юіціе 
4, 8, 1 6 , . .  . сторонъ.

Проведемъ два перпендикулярные діаметра АС и 
ВП и соединпмъ нхъ оконечности, тогда ABOD и будетъ 
требуемый квадраті», потому что углы АВС. ВСІ) . . . 
прямые (§ 56, Л), а стороны АВ, ВС . . . равны по ра 
равенству тре ковт» АВЕ, СВЕ . . .

Раздыимъ поподамъ дуги АВ, ВС . . . н соединпмъ 
точки дТленія, тогда получимъ правильный 8— угольникъ. Если будемъ про
должать далТ»е дВленіе, то получимъ мно—ки, имВющіе 16, 32 ... сторонъ.

§ 128 . Для выражешя стороны квадрата въ единицахъ радіуса 
круга описаннаго имбемь уравненіе АВ2 =  АЕ2 -f- ВЕ2 =  2АЕ2, слёд. 
АВ =  АЕ J/2, и если радіуса АЕ =  1, то АВ =  ] 2.

Если мы вставимъ въ Формулу § 126, 1 вместо я величину ] 2, то получимъ сторону 8— угольника вппсаниаго, выраженную въ единицахъ радіуса, =  (/ '2 —  |/ 2 .
Вставивъ эту последнюю величину вмТ.сто а въ туже самую Фор

мулу, получимъ сторону 16 - угольника =  ~\/ 2 — {/' 4 — (2 — )У 2)

=  J 2 - -  I 2 -:- 1-2.

§ 129. В ъ  круг!» вписать правильные мпо— к и , ішЕющіе
3 , 6 , 1 2 , ___ сторонъ.

частью цТ» той 
шестой части 
6 разі». Bet, 
равного числа

ЗаеТчемъ на окружности 6 разі» хорду, равную ра
діусу АО, и соединим!» точки дТ.ленія А. В, С . . . ,  тогда 
получимъ правильный шестиугольник!» ABCDEF. Потому что въ равностороннем!» тре—кТ» АОВ каатдый уго.тъ 
равеиъ |В пли |-R, т. е. уголъ АОВ измеряется шестою 

окружности, потому и радіусі» АО — АВ составляет!» хорду ЦТ» той окружности, слёд . отложится на этой последней 
углы АВС, В О ! ) . . . .  равны, какъ измеряемые полусуммою 
равных!» дугь.

Если проведем!, ЛПНІИ АС, СЕ, то получим і ,  правильный тре —къ. 
Хорда, соотвЁтетвутощая половинТ» дуга АВ, будетъ сторона правильиаго 
12—уголт.ника тт т. Д.
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§ 130 . Если принять рэдуусъ за единицу, то сторона Г)— уголь
ника впнсаннаго =  1.

Положивъ Ь = 1  въ Формул!; § 120,  2 ,  получимъ сторону прав, 
тре— ка вписаннаго =  |/3.

Положивъ а =  1 въ Формул!; § 1 20 ,  1, получимъ сторону прав. 
12— угольника =  | / 2 — |/3.

Если это последнее выражеше вставимъ опять въ туже Формулу вместо 

а, то получимъ сторону прав. 2 4 — угольника =  I 2 —  2 -|- [ ' 3 .

§ 131. В ъ  к р у г ! вписать правильные мно— ки, имі.юшіе 
5, 1 0 , 2 0  . . . сторонъ.

Если раздблимъ рад1усъ СА въ с.реднемъ и крайнемъ 
отношенш въ точке О и возмемъ хорду АВ, равную 
большему отрезку СБ, то АВ будетъ сторона десятиуголь
ника. Проведемъ СВ и ВО, тогда имЪемъ (§ 109)

АС : СІ) =  СО : АО или 
АС : АВ =  АВ : АО,

и такъ какъ тре— ки АВО и АСВ кроме того имеютъ утолъ ц общій, то 
они подобны (§ 93), слід. 2С ъ =  х. Но какъ Д  АСВ есть равнобед
ренный, то и въ Д  АВО должно быть ВО — АВ =  СП, а посему
2)1 р =  С[, у =  х =  г. Внешній уголъ р =  х -}- у =  2 х, след. и 2С Ц =  2 х. 
Въ Д  АСВ имеемъ (§ 13)

х +  у +  г +  ц =  2К или 
х -{- х  х 2х — 2 Б, т. е. 5 х =  2 й, 

слід, х =  |И =  Т%В. Изъ этого следуете, что соответствующая углу X 
дуга АВ есть целой окружности и потому и АВ будетъ хорда де
сятой части окружности.

Если въ правильном!. 10—угольнике соединимъ вершины чрезъ 
одну, то получимъ прав. 5—угольннкъ. Чрезъ последовательное же де- 
леніе дугъ, стягиваемыхъ сторонами 10— угольника, получимъ мно—ки 
о 20, 40, 80 . . .  . сторонахъ.

§ 132. Чтобы выразить сторону прав. 10—угольника въ единицахъ 
радіуса, стоите найти больший отрТ.зокъ радіуса, раздВленнаго въ сред- 
немъ и крайнемъ отношеніи. Положивъ, что больной отрезокъ — х и 
радіусе ~  1, получимъ пропорцію

1— х : х =  х : 1, откуда х =  ^ (]/  5— 1).
Если мы вставимъ это вьіраженіе вместо Ь въ Формулу § 120, 2, то 

получимъ сторону прав. 5— угольника (|/5 — 1) |/4— 1 ( |/ 5 — 1)-,іС Г я -іЖ н 'з '+ К З ) ' - у / 'І
ИЛИ
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§ 1 3 3 .  Въ крупі. вписать правильные мно-- іш , имііющіє

Засечемъ на круге отъ точки А по 
одному и тому же направленію хорду АВ, 
равную стороні} прав, (і—угольника, и хорду 
АС, равную сторон-]} прав. 10— угольника : 
тогда разность СО соответствующихъ дугъ 
равняется -,1— у1̂  =  целой окружности,

след. хорда ВС будетъ сторона прав. 15— угольника.
Деля Дугу ВС последовательно пополамъ мы нандемъ стороны М Н О---- К О В Ъ , ИМ ТзЮ Щ ИХЪ 30, 60 . . . .  сторонъ.

§ 134. Для пьіраженія стороны ВС прав. 15— угольника въ еди- 
ницахъ радіуса нмеемъ АВ - 1 и АС =  ( У 5 — 1) (§ 132): и такъ 
какъ 2С. АСП =  АВЇ) =  Б, то (§ 84) получимъ

ВО =  ]/ и СО =  | 4 - 1 ( У 5 — I)2 =  і  У и Т + 2 У : } : 
по § 105 АО . ВС Д- АС . ВО =  АВ . СО, т. е.

2. ВС -4- (К о— 0  КЗ =  і  I •" "  2 Г  6. след.
ВС =  I ( ]/  10 +  2 \' 5 — у  15 -)- У 3) =  0,4158234.

§ 133. Съ умноженіемь числа с т о ронъ периметръ 
вппеаннаго прав. мно — ка увеличивается,  а описаннаго

Пусть дудеть АВ сторона какого ниоудь 
вппеаннаго прав, мно— ка, а АЕ и ВЕ стороны вин- 
саннаго мно— ка двоіінаго числа сгоронъ, тогда 
АЕ -(- ВЕ д> А В, пзъ чеі’о слТ.дуетъ, что периметръ 

втораго вписан, мн—ка более периметра перваго. Далее, если АО и ВО 
будетъ половины двухъ сторони описан, мн — ка, а СЕ сторона описан, 
чн -ка двоіінаго числа сторонъ, то СО -|- І)Р >  СР , след, периметръ 
втораго описаннаго мн—ка менЬе периметра перваго

Такъ какъ съ умноженіемь числа сторонъ вгшеаиныхъ и описан
ії ыхъ м и — ковъ ихъ периметры все более и более приближаются К'Ь окруж
ности, то можно получить такіе два мн—ка, одинъ вписаниміі, а другой 
описанный, что разность ихъ периметровъ будетъ менее всякой данной 
величины, какъ оы мала она нп была. (.ледовательно величина окруж
ности, заключащенея между периметрами соответствующих!, вписапныхъ 
и описанныхъ мн—ковъ, еще менее будетъ различаться отъ периметра 
одного пзъ этихъ мн — конь, нежели периметры самыхъ МП ковъ между 
собою. Посему всегда возможно оудетъ найти такой вписанный или они- 
санный мн къ, что разность между его перпметромъ и окружностью 
будетъ менЬе всякой данной по произволу величины.

умень-  гнае тся .

15, 30, 60 . . . стороні}.
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§ 130. Окружности круговъ относятся какъ ихъ радіуси 

или діаметри.
Иериметръ вписаннаго мно— ка будегъ увеличиваться съ увели- 

ченіемь его сторонъ, между твмъ какъ иериметръ описаннаго мно—ка 
въ томь же случаи будетъ уменьшаться, но первый всегда менве, 
а второй оолВе окружности. Чрезъ аослВдователытое увеличение числа 
сторонъ одного изъ этихъ мно—ковь величину его периметра можно такъ 
приблизить къ величин  ̂ окружности, что разность между ними можетъ 
быть сдВлана менВе всякой данной величины; потому кругъ можно раз- 
сматривать к а к ъ  правильный мно— къ с ъ  безконечно боль- 
шнмъ числомъ безконечно малыхъ сторонъ.  Если мы предста- 
вимъ два круга какъ два правильные мно—ка одинакового числа сторонъ, 
то кь нимъ можно приложить теорему § 122, 2, а именно, что периметры 
правильныхъ мно—ковъ одинакового числа сторонъ относятся какъ радіусьт 
круговъ вписанныхь пли шшсанныхь, слъд. и круги оудутъ относиться 
какъ ихъ радіусьг, или тоже самое, какъ ихъ діаметрьі.

Другое доказательство.  Полонишь, что про
порція окр. АВ : окр. аЬ =  АВ : ab не справедлива, 
а будетъ существовать пропорція

окр. АВ : окр. ab =  АВ : ас,
гдв ас >  ab. Впишемъ вь кругв радіуса ас нрав, 
мно— къ но какому нибудь вышеописанному сиосооу. 
Чрезъ послВдовательное двлепіе дугь, стягпваемыхъ 
сторонами, можно наконець получить мно—къ съ такими 
малыми сторонами, что онъ не будетъ достигать круга 
al). Обозначили» иериметръ этого мно—ка чрезъ р и 
впишемъ въ кругв АВ подооныи ему мно—к ъ , котораго 
вемъ чрезъ Р, тогда но § 122, 2 оудемъ имвтъ

Р : р - АВ : ас.
Изъ этихь двухъ ироиорцш слвдуетъ, что

окр. АВ : Р =  окр. аЬ : р,
что невозможно, потому что окр. АВ >  Р , а окр. аЬ <  р, слВд. и наше 
иредиоложеше, что четвертый членъ пропорцш окр. АВ : окр. а1) =  АВ : аЬ 
чолпе аЬ, не возможно. Точно также можно доказать, что этотъ членъ 
не можегь быть менве аЬ.

§ 1 3 ? .  СлВдств1е.  Дуги АВ п аЬ р а з н ы х ъ  круговъ» 
с о отв В тот ву юпДя равнымъ центральнымъ угламъ,  от нос ятс я  

ихъ рад1усы АО и а о (фиг. § 122).
По § 53 2С АСВ : 4 11 — дуга АВ : окр. АО 

и 2+1 асЬ ; 4 В — дуга а!» : окр. ао,

к а к  ъ
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но такъ какъ 2£1 АОВ =  аоЬ, то
дуга АВ : дуга аЬ =  окр АО: окр. ао =  АО : ао.

§ 138. Площа дь  круга равна половині', проняв еденія 
окружности на радіусі , .

Если будемъ разсматривать кругъ какъ прав, мно—къ безчисленнаго 
множества безконечно малыхъ сторонъ, то предложеніе § 121, по которому 
площадь прав, мно—ка равняется половині пронзведенія его периметра 
на радіусі вписан, круга, можетъ быть применено и къ самому кругу, 
коего площадь слід, будетъ равняться половині пронзведенія окружности 
на радіусі.

Другое  д ока з а т е л ь ст в о .
Пусть У АС X  окр. СА не будетъ выражешемъ 

площади круга СА, а мЪрою большего круга СВ, такъ 
что

\ АС X  окр. СА =  площ. кр. СВ.
Опишемъ около круга СА прав, мно—къ съ такимъ 
числомъ сторонъ, чтобы oнi не касались круга ВС, и 
обозначимъ периметръ этого мно—ка чрезъ Р, тогда 

площадь его будетъ равна  ̂АС X  Р- Такъ какъ окр. СА <  Р, то 
У СА X  окр. СА <   ̂ СА. Р слЬд. и 

площ. кр. СВ <с 4- СА X  Р,
т. е. площадь круга СВ мeнie площади мно— ка, заключающагося внутри 
его, что невозможно, а потому не можетъ быть чтобы ^-АС X  окр.СА 
была больЬе площади круга СА. Подобнымъ образомъ можно доказать, 
что уАСХокр. СА не можетъ быть меньше площади круга СА, а потому 
У АС X  окр. С А =  площ. кр. СА.

§ 139. Площадь сектора А О В  равняется половині» произ
ведения его дуги А В  на р ад іусі А О . (Ф иг. §  1 2 9 ) .

Такъ какъ секторъ относится къ площади круга, какъ его дуга къ 
цілой окружности, то мы ИМІЄМІ

сект. АОВ : у АО X  окр. ОА =  дуга АВ : окр. ОА, 
слід. сект. АОВ =  у АО X  Дуга А В.

§ 140. 1) Во ВС’ЬХЪ круг а хъ  отнопіеніе окружности къ
ді аметру есть  величина постоянная.

Означивъ окружности двухъ кругові, чрезъ Р и р, и ихъ радіусьі 
чрезъ И и г, будемъ йміть (§ 136)

Р : р =  2 В : 2 Г, слід, и Р : 2 И =  р : 2 Г.
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2) П о с т о я н н о е  о т н о ше н 1 е о к р у ж н о с т и  к ъ д 1 а м е т р у О б О 3- 
нача е т с я  ч р е з ъ  л ,  такъ что, если р оудетъ окружность какого нибудь 
круга, а г его рад1усъ, то

3) Изъ сего слідуеть Формула

I» =  3  г # 1.
т. е. окружность круга равна удвоенному раді усу,  умно
женному на постоянную величину п.

4) Если діаметр и крута оудетъ ~  1, т о  окружность равна величині л , 
потому что, вставнвъ въ нредъндущей Ф о р м у л і  2 г = 1 ,  получимъ р =  п.

о) Если ооозначнмъ чрезъ F площадь круга, чрезъ р его окруж
ность, а чрезъ г радіусь, то (§ 138) F =  -£pr. Но такъ какъ р =  2гтг, то

V  =  г3 I t ,
т. е. площадь круга равняется квадрату ра д і у с а ,  умно
женному на постоянную величину л ,

В) Если о о о з н а ч н м ъ  чрезъ d діаметрь круга и вставимъ въ предъ- 
ндущую Ф о р м у л у  в м В с т о  г величину 4d, то получимъ F =  ^ d 2 Tt-

§ 141. Площади круговъ относятся какъ квадраты ихъ  
радіусові или д іам етр ові

Если F и f будутъ площади двухъ круговъ, R и г ихъ радіуси, 
D и d діаметри, то

F ~  R 2 гс —  ̂D2 я, f =  г2 п  =  I  d2 п, слід.
F f =  R2 : г3 =  D2 : d2.

§ 14®. Секторы А В С  и D B E  разныхъ 
к р уговъ , югЬющіе равные центральные углы, 
относятся какъ квадраты радіусові круговъ.

Такъ какъ АВС : DBE — \ АВ X  АС :  ̂ DB X  DE, 
но >■—> АС :'—' 1>Е =  АВ : DB, то 
ABC :DBE =  АВ2 : DB2.

§ 143. Найти приближенное отношеніе П окружности 
къ діаметру.

Вычисляя последовательно периметры вписанныхъ и описанныхъ прав, 
мно—ковъ все съ ббльшимъ н оольшимъ чиеломъ сторонъ въ единицахъ 
радіуса, мы получимъ два ряда чиселъ, изъ которыхъ одни будутъ меніе, 
а другія боліє окружности. Съ увеличеніемь числа сторонъ мно— ковъ

4*



о 2

эти ряды сближаются все более и более. Если начнемъ еъ прав. 6 —уголь
ника вписаннаго, то получимъ сторону его a — J , а сторону опиганнаго

2
6 —угольника по § 124 А =  j Следовательно периметръ вписан.

12
6 —угольника =  6, а периметръ описан, 6 —угольника =  =  6. 9282 .

Между этими двумя числами содержится ветчина окружности. Чтобь
получить более тесные пределы, перейдемъ къ мно—камъ о 12. 24 .
сторонахъ. Пусть будутъ а', а", а"'. . . стороны вписанныхъ 12, 24, 48 .
угольниковъ, и А', А", А“‘ . . . стороны соответствующих!! МНО— ковъ опи
санныхъ. Если въ Ф о р м у л у  § J25 вставимъ а =  1, тогда а' =  \/ 2 — ]ЛЗ,
и когда эта величина будетт> вставлена въ формулу  ̂ 124, то получимъ

2 а' . .
А' =  Продолжая такимъ оора.чомъ оудемъ иметь следующую

таблицу:
е р и м е т  р Ы-

«' = 1 / 2 - К З =  0,517638090205 12 а' =  6,2116571

А' =  - у  J j L  . =  0.535898.384826 12 А' == 6,4.307806
1/ 4  — а'2

а" = 1 / 2 — У  4 -- а ' 2 — 0,261052384440 24 а" =  6,2652572
2 а“

I / 4  — а"2
=  0,26.3304995174 24 А" =  6.3193199

Продолжая вычислеше такимъ образомъ напр. до 12288— угольника, 
найдемъ, что периметръ вписан. 12288—ка =  (1.2831852 

периметръ описан. 12288— ка =  6.28-31854.
Изъ этого видно, что разность между периметрами вписанныхъ и опи- 
санныхъ мно—ковъ становится менее и менее, такъ что периметры 
12288—ка различаются между собою только двумя десяти— мил.понными 
долями. Первыя семь циФръ 6.28-3185, оолцля обеимъ числамъ, будутъ 
выражать самую окружность въ едншщахъ радлуса. При этомъ ясно, что 
продолжая вычислеше еще далее, мы могли бы определить величину 
окружности гораздо точнее.

Взявъ за окружность среднее арпометнческое между периметрами 
12228—угольниковъ вписанныхъ и опиеанныхъ, мы получимъ для ней 
6,28-3185-3- Такъ какъ мы приняли сторону вписаннаго 6 —угольника 
или рад1усъ круга =  1, то дламетръ круга = 2 ;  след, приблизительно 
л =  6,28-31853 : 2, т. е. 11 =  3,1415996. 22Архиме де  вычнсливъ периметръ 96 —угольника, наллелъ п — - " 

,355 7‘
Более точно отношеш'е 7Т — и з

Въ новейшее время отношеш’е п вы

числено Клаусеномъ (въ ДерптЬ) съ точностно более 500 десятич-
ныхъ знаковъ-



5 3

§  1 4 4 .  Задачи безъ рЪшешя.
1) Построить тре—къ по двумъ данным ь сторонамъ а, b и перпен- 

дику ляру р, опущенному изъ конца первой изъ атихъ сторонъ на другую.
2) Построить тре къ по данному основанії» АВ, противолежащему 

ему углу а, и отношенію гп : п между другими сторонами.

3) Построить кругл,, піощадь котораго равна іась бы пющади, за
ключающейся между двума данными концентрическими кругами.

4) Доказать, что три прамыа АП, BE,CF, 
соединающіа вершины тре— ка АВС съ сре
динами противолежащихъ сторона,, пересе
каются въ одной и топ же точке О, удаленной 
отъ каждой вершины на g линіи, соответ
ствующей вершине.

о) Разделить данный треугольник!, на четыре равныа (2 2 )  треу- 
го іьнпка.

(і) Данъ кругъ. радіусе котораго R, и внутри круга дана точка А. 
Описать радіусомл, г окружность, котораа проходила бы чрезъ точку А 
и касалась даннаго круга изнутри.

7) Найти отношеніе между гипотенузою прямоугольнаго тре—к а и 
прямою, соединяющею ея средину съ вершиною прямаго угла.

8) Въ данный секторъ вписать кругъ.
9) Описать кругъ рад|'усомъ г такъ, чтобы онъ отс/Ькалъ отъ сторонъ 

даннаго угла а хорды, равный линіи ш.
10) На окружности даны две точки А, В. Найти на ней третью 

точку х, которой разстоянія отъ двухъ первыхъ относились бы какъ ш: Ti

l l )  Радіусоме R описать окружность такъ, чтобы она отстояла отъ
точки А на разстояніе in. и отъ точки В на разетояніе п.

12) Внутри тре—ка найти точку, чтобы прамыа, проведенныя отъ 
ней къ вершинамъ угловъ разделили тре — къ на три равновеликіе 
тре—ка.

13) Найти на данной прямой АВ точку, чтобы проведенная изъ 
ней касательная къ данному кругу равнялась линіи m.

14) На данной линіи АВ построить четыреугольникъ, равновеликій 
данному.

15) Превратить прямоугольникъ, имЖющій стороны а, Ь, въ другой 
прямоугольникъ, котораго стороны относишсь бы между собою какъ ш : п.

16) Разделить тре—къ пополамъ линіею, перпендикулярною къ одной 
изъ его сторонъ.

м  F  N
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17) Построить тре— къ по данному углу а, прилежащей къ нему 
стороні АВ и перпендикуляру р, опущенному изъ нершины данного угла 
на противолежащую сторону.

18) Построить тре—къ по данному упу а и перпендикулярамъ ш и н, 
опущеннымъ изъ концовъ прнлежащихъ къ нему сторонъ другъ на друга.

19) Рад1усомъ г описать окружность такъ, чтобы она отстояла отъ 
данной точки Р на разстояніе р, и отсікала отъ данной линіи АВ 
хорду ш.

20) Секторъ, котораго центральный уголь прямой, превратить въ 
полукругъ.

21) Построить прямоугольный тре— къ, котораго гипотенуза рав
нялась бы линіи ш, а площадь — квадрату р2.

22) Построить тре —къ по данной стороні а , и перпендикулярамъ 
т  и п, опущеннымъ изъ ея концовъ на противолежащія стороны.

23) Чрезъ точку А привести прямую, которая оы отрізала въ дан- 
номъ кругі дугу, Ь вміщающую уголъ ш.

24) Изъ точки А данной окружности провести такую хорду, чтобы 
соотвітетвующій ей центральный уголь быль равенъ углу а.

25) Построить прямоугольный тре — къ по данной гипотенузі ш и 
условію, чтобы одинъ изъ осгрыхъ угловъ быль вдвое боліє другаго.

29) По данной суммі Б двухъ смежныхъ сторонъ построить прнмо- 
угольникъ, равновеликий данному квадрату ш2.

27) Разносторонний треугольники превратить въ равносторонній.
28) Въ данный тре—къ вписать квадратъ
29) Построить тре—къ по тремъ перпендикулярамъ а, Ь, с, опущен

нымъ изъ вершинъ тре — ка на противолежащія стороны.
30) Изъ точки А провести къ данной окружности сікущую такъ, 

чтобы она разділилаеь окружностью поиоламъ.
31) Изъ точки А (фиг. § 111) провести къ данной окружности с і 

кущую (АР) такъ, чтобы она разділилаеь окружностью въ крайнемъ и 
среднемъ отношеніи, и именно хорда (ИР) была большая часть разділен- 
ной линіи АР.

32) Данъ уголъ АВС и внутри его точка М. На стороні АС найти 
точку, равно отстоящую отъ стороны АВ и данной точки М.

33) Провести линію, которая бы отсікала отъ двухъ данныхъ 
окружностей дуги, вміщающія первая уголь т , а вторая уголъ п.
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I. О прямыхъ ЛІНІЯМ» II плоскостяхъ 
въ пространств ̂ .

§ 145. 1) Стереометрія разсматриваетъ различный сочетанія
плоскостей и лпнііі въ нроетранстві,, изучаетъ геометрическія твла и 
поверхности и даетъ способы И Х Ъ  ИЗМ'ВренІЯ.

2) Провести пло с ко с т ь  ч р е з ъ  данную прямую значить 
провести плоскость такъ, чтобы съ нею вполнВ совпала данная прямая.

Если прямая имВетъ съ плоскостью тодьку одну общую точку, а 
всВми остальными точками лежить вн1з плоскости, то говорять, что прямая 
пе рес вкаетъ плоскость.

Если прямая линія пересвкаетъ плоскость и перпендикулярна къ 
всВмъ прямымъ, проведенным:, въ этой плоскости чрезъ точку переси
ченій, то она называется перпендикуляромъ къ плоскости,  а плос
кость п е р п е н д и к у л я р н а къ прямой линіи.

Прямая лишя и плоскость параллельны,  если он В при произволь- 
номъ продолженщ въ обв стороны не иересвкаются; точно такъ же и 
двВ плоскости параллельны, если не пересВкаются, сколько бы онВ не 
оыли продолжены.

3) ДвВ прямыя, лежапря въ одной плоскости, всегда параллельны, 
если при произвольномъ продолженш не встречаются. Но въ про- 
странствВ двВ прямыя могутъ имвть такое положелпе, что не 
в с т р В ч а ю т с я при пр и зво л ьиомъ про до лже н а ,  а в с е т а к и не па
раллельны.  Положимъ что двВ плоскости С и П) про- 
ходятъ чрезъ прямую АВ, и что изъ двухъ какихъ. ни- 
будь точекъ этой прямой возставлены кт, ней перпен
дикуляры АС и В !), одинъ въ плоскости С, другой въ
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плоскости О; эти перпендикуляры не будуть параллельны между собою, 
но и не пересекутся.

§ 146. Чрезъ три точки, не лежащія на одной прямой,
МОЖНО провести ТОЛЬКО о д н у  ПЛОСКОСТЬ; сл едо ват ельн о  ПОЛОЖЄНІЄ 

плоскости совершенно определяется тремя точками, не лежащими 
на одной прямой.

Положимъ, что две точки будуть соединены прямою, чрезъ кото
рую проведена плоскость. Обращая около прямой, какъ около неподвиашой 
оси, эту плоскость, мы ей моаіемь дать безконечно большое число различ- 
ныхъ положеній. Возмемъ где нибудь вне прямой еще точку и будемъ 
вращать плоскость до гехъ поръ, пока она не пройдетъ и чрезъ эту точку, 
тогда отъ малейшаго вращенія плоскость должна оставить взятую нами 
третью точку, следовательно положеніе плоскости, проходящей чрезъ три 
данныя точки, не лежащія на одной прямой, неизменно, и все плоскости, 
проходящія чрезъ три общія точки, сольются.

§ 1 4 Ї .  1) Чр е з ъ д в е  п е р е с Є к а ю щ і я с я или параллельный 
прямыя можно провести только одну плоскость,  потому что 
все плоскости, проходящія чрезъ две такія линіи, будуть иметь три 
общія точки, не лежащія на одной прямой, и потому совмещаются.

2) Чр е зъ  данную точку въ пространств^ можно провести 
только одну лині ю парал лельную данной прямой.

3) Чр е з ъ  четыре ИЛИ о о л £ е точки можно провести или т о ль ко  одну  п л о с к о с т ь  или ни одной.
§ 148. П е р есе ч ет е  двухъ плоскостей есть прямая линія.

Если бы между точками, общими той и другой плоскости, были три 
не лежащія на одной прямой точки, то плоскости слились бы, а не пере
секлись.

§ 146. Е с  ли прямая А В , пересекающая плоскость М  
въ точке В ,  перпендикулярна къ двумъ прямымъ В С  и В Б ,  
проведеннымъ на плоскости М  чрезъ точку пересЬченія В ,  то 
она перпендикулярна и ко всякой другой прямой В Е ,  прове
денной чрезъ ея основаніе В  на той же плоскости, а след, пер
пендикулярна и къ самой плоскости.
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Соединимъ ДВІ произвольны» ТОЧКИ С (1 О пря- 
чыхъ ВС и ВО ллніею СО, которая переськаетъ ВЕ 
въ тонкі Е, продолжимъ Л В по другую сторону 
пюекости М такъ что ВЕ — АВ. п прове, демъ 
АС, АЕ, АО, ЕС, ЕЕ, ЕО. Такъ как.,

АС— ЕС п АО =  ЕО (§ -2Ы. 2). то (§ 24).
А  А СО 22 ЕС 0, с л ід . Еі АСІ) — ЕГО, п (§ І Ї )
Д, АСЕ 22 ЕСЕ, с л ід . АЕ =  ЕЕ, потому (§ 24)
Л  АВЕ 22 ЕВЕ, слід- 2С АВЕ — РВЕ. п потому 

АВ . |_ ВЕ.

§ 150. Е е ли три ирямыя С В , О В , Е В  перпендикулярны 
къ одной и той же прямой А В нъ одной и гой же ТОЧКІ В , то 
онЬ находятся въ одной плоскости, которая перпендикулярна 
къ прямой А В .

Проведемъ чрезъ ДВІ ИЗЪ ЭТИХЪ ЛИНІЙ ВС и ВЕ 
плоскость СВЕ. Лшпя АВ будетъ перпендикулярна къ 
этой плоскости (§ 149). Если ПО.ЮЯШМЪ, что ВБ не 
лежитъ въ плоскости СВЕ, то мы можемъ чрезъ Л11НІИ ВО 
и АВ провести плоскость А В < I, которая пересічень СВЕ 
по линіи Всі, такъ что ВС, Всі и ВЕ будуть лежать въ  
одной и той же плоскости СВЕ, Такъ какъ АВ СВЕ, то АВ пер
пендикулярна и къ Всі, лежащей въ плоскости СВЕ. Въ такомъ случаі 
къ прямой АВ ВТ, одной и гой же плоскости АВО чрезъ точку В были 
бы проведены два перпендикуляра Всі п ВО. что не возможно (§11), 
слід, не можетъ быть также, чтооы .шнія ВО лежала вні плоскости СВЕ.

Сл і д с т в і е .  Если прямой уголъ АВО обращается около 
одной изъ с в о и х ъ  с торонъ АВ, какъ около оси,  то другая 
сторона ВО о пишет ъ плоскость ,  перпендикулярную к ъ  АВ.

§ 151. Изъ данной точки А , находящ ейся на плоскости 
М  или Ш[Т> е я , можно провести только одинъ перпендикулярі 
А В  къ плоскости Лі.

Иоложимъ, что к ромі Л1ІНІ1І АВ еще И ЛІ1НІЯ 
АС_ЕМ,  тогда проведя чрезъ АВ и АС плоскость, 
которая пересічеть плоскость М въ первомъ слу
чаі по линіи АО, а во второмъ по ВС, мы получимъ 
въ первомъ случаі 2 £  ВА1) =  Б =  САП , а въ вто
ромъ тре—къ АВС, нміющій два прнмыхъ угла, что 
одинаково невозможно.

А

Р
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§ 152. Чрезъ точку А ,  находящуюся на прямой В С  или 
в н і е я , можно провести только одну плоскость Р ,  перпендику
лярную къ этой прямой.

Положимъ, что кромЪ Р можно провести еще плос
кость О J_ ВС, тогда, проведя въ первомъ случай чрезъ 
ВС плоскость, которая пересйчетъ плоскости Р и У по 
лишямъ AD и АЕ, получимъ BAD =  R =  ВАЕ. Про
ведя же во второмъ случай плоскость чрезъ точку А и 
линію ВС, получимъ тре—къ ADE съ двумя прямыми 
углами. 'Гакъ какъ оба слйдствія невозможны, то и 
самое предположеніе, что Q J _ B C ,  также невозможно.

Если изъ точки А , лежащей в н і плоскости М , 
этой плоскости перпендикуляръ А В  и нисколько 

наклонныхъ А С , A D , А Е  . . . , то
1 )  перпендикуляръ будетъ короче всякой наклонной;
2 )  наклонныя А С  и А О , которыхъ основаній равно уда

лены отъ основаній перпендикуляра, равны между собою;
3 )  изъ двухъ наклонныхъ А Е  и А С  та б о л і є , которой о с-  

нованіе далВе отстоитъ отъ основанія перпендикуляра.

1) Всякая наклонная, напр, АС, какъ гипотенуза прямо- 
угольнаго тре— ка, болйе катета АВ.

2) Если ВС =  BD, то Д  ABC ^  ABD (§ 17), елъд. 
АС =  AD.

3) Если В Е > В С ,  и если въ тре—къ АВЕ будетъ 
проведена линія AD такъ, что B D = B C , то A E > A D  (§28, Зу 
слід, и А Е>А С .

Слйдстві е .  Перпендикуляръ АВ,  какъ кратчайшая линія, 
которую можно провести изъ точки А на плоскость  М, еду- 
житъ мйрош разстоянія точки А отъ плоскости М.

§ 1«*4. 1 j Если изъ концовъ прямой ЛИНІИ
АВ опустимъ на какую нибудь площадь М перпен
дикуляры АС и BD, то прямая CD, соединяющая 
ихъ основанія С и D, называется проекцією ли ні и 
АВ на плоскость М. Плоскость М, въ которой 
лежитъ прозкція линій АВ, называется плоскостью 

прозкці й,  а плоскость ACBD, проходящая чрезъ перпендикуляры АС 
и BD, —■ прое кт ирующе ю плоскостью.

к I)

%л
Гу

Р

Е/ D

§ 153.
проведемъ къ
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2) Когда прямая АВ пересЪкаетъ плоскость М (какъ въ Фигур® 

§ 155), тогда проэкц)я прямой АВ будетъ разстояше (ВС) точки пере- 
сЪчешя В отъ основажя перпендикуляра АС, опущеннаго пзъ другаго 
конца на плоскость. — Уголь АВС, заклочающжся между лижею АВ и 
ея проэкщею ВС, называется угломъ наклонеш'я лижи АВ на плос
кость И. или просто угломъ лиши АВ с ъ  плоскостью М.

§ 155. Уголь АВС наклонешя линш АВ съ плоскостью М 
есть самый менышй изъ всЬхъ угловъ, которые наклонная 
А В образуетъ съ прямыми, проведенными на плоскости М чрезъ 
ея основаше В, напр. съ прямою BD.

Оттожимъ BD =  ВС и проведемъ AD. Такъ 
какъ АС j  М, то A C < A D  (§ 153. 1), сл®д. и 

АВС <  А ВО (§ 32).

Слъдств^я.  1) Уголъ АВЕ, смежный съ 
АВС. самый оольшой изъ всКхъ угловъ, которые 
прямая АВ ооразуетъ съ прямыми, проведенными 
въ плоскости М чрезъ ея основан1е В.

2) Уголъ, который наклонная АВ ооразуетъ съ какою нибудь пря
мую въ плоскости М, ТЁМЪ болЪе, чЪмъ болЬе уголъ, образуемый этою 
прямою съ проэкщею наклонной АВ. Если дв® прямыя, проходящая чрезъ 
точку В въ плоскости М, образуютъ равные углы съ проэкщею прямой 
АВ, то он® образуютъ равные углы съ самою прямою АВ.

§ 156. Линія БЕ, проведенная въ плоскости М чрезъ 
основаніе наклонной АВ перпендикулярно къ ея проэкцш ВС, 
перпендикулярна и къ самой наклонной АВ. А

Отложимъ ВГ> =  ВЕ и проведемъ AD, АЕ, CD, СЕ, 
тогда CD =  CE (§ 28, 2), ел®д. AD =  АЕ (§ 1 5 3 , 2 ) ,  
и потому Д А В В 2 2 А В Е ( §  24), изъ чего сгбдуетъ, что 
.у ABD =  АВЕ И АВ 1 . DE.

Сльдствія.  1) Прямая ВЕ мер пендикулярна къ плоскости,  
проходящей чр е з ъ  ЛИНІИ АВ и ВС (§ 149).

2) Кратчайшее раз стояні е  линій ОЕ и АС, не параллель- 
ныхъ п не вс т ре чающихся ,  есть  линія ВС, перпендикулярная 
къ о б ’Ьимъ прямымъ,  потому что соединивъ дв® другія произвольный 
точки А и Е этихъ линіи, мы получимъ-й АЕ >  АВ - ВС (§ 23, 1 
и § 153, 3).
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§ 151. Если изъ двухъ парадлельныхъ лииій одна ( А В )  
перпендикулярна къ плоскости М , то и другая ( Т В )  перпенди
кулярна къ этой плоскости.

Соединюсь прямою ВГ) основаній парзлле льныхъ 
шній, проведемъ въ плоскости М прямую ЕР _[_ ВО. И 
соедннимъ точки А п 1). Такъ какъ АВ | Ві) п СП || АВ. 
то и СО X  ВІ) (§ 8 слід.). Ліінія РЕ перпендикулярна 
къ плоскости А1)В (§ 156, 1). слід, и къ ЛИНІИ СІ), 
лежащей въ этой плоскости. Такъ какъ теперь СО перпен
дикулярна къ ВО и РЕ, то СО ].М (§ 149).

Если двЪ прямыя А В и С О  перпендикулярны къ 
одной и той же плоскости М , то онк параллельны. (Фиг. §  1 5 7 ) .

Положпмъ что СО не параллельна АВ, тогда чрезъ точку 0 можно 
провести прямую, нарад іельную АВ, которая будетъ перпендикулярна къ М 
(§ 157). Такимъ ооразомъ мы получили бы въ тонкі 0 два перпендику
ляра къ плоскости М. что невозможно (§ 151).

§ 159. Дв-Ь линіи въ пространств!'», параллелытыя третьей^ 
параллельны между собою.

Плоскость, проведенная перпендикулярно къ третьей линіи, должна 
быть перпендикулярна и къ двумъ остальнымъ (§ 157),  потому д ві пер
вые прямыя, какъ перпендикуляры къ одной и той же плоскости, парал
лельны между собою (§ 158).

§ 1 6 0 . Прямая А В  параллельна плоскости М , если она 
параллельна прямой С П . лежащей въ этой плоскости.А -В

—В

Если бы прямая АВ, лежащая въ плоскости 
АВСБ, пересъкла плоскость М, то это могло бы слу
читься только въ какой нибудь точкК прямой СО, 
общаго пересКчен1я обкихъ плоскостей ; но А В || СО, 
с.тЬд. прямая АВ не можеть нсрееЬчь плоскость М.

Сл Кд с т в 1е. Чрезъ какую нибудь точку вит; плоскости 
можно провести ое з ч и с ле н н о е мно же с т в о  п р я м ы х ъ , параллель- 
ныхъ этой плоскости.  Если чрезъ произвольную точку на плоскости 
проведутся на ней въ раз.шчныхъ направлешяхъ прямыя, а чрезъ точку 
ВН'Ь плоскости параллельный нмъ, то эти нослКдшя будутъ параллельны 
и плоскости.
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§ 161. ПересЬчешя АВ и СВ двухъ параллельныхъ плос
костей Р и О, третьем плоскостью, параллельны между собою.

Пряный АВ и СО, лежания въ одной и той же 
плоскости, не могутъ пересЪчьея, потому что онъ на
ходятся въ то же время въ параллельныхъ плос- 
костяхь Р и 0 ,  следовательно параллельны между 
собою.

1/ 7А
в

І //
С

§ 162 . Дв’Ь плоскости Р и Ц , перпендикулярный къ од
ной и той же прямой АВ, параллельны между собою.

Если оы плоскости пересіклись, то соединивъ 
какую ниоудь точку С, лежащую на линіи пересіченій, 
съ точками А н В. мы получили оы тре--къ АВС съ 
двумя прямыми углами, что не возможно, слід, пло
скости Р и 0  должны быть параллельны.

§ 163. Если дві плоскости Р и СІ параллельны, то пря
мая АВ, перпендикулярная къ одной плоскости Сі, перпендику
лярна и къ другой Р.

Проведем ь чрезъ АВ дві произвольный плос
кости , когорыя пересікуть плоскость Р по лишямъ АС 
и АО, а плоскость 0  по дшиямъ BE и BF. Такъ какъ 
АС || BE, АО || BF (§ 161) и /. АВЕ =  R =  ABF 
(§ 145, 2), то и Уу ВАС =  В =  ВАО (§ 8, слід.), 
слйдовательно АВ J_ Р (§ 149).

§ 164. Параллельный линш А В и С В , заключающаяся 
между параллельными плоскостями Р и В, равны между собою.

Проведемъ чрезъ АВ и СО плоскость, тогда линш 
пересйчешя этой плоскости съ плоскостями Р и О 
параллельны (§ 161), слйдовательно А ВС 0  параллелограмъ, 
и потому АВ =  СО.

С л ё д с т в 1я. 1) Параллельный плоскости во всЪхъ с в о и х ъ  
точкахъ равно удалены другъ огъ друга,  потопу что прямыя 
А В и СО и въ такомъ случай будуть равны, когда он* перпендикулярны 
къ обьимъ плоскостямъ.

2) Вс якая  прямая,  проведе нная между двумя параллель
ными плоскостями перпендикулярно къ каждой из ъ нихъ,  
служить мі ро ю раз стояні я  этпхъ плоскостей другъ отъ друга.
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§ 165. Если стороны двухъ угловъ АВС и DEF, лежа- 
щихъ въ разныхъ плоскоетяхъ и обращенныхъ отверстиями въ 
одну и туже сторону, взаимно параллельны, то 1) таюе углы 
равны, и 2) плоскости ихъ параллельны.

А

Г! - ^ 0

1) Отложимъ BA — ED . ВС =  EF . и проведемъ 
АС. DF, BE . . . .  тогда ABED будетъ паралле.то- 
грамъ (§ 34. 2) п потому AD фр BE. Точно также 
CF ффВЕ, след. AD4)=CF, т. е. ACFD парат,лелограмъ. 
откуда АС =  DF. Такъ какъ /\  ABC 2£ DEF (§ 24), то 
>С АВС =  DEF.

2) Положимъ. что плоскости АВС п ПЕК не параллельны, и что чрезъ 
точку В проведена плоскость, которая параллельна къ плоскости НЕЕ и 
лересЪчетъ прямую СЕ въ точке С, тогда СР =  ВЕ (104):  но гакъ какъ 
СР =  ВЕ, то СИ = С Р ,  что невозможно, почему плоскости АВС п ОЕР 
должны быть параллельны.

Следетв1е.  Если соединить концы трехъ равныхъ и пара I- 
лельныхъ прямыхъ ВЕ. А1>, СР, не л ежа щихъ въ одной плос
кости,  то образуются равные тре — к и, к о т ор ых ъ плоскости 
параллельны.  Такъ какъ ВЕ фф АП фф СЕ, то АВ =  РЕ, АС =  ОР, 
ВС — Е Е , след. Д  АВС 22 ОЕР и по прежнему доказательству плос
кости этихъ тре— ковъ параллельны.

§ 1 6 6 . Две прямым въ пространств̂  АС и DF делятся 
параллельными плоскостями О, P, Q, на пропорщональныя части.

Соединимъ точки А и Р прямою АР, которая пере- 
сечетъ плоскость Р въ точке в ,  и проведемъ чрезъ 
точки А , О, Р , и чрезъ точки А . С , Р плоскости, 
которыя пересекутся съ плоскостями О. Р, 0  ПО лишямъ 
АО, вЕ и СР, В(5. Такъ какъ АО || вЕ, СР Ц Вв (§ 161), 
то получаемъ (§ 88)

АВ: ВС =  (А в  : вР = )  Ж  : ЕР.

§ 167. 1) Неопределенное пространство, содержащееся между
двумя пересекающимися плоскостями, называется двуграннымъ 
угломъ:  самый плоскости сторонами,  а линія пересеченія сторонъ — 
ре бром ъ двуграннаго угла.

2) Два двугранные угла равны,  если ихъ можно такъ наложить 
друге на друга, что ихъ ребра и стороны совпадутъ.
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Если одна плоскость пересЪкаетъ другую такъ. что по объимъ 
сторонамъ образуетъ съ  ней равные двугранные угла, то эти углы назы
ваются прямыми, а каждая изъ плоскостей иерпендику ларно ю 
къ другой.

3) Если изъ какой нибудь точки ребра двуграннаго угла въ пюс- 
костяхъ сторонъ возетавпмъ перпендикуляры къ ребру, то образованный 
ими уголъ называется шнейнымь угломъ двуграннаго, ими углом ъ 
наклон єн і я плоскостей сторонъ.

Плоскость шнейиаго угла перпендикулярна къ ребру двуграннаго 
утла ( 149).

В'ь какой бы точки ребра мы ни ооразова.ш линейные углы. всЬ 
они равны между собою (§ 195).

§ 168. Два двугранные угла В А ! К и bade относятся 
какъ ихъ линейные сглы FEG и feg. в аG

•'"гF е 

а у
Если двугранные углы равны, то и ихъ 

шнейные углы также равны. Налоашмъ одинъ 
двугранный уголъ на другой такъ. чтобы они сов
пали другъ съ другозгь. п точка е упала въ 
точку Е , тогда лиши ef и EF, eg и EG должны такъ же совместиться, 
потому что углы fea и FEA, gea и GEA какъ прямые равны между собою.

Если же двугранные углы не равны, но соизмеримы, такъ что ихъ 
общую M ipy, которая также двугранный уголь, можно отложить въ 
BADC m разъ, и въ bade п разь, то будемъ имЪть 

BADC : bade =  m : n.
При отложеніи общей мЬры въ двугранныхъ углахъ линейный уголъ 
FEG разделяется на ш, а уголъ feg на п равныхъ частей, потому что 
равнымъ двуграннымъ угламъ соотвітствують п равные линейные углы, 
слід, будетъ

FEG : feg — m : n.
Изъ ооіих'ь этихъ пропорцій слідуегь что 

BADC :badc — FEG -. feg.
Если углы BADC и bade несоизмеримы, то разеуждая подобно 

какъ въ § 53 можно доказать, что отношеніе двугранныхъ угловъ не 
можетъ быть ни боліє, пи мен Be отношения линейныхъ угловъ FEG 
и feg, и слід, будетъ равно ему.

§ 1 6 0 . С л і д с т в і  я. 1) Дв угранный уголъ измеряется  
С О О Т В ІТ С Т В  у ющимъ ему линеанымь угломъ.  Если мы примемъ 
прямой двугранный уголъ за единицу міри двугранныхъ угловъ вообще,
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то числовая величина вснкаго двуграннаго угла будетъ равна число
вой величині его лмнейнаго угла, т. е. всякій изъ нихъ. измірянньш своею 
единицею, даетъ одно и тоже число.

2) Такъ какъ изміреніе двуграннаго угла приводится къ изміренію 
соотвітствующаго ему линейнаго, то и дуга круга, заключающаяся между 
сторонами линейнаго угла, можетъ также служить мірою соответствую
щего ему двуграннаго угла.

3) Двугранные углы оываютъ острые, прямые, тупые, дополнитель
ные, смежные, вертикальные и. т. д., смотря по тому, какое изъ этихъ 
названій соотвітствуегь ихъ линейнымъ угламъ. Точно также: дву
гранные вертикальные углы равны: сумма двухъ смежныхъ двугранныхъ 
угловъ равна двумъ прямымъ двуграннымъ угламъ и. т. д.

§ П О . Е с  ли прямая А В  перпендикулярна къ плоскости 
М , то и всякая плоскось С Е ,  проведенная чрезъ эту прямую, 
также перпендикулярна къ плоскости М .

Проведемъ на плоскости М прямую АЕ перпендику
лярно къ лшйи СІ) пересіченій ООІИХ'Ь плоскостей, тогда 
прямая АВ, какъ перпендикуляръ къ плоскости М, будетъ 
перпендикулярна и къ каждой изъ прямыхъ СВ и АЕ. 
ВАЕ, уголъ наклоненія ооКихъ плоскостей прямой, слідо- 
вательно плоскость СЕ _|_ М.

§ И1. Слі дстві я .  1) Если три прямыя АВ, АС, АЕ, 
Перес і к а ю щ і я с я в ъ  одной т о ч к і  А, взаимно пе рпендику
лярны, то в с яка я  изъ нихъ перпендикулярна къ плоскости,  
пр о х о д я ще й  чрезъ д в і  остальные.  и плоскости М, СЕ и ВАЕ 
взаимно перпендикулярны.

2) Плоскость угла наклоненія д в у х ъ  плоскост ей п е рпе н
дикулярна къ каждой изъ нихъ.

3) Проэктиру ющая плоскость  какой либо прямой пер пен- 
дикулярна к ъ  плоскости прозкцій.

§  т .  Е с  ли двЕ плоскости М  и С Е  взаимно перпендику
лярны, то прямая А В , проведенная въ одной плоскости С Е  
перпендикулярно къ ЛННІН перес-Ьченія С I ) , будетъ перпен
дикулярна и къ другой плоскости М . (Ф иг. §  1 7 0 ) .

Если проведемъ въ плоскости М прямую АЕ [ СИ, то АС ВАЕ =  В, 
потому что СЕ А  М, а такъ какъ и . . ВАС — В. то АВ _|_ М (§ 149).
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§ ИЗ. Ее ли д в1і плоскости М м СЕ взаимно перпенди

кулярны, и шъ какой нпбудь точки ихъ перееЪчетя будетъ про- 
веденъ перпепдикуляръ А В къ одной пзъ этихъ плоскостей напр. 
М, то этотъ перпепдикуляръ долженъ лежатъ въ другой плос
кости С Е . (Фиг. § 170).

Предположим!», ЧТО АВ не лежить въ СР, тогда ВЪ ЗТ0ІЇ ПЛОСКОСТИ 
изъ точки А можно было бы провести перпендикулярную къ общему 
с-Вченііо СО прямую, которая въ тоже время перпендикулярна къ плос
кости М (§ 172):  следовательно въ точке А мы имВ.ш бы два пер
пендикуляра къ плоскости 31, что невозможно (§ 151).

§ 1Т4. Если двЪ плоскости Р  и О, перпендикулярны КЪ 
третьей М, ТО II ЛИІІІЯ А В нересіїченія двухъ первыхъ плос
костей перпендикулярна къ третьей плоскости.

Если волставимъ пзъ точки А перпенднкуляръ къ 
пюскостп М, то онъ долженъ находиться въ плоскости Р 
и въ плоскости 0  (§ 173) .  следовательно этотъ перпен
днкуляръ будет ь общимъ перес Ечешемъ АВ плоскостей Р II 0 .

§ П о. Задач и.
1) Опустить перпенднкуляръ на плоскость М изъ 

точки А, лежащей в н е  плоскости.

2) Изъ данной точки, лежащей на плоскости М.
•_ р Iвозставить перпенднкуляръ къ этой последней. -г>4

3) Чрезъ точку Р, лежащую 1) на прямой АВ,
2) вне прямой АВ, провести плоскость, иерпендику- !—
лирную къ этой прямой.

4) Провести плоскость, параллельную данной плоскости М и про
ходящую чрезъ точку А.

о) Провести плоскость, которая бы проходила чрезъ точку А, и 
отстояла на одно п тоже разстояніе отъ трехъ данныхъ точекь О, М, N.

6)  На данной плоскости М найти точку, равно удаленную отъ дан
ныхъ точекъ О, Р, 0 .  лежащпхь ннЕ этой плоскости.

7) На плоскости даны три точки А, В, С, не дежащіи на одной пря
мой: найти вне плоскости точку, равно отстоящую отъ данныхъ.

8) Провести чрезъ данную прямую АО плоскость, которая бы была 
перпендикулярна къ данной плоскости М. 1) если А1) лежить въ плос
кости М ( ф и г . § 170), 2) если АО пересЕкаегъ плоскость А1 (фиг. § 157)-
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9) Чрезъ данную точку Р провести плоскость, параллельную данной 
прямой АВ, и перпендикулярную данной плоскости М.

10) Провести плоскость, которая бы была равно удалена отъ дан- 
ныхъ точекъ А, В, С, И, не лежащихъ въ одной и тойже плоскости.

11) Дана плоскость М и д в і точки А и В вне ея. Провести на 
плоскости М прямую, которой разстоянія отъ А и В равнялись бы

12) Даны две прямыя АВ и АС, который 
пересекаются въ точке А. Провести плоскость 
гакъ, чтобы каждая точка этой плоскости, напр. 
точка Р. была равно удалена отъ прямыхъ 
АВ и АС.

плоскость, равно отстоящую отъ трехъ данныхъ 
не лежащихъ въ одной и тойже плоскости, параллельныхъ А, В, С.

14) Провести плоскость, перпендикулярную къ двумъ пересекаю
щимся плоскостямъ М и N такъ. чтобы она прошла чрезъ точку Р, ле
жащую вне этихъ плоскостей.

15) Чрезъ точку Р провести прямую параллельно пересекающимся 
плоскостямъ М и N.

16) Внутри двуграннаго угла провести прямую, которой разстоянія 
отъ его стороиъ равнялись бы лишямъ гп и и.

17) Провести плоскость, которая бы 
проходила чрезъ прямую ОР, лежащую на 
плоскости МАТ. и составляла съ этою плос
костью утолъ, равный пі.

18) Чрезъ прямую АВ, параллельную 
данной плоскости МРЇ, провести плоскость, 
каторая бы составила съ данной плоскостью 
уголъ т .

19) Даны две линіи АВ и ПР, не пересекающіяся и не параллель
ный: чрезъ одну изь нихъ (ПР) провести плоскость, параллельную 
другой АВ.

20) Чрезъ данную точку Р провести причую, которая оы пересекла 
две не пересекающіяся и не параллельный прямым М и N.

21) Чре зъ данную точку Р провести плоскость, которая оы была 
параллельна двумъ лишямъ М и N. не пересекающимся и не парал
лельным ъ.

А

лишямъ а и Ь.
Р



22) Чрезъ д ві линіи АВ и СІ), не пересікающіяся 
не параллельный, провести дві параллельный плоскости.

23) Найти кратчайшее разстояніе двухъ линіи АВ 
а СО, не пересекающихся и не параллельныхъ, т. е. 
лровести прямую, перпендикулярную К Ъ  ЛИШЯМЪ АВ И

СО (§ 156, 2).

24) Чрезъ точку Р, лежащую в ні; плоскости М, провести къ этой 
последней наклонную, которая бы была параллельна данной плоскости N5

равнялась данной прямой О-

25) Даны точка Р, плоскость М и параллельная ей прямая АВ. 
Чрезъ точку Р провести прямую, которая бы пересікла линію АВ и плос
кость М такъ, чтобы отрезокъ ея, заключающійся между линіею АВ и 
плоскостью М, равнялся прямой а.

26) Между двумя линіями АВ и СИ, не лежащими въ одной плос
кости, провести прямую, параллельную линіи ЕР, которая не лежить ни 
<:ъ одною изъ данныхъ линій въ одной плоскости.

27) Чрезъ данную прямую АВ провести плоскость, которой раз- 
лояніе отъ данной точки Р равнялось бы прямой а.

28) Чрезъ данную точку Р провести плоскость, которой разстояніе 
отъ данной прямой АВ равнялось бы прямой а.

29) Дана плоскость М, прямая АВ и точка Р. Чрезъ точку Р 
провести прямую, которая бы была параллельна плоскости М и отстояла 
отъ прямой АВ на разстояніе а.

30) Чрезъ точку Р провести прямую, которой разстоянія отъ двухъ 
данныхъ прямыхъ АВ и С О, не лежащихъ въ одной плоскости, равнялись 
оы лишямъ а и Ь.

31) Даны дві не лежащія въ одной плоскости прямыя АВ н СП. 
На одной изъ нихъ определить точку, которая 1) отстояла бы отъ другой 
прямой на разстояніе а, 2) была бы равно удалена отъ другой прямой 
а отъ точки Р, лежащей вні обеихъ прямыхъ.

32) Дана плоскость М, прамая АВ и точка Р. На прямой найти 
очку, равно удаленную отъ точки Р и плоскости М.

33) Провести плоскость такъ, чтобы она имела отъ данныхъ 
точех ь А, В, С, не лежащихъ на одной прямой, разстоянія а, Ь, с.

13
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II. О многогранныхъ углахъ.

и тойже точк и, то неопределенное пространство, .таключающееги между этими 
плоскостями, называется многограннымъ или телесными у глом ъ,  
а точка общего' перееВчешн плоскостей — перш иною многогран- 
наго угла.

Плоскости, состав 1ЯЮЩ1Я многогранный уголь, называются его 
соторонами ши гранями,  а прямыя лиши, по которымъ пересйкаются 
стороны, — ребрами угла. Ничейные углы, составляемые ребрами, 
называются плоскими углами. Каждыя две последовательный грани 
образують двугранный уголъ.

По числу граней или плоскихъ угловъ, которое всегда равно числу 
реберъ, телесные углы бываютъ ,3, 4 , о . . . гранные. Подъ именемъ 
частей т'Ыеснаго угла подразумеваются его плосю’е и двугранные углы, 
наир, трегранный уголь пмееть шесть частей, три плоскихъ угла и три 
дв) гранныхъ.

*2) Два телесные углы равны,  когда при наложен!" другъ на 
друга они совпадают’ь всеми своими частями.

Въ равныхъ телесныхъ углахъ вст. плоск|'е и двугранные углы од- 
наго порознь равны тТ.мгь же частямъ другого, но обратно изъ равенства 
частей двухъ тблесныхъ угловъ следуетъ равенство самыхъ угловъ только 
въ такомъ случаи, когда соответственно равный части въ обопхъ углахъ 
о дна ко в о расположены.  Если же равныя части расположены въ 
обратномъ порядке, напр. въ одномъ угле такой порядокт» слева на 
право, какой въ другомъ справа на лЪво, то так!е телесные углы нрн 
наложена! совместиться не могутъ и называются с и мм ет р п ч е с к и м п.

и если кроме того соотвВтствукпще двугранные углы равны, тогда три- 
травный уголъ Й можетъ быть приведенъ въ совпадете съ уг.гомъ в, но 
не можетъ совпадать съ угломъ 8*. Углы 8 и $ равны между собою, 
но Б и в' симметричны. Два телесные угла, симметричные третьему, равны 
между собою.

Если въ трегранныхъ углахъ 
в, в, в' будетъ



15
§ m . во веякомъ трегранномъ углЕ S A B C  сумма двухъ  

“ЛОСКИХЪ угловъ болЕе третьяго.
Если в с -ё  плосме углы равны, то предложеше 
само собою: если же они не равны, то с л ё - 

лсетъ только доказать, что найболышй уголъ менЁе 
двухъ остальныхъ. Пусть ASB наибольший 

плоскихъ угловъ. Соединимъ д в ё  произвольны«
-очки на сторонахъ этого угла прямою МР и отложи.мъ 

его плоскости уголъ MSN =  ASC, а на ребрЁ SC 
SQ =  SN. Проведемъ прямыя MQ и PQ, тогда 

_MSNS£MSQ (§ 17), с л ё д . MN =  MQ. Такъ какъ M Q + P Q > P M ,  то 
PQ >  PN. Въ тре—кахъ PSQ и PSN сторона PS общая, a SQ =  SN, 

2Ç PS0 >  PSN (§ 32), и такъ
PSQ +  MS0 >  PSN +  MSN пли 
BSC +  ASC >  ASB.

§ 1Î8. Во веякомъ многогранномъ углГ. сумма плоскихъ  
угловъ всегда M ente четырехъ прямыхъ.

ПересЁчемъ стороны угла S произвольною плос
кости ABCDE, и изъ какой нибудь точки G произ- 
шедшаго мно— ка проведемъ къ вершинамъ его угловъ 
лрямыя: тогда около g убразуется столько же тре— ковъ 
AGB, BGC . . . .  сколько ихъ находится около вершины 
S многограннаго угла, с л ё д . и сумма угловъ какъ 
т ё х ъ , такъ и другихъ тре—-ковъ будетъ одна и таже.
Но по § ITT

2Ç АВС <  SBA - f  SBC,
2Ç BCD <  SCB +  SCD и т. д.,

посему сумма угловъ мно— ка ABCDE менЁе суммы угловъ при оено- 
ваш'яхъ тре— ковъ ASB, BS0 . . ., с л ё д . сумма угловъ ASB, BSC . . . 
при верпшнЁ S должна быть менЁе суммы угловъ около точки G, 
т. е. менЁе четырехъ прямыхъ.

ПримЁчан1е. Если одинъ или н ё с к о л ь к о  угловъ мно— ка ABCDE 
зходяпре, т. е. T a x i e ,  которыхъ отверс/пя обращены къ внЁшней сторонЁ 
мно—ка, то сумма плоскихъ угловъ при верпшнЁ S можеть быть равна 
II Ш ОО ТЁе четырехъ прямыхъ.

§ 1Î9 . Е с  ЛИ ИЗЪ произвольной ТОЧКИ М внутри трегран- 
наго угла A B C D  проведутся плоскости перпендикулярно къ
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его реорамъ, то эти плоскости ооразуюгь другой трегранный 
уголъ М Ж ) Р , котораго плосше углы дополняютъ соотр/Ьт -  ствуюнцо двугранные углы, а двугранные соотвЪтствуюнпе плосые 
углы перваго треграннаго угла до двухъ ирямыхъ.

Пусть ребра треграннаго угла А переси
нены плоскостями въ точкахъ В, С, Г). По 
самому построешю уголъ АВР есть линейный дву- 
граннаго угла при ребрЁ АВ, сл ёд . ^ А В А =  
и равнымъ обра.зомъ 2 4  АСА — И. Плоскости 
ВМ и СМ перпендикулярны къ плоскости ВАС, 
проходящей чрезъ перпендикуляры АВ и АС 
къ плоскостями, 13А1 п СМ (§ 170):  слёд . прямая 
МА _|_ ВАС (§174),  а потому А . ММ3 =  В -МАГ. 
такъ что ВАС есть линейный уголъ двуграннаго 

при ребрТ, МА. Точно также можно доказать, что 2С МРВ =  Л =  МРО. 
Такъ какъ въ четыреугольникт, МАВР сумма всёхъ  угловъ равна 4В , и 
углы А и Р прямые, ТО

а  АВР +  АМР =  211.
Въ четыреугольникт, ВАСА по той же причин*

2С ВАС 4 - ВАС 213.
Такимъ же образоми, можно доказать, что

24 АСО +  АМО =  2К. и т. д.
Слидств1е.  Чёмъ тупйе одинъ изъ обоихъ трегранныхъ угловъ, 

тёмъ болте яаостренъ другой и обратно.
Ребра каждаго изъ этихъ угловъ перпендикулярны къ сторонамъ 

Другаго.
Каждый изъ трегранныхъ угловъ А и М называется полярнымъ 

угломъ другаго.§ 180. Во всякомъ трегранномъ углЪ сумма трехъ дву- 
гранныхъ угловъ болЪе 2  прямыхъ и мЪнЬе 6 ирямыхъ.

Обозначимъ чрезъ А, В , С двугранные углы даннаго треграннаго 
угла, и чрез-ь М, А, Р соотвЁтетвуюире плосме углы его полярнаго угла, 
тогда (§ 179)

А +  М =  2 И
В +  А =  2В 
С +  Р == 2В, сл ёд .

(А +  В 4- С) +  (М -и А 4- Р) - -  6К.
Такъ какъ М 4~ А 4 ' Р <  4В (§ 178), то 

А 4- В 4- С >  213 и 
А 4- в 4- в с- пн.
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§ 181. Два треграпные угла равны между собою или 

симметричны, если въ ннхъ соответственно равны :
1 )  т[)и плоскіе угла, или
2 )  три двугранные угла, или
3 )  два плоскіе угла и лежаний между ними двугранный 

уголъ, или
4 )  два двугранные угла и 

уголъ.
Докажемъ, что в с і  части тре- 

гранныхъ угловъ М, m (1) и ш (И) 
удовлетворяющихъ одному изъ 4хъ 
приведенныхъ условій соответственно 
равны, при чемъ углы М и m (I), въ 
кото рихъ соответственно равныя 
части одинаково расположены, равны 
между собою, а углы М и in (II) 
симметричны,  потому что въ нихъ 
соответственно равныя части рас
положены въ обратномъ порядкъ.
Представимъ себе что во всехъ тре- 
гранныхъ углахъ грани МВС и тЬс 
лежатъ въ плоскости бумаги, а ребра 
MA и та  выдаются нередъ бума
гою. — Доказательство равенства частей въ равныхъ и снмметричиыхъ 
трегранныхъ углахъ одно и тоже. Соответствуюіціе двугранные углы 
телесныхъ угловъ будемъ называть чрезъ А, В, С и а. Ь. с.

1) Пусть 2ÇAMB=amb, 2ÇAMC =  amc, 2£  ВМС =  bine. Отложимъ 
на двухъ соответствующихъ ребрахъ равные отрезки MA и mn, и изъ 
точекъ N и п проведемъ плоскости РАО и рпо, перпендикулярный къ 
реорамъ АМ и аш. Тогда легко выводится, что

Д  МАО Sg mno, 2Ç МАТ шпр,
/\ МОР 22 шор, Д  АОР 22 пор,

след. 2Ç ONP опр, т. е. 2£  А =  а. Такимъ же построешемъ на другихъ 
ребрахъ можно доказать, что >L В =  b и С =  с. И.ть этого следуете 
равенство угловъ М и m (I), и симметричность угловъ М и in (И).

2) Пусть А — а, В =  b , С =  с. Если постротгь полярные углы, 
соответствующіе даннымъ треграннымъ М и ш, то вч> ннхъ плоскіе 
углы равны, потому что дополняють равные углы до 2В. ( J  179), 
след, по предъпдущему и соответстнующіе д в у гра ниы е углы также 
равны. Отсюда ельдуетъ обратно равенство соответствующих!! пло-

лежащій между ними плоскій

с

m  m



с к их ъ угловъ данныхъ трегранныхъ М и т ,  потому М и ш (I) равны, а М h m (II) симметричны.
3) Пусть A A M B  =  amb, А А М С ^ а т с ,  А =  а. Если при ре- 

орахъ MA и ша сделаемъ тоже іюстроеніе какъ въ первомъ случай, 
тогда по нашему условно A  ONP — опр. Такъ какъ

A  MNO A  mno, A  MNP A  mnp,

/\ NOP А  пор, А  МОР А  пюр, 

то A  PMC =  bra с, след. по первому случаю и В =  b, С =  с.
4) Пусть A — a, B =  b, А  АМВ •= amb. Въ полярныхъ углахъ 

соответствующих'!, угламъ М и ш два плоскіе и лежащій между ними дву
гранный уголъ будутъ равны, слід, по третьему случаю и остальныя 
части полярныхъ угловъ также равны, изъ чего следуетъ, что въ 
данныхъ углахъ М и га С — с, А  АМС =  ашс, А  ВМС =  bmc.

С л із д с т в і е. Т р е г р а н н ы й уголъ в п о л н е опре д е л яе т с я ,  
если даны величина и рас положеніе т р е х ъ  его частей,  с о о т 
в е т с т в е н но  одному изъ р а з с м о т р Є н н ы X ъ с л у ч а е в ъ.§ 182. З а д а ч и .

1) Внутри даннаго треграннаго угла найти точку, которой разстоя- 
нія отъ его граней равнялись бы прямымъ а, Ь, с.

2) По даннымъ тремъ плоскимъ угламъ 
треграннаго угла SABC найти съ помощіею 
построенія на плоскости одинъ изъ его 
двугранныхъ угловъ, наир, уголъ, лежащій 
при ребре AS.

3) Въ трегранномъ угле SABC даны 
два плоскихъ угла ASB и ASC, и заключаю- 
щійся между ними двугранный уголъ ВАР. 
Найти поетроешемъ на плоскости третій плос
кій уголъ.

4) Въ трегранномъ угле даны два его двугранные угла А и В, и 
заключающийся между ними плоскій уголъ М. Найти два остальные плос
кіе угла и третій двугранный уголъ.

5) По тремъ двуграннымъ угламъ А, В, С треграннаго угла найти 
его плоскіе углы.

В) Построить трегранный уголъ по тремъ даннымъ плоскимъ 
угламъ A SB, ASC, CSD.

7) Построить трегранный уголъ по двумъ даннымъ его плоскимъ 
угламъ и заклучаїещемуся между ними двугранному углу.
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8) Построить трегранный уголъ, равный данному углу БАВС.

9) При данной прямой въ данной точке построить трегранный 
уголт,, равный данному.

кривыми поверхностями или плоскостями, называется тВломъ,  а граница 
или предЪлъ тЬла— его поверхностью.  Если мы измВряемъ тело съ 
помонцю соответствующей единицы, то получим-ь его объеме .  Два 
тела, независимо отъ ихъ Формы, называются равновеликими или 
р а вном'Е р н ымп, если они имеютъ равные объемы. Равными же

при каждой вершині; — многогранный или по крайней мере тре
гранный уголъ.

Изъ многогранниковъ мы оудемъ разсматрнвать только выпуклые 
т. е. такіе, въ которыхъ каждый двуї'ранньїй уголъ менее 2Н, такъ что каж
дая сторона многогранника при своемъ продолженіи не встретите поверх
ности многогранника.

3) Всякая прямая, соединяющая дві вершины многогранника и не 
лежащая въ плоскости какой—либо его стороны, называется діагональю 
многогранника.  Плоскость, разсекающая многогранникъ и прохо
дящая чрезъ ребро и вершину или чрезъ два ребра, называется д і а г о 
нальною пло с кос т ью,

4) Многогранники называются подобными,  если они огрзннпчены 
подобными и одинаково расположенными сторонами, пересекающимися 
подъ соответственно равными двугранными углами.

5) Изъ опредВленія равенства телъ видно, что въ равныхъ много- 
гранникахъ все части (стороны, ребра, плоскіе и двугранные углы) одного 
должны быть равны соотвВтствующимъ частя.мъ другаго, и что равным

III. О Многогракшикахъ.

1) Часть пространства, ограниченная со всехь стороне
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части совершенно одинаково расположены, если мы помістимь ооа много
гранника какими либо двумя соответственными сторонами по одну и туже 
сторону какой либо плоскости.

Но обратно изъ равенства всіхь частей не слідуетъ всегда равен- 
ство самыхъ многогранниковъ. Если соответственно равныя части рас
положены въ ооратномъ порядке, то многогранники будуть симме
тричны и при наложеній другъ на друга не совпадутъ всеми своими 
частями.

Два многогранника, симметричные третьему, равны между собою. — 
Изображеніе многогранника въ пдоскомъ зеркаль симметрично ему самому.

§ 184. Многогранники., въ которомъ д ві противоположный сто
роны равные и параллельные многоугольники, а всі прочія стороны парал- 
лелограмы, называется призмою. Эти два противоположныхь много
угольника служать основаніями призмы. Совокупность площадей всіхь 
параллелограмовъ составляетъ боковую п о в е р х н о с т ь  призмы. Призмы 
бываюгъ трехсторонними,  ч е т ы р е х с т о р о н н и м и . . . . ,  смотря по 
числу сторонъ многоуголрнпковъ, служащихъ основаніями.

Высота  призмы, есть разетояніе между ея основаніями, т. е. пер- 
пенднкуляръ, опущещилй изъ произвольной точки верхняго основанія 
на нижнєє. Пряныя, по которымъ пересікаются плоскости, образующая 
боковую поверхность, называются боковыми ребрами.  — Если 
боковыя ребра перпендикулярны къ основаній, тогда призма назы
вается прямою,  и каждое ребро равно вьісоті призмы; во всякомъ же 
другомъ положеній ребръ призма называется кос ою,  или наклонною,  
и ея высота меніе боковаго ребра.

Всякое січеніе призмы плоскостью, параллельною основанію, обра- 
зуеть Фигуру, равную основанію, потому что въ полученномъ такимъ 
ооразомъ мно— кв и въ основаній какъ стороны такъ и углы соотвіт- 
ственно равны (§ ПН, § 33, § 163).

Каждой вершині призмы прилежать три плоскіе угла. Всякая 
п—сторонная призма иміеть и +  2 ограничивающпхъ ее плоскостей, 
2п вершины и Зп реберъ.

§ 185. і) Если основаніе призмы будетъ параллелограмъ, то 
такую призму називають параллелепипедомъ,  слід, параллелепипедъ 
ограничивается шестью паралделограмами.

Въ параллелепипеді каждые два противодежащіе 
иара.иелограма, напр. АР и ОС равны другъ другу и 
лежать въ параллельныхъ плоскостях!., потому что сто
роны этпхт. парад лелограмовъ соотвітственно равны и 
параллельны (АВ Д=}= ОС, АЕ =)£ ОН . . . ) ,  слід, и углы
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параллелограмовъ равны (§ 165, 1) а потому Аїї 25 ПО и АР П Г)Є 
§ 165, 2).

Всякія д ві протпволежащія стороны параллелепипеда молиш раз- 
сматривать какъ о снова ні я. Разстонш'е сторонъ, прннятыхъ за осно
ваній, будетъ в ыс о т а  параллелепипеда.

Параллелепипедъ, въ которомъ боковыя стороны перпендикулярны 
къ основанію, называется прямым ъ,  въ протпвномъ же случаи -  
косымъ.  Очевидно, что въ прямомъ параллелепипед* в с і боковин сто
роны прямоугольники: если сверх* того її основаній прямоугольники, 
то параллелепипедъ называется прнмоуго и.нымъ. Въ прнмоуголь- 
номъ параллелепипед* каждый дві перес*кающіяся стороны ооразуютъ 
прямые двугранные углы.

2) Кубомъ называется прямоугольный параллелепипедъ, ограни
ченный со в с іх *  сторонъ квадратами.

§ 186. Два параллелепипеда, шгЁюшде равныя осповашя 
п равныя высоты, равновелики.

Дадпмъ параллелепипедамъ такое поюжеше. что пхъ шпыня осно- 
вашя совм*стятся, а верхн1я будутъ лежать въ одной и тойже плоскости. 
При этомъ могутъ быть два случая, а именно будутъ кромъ того дв* 
ооковът стороны лежать въ одной плоскости или Шзтъ.

1) Параллелепипеды АН и АЕ. иміющіе 
общее основаніе АВСО. ограничены съ двухъ 
боковъ параллельными плоскостями АВКЕ н ОСЕВ, 
отчего ихъ верхнія основанія лежатъ между парал
лельными прямыми ЕК н НИ. — Д ві трехсто- 
роннія призмы АЕШНМ и ВЕКСОЬ равны, такъ
какъ легко доказать, что в с і ихъ части соотвітственно равны и совер
шенно одинаково расположены. Если мы отннмемъ отъ всего тіла АВНЬ 
первую призму, то получимъ параллелепипедъ АЕ. а если отннмемъ вто
рую, то получимъ параллелепипедъ ВН, из* чего слЪдуетъ, что эти парал
лелепипеды равны между собою.

2) Параллелепипеды ИР и N0 им*ютъ общее 
нижнее основаше ТО, а верхшя основашя лежатъ 
въ одной плоскости, но не между параллельными 
прямыми. Продолжим* плоскости Ой, ТО, ТВ, ОЕ, 
чтобы образовать новый параллелепипедонъ N0, 
который будетъ инъть основаниями ТО и ХУ. 
Такъ какъ по предыдущему каждый нзъ данныхъ 
параллелепипедовъ равенъ этому новому, то они 
должны быть равны и между собою.



22

§ 187. Всякій параллелепипеде А В О Б Б Е Н  можете быть 
обращенъ въ прямоугольный, имРющій ее  нимъ равновеликое 
основаніе и равную высоту.

Мроведемъ чрезъ ребра АВ, ВС, СО, АО 
плоскости, нерлендпкуларныя къ нижнему осно
ваній) АВСО, и продолжимъ до пересіченій съ 
ними плоскость верхняго основані», тогда полу
ченный такпмъ образомъ параллелегшпедъ АВМЬ 
будетъ йміть съ даннымъ одно и тоже осно- 
а потому будегь равновеликъ данному (§ 186). 

Если теперь АС прямоугольникъ. то прямоугольный параллелепипедъ 
АВМЬ и будетъ требуемый.

ваше и равную высоту.

Если же АС не прямоугольникъ, то стоитъ только 
чрезъ ребра А1 и ВК провести плоскости, перпендику
лярным къ стороне АВК1, п продолжать сторону СЕМО, 
тогда образуется прямоугольный параллелепипедъ АВРО, 
который равновеликъ съ АВМЬ (§ 186, 1), потому что 
за основаше обоихъ параллелепппедовъ можно принять 

ихъ общую сторону А ВИС Крон* того, такъ какъ въ этихъ параллелепи- 
педахъ основашя равновелики, АВОЛт =  АВСИ (§ 79, след.), и высоты 
равны, то изъ этого следуете, что паралтелепипеды АВвН и АВРО имЪютъ 
равновелик)е основашя, равныя высоты и объемы.

§ 188. Всякій параллелепипедъ A B C D a b c d  разделится  
діагональною плоскостью на д в Ь " равнове.шкія трехстороннія 
призмы A B C a b c  и A D C aclc.

о

Проведемъ чрезъ оконечности ребра Аа пер
пендикулярным къ нему плоскости, тогда параллелепи
педъ АРСЕа^е, образованный пересечешемъ этихъ 
плоскостей съ боковыми сторонами даниаго парал
лелепипеда будетъ прямой и разделяется діагональ
ною плоскостью на две равныя призмы АЕЄаі^ и 
АЕОаеод потому что ихъ части равны и одинаково 
расположены. Такъ какъ по той же самой причины 
многогранныя тела АВССР и ябсдТ, АСПЕЕ и ас(]е£ 
попарно равны, то половины прямаго параллелепипеда 
равновелики по одиначке косымъ призмамъ АВСаЬс 
и АВСайс, слід, и эти последнія также равновелики 
другъ другу.
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С .т Ъ д с т в і е. Т р е х с т о р о н н і я ггризмы, на которые раздЪ- 
т я е т с я косой п а р а л л е ле п нп е д ъ діагональною плоско с т ь ю, 
симметричны дру гъ  другу.

§ 189. Прямоугольные параллелепипеды А 1) и асі, нмТющіе 
равныя основаній, относятся какъ нхъ высоты.

Если высоты АС и ас соизмеримы 
и ихъ общая міра заключается т  разъ въ 
АС, и п разъ въ ас, тогда 

АС : ас =  Ш : п.
Представимъ себе, что по всей длине сто- 
ронъ АС и ас отложена общая мера и чрезъ А 
полученный такимъ образомъ точки деленія
проведены плоскости, параллельный оенованіямь пара ллелегшпедопъ. тогда 
АО разделится на т ,  и ай на п равныхъ пара ыелетшедовъ (§ 18(>), 
такъ что

АО : ай =  т : п.
Изъ обеихъ пропорцій получимъ

АО : ай =  АС : ас,

/ /— —

0
В

п/ // /  „

Эта пропорція должна существовать и въ такомъ случае, когда 
высоты АС и ас несоизмеримы.  Положимъ что эта пропорція не 
верна, а существуете другая

АО : ай =  АС : ад,
где ад <Г ас. Разделнмъ сторону АС на токое число равныхъ частей, 
чтобы каждая изъ нихъ была <" дс. Если будемъ откладывать эти части 
на линіи ас, начиная отъ точки а, то одно изъ деленій должно упасть 
где нибудь въ точке е между д и С. Проведемъ чрезъ точку е плос
кость, параллельную плоскости аЬ, тогда параллелепипеды АО а аі, іімЄющіє 

соизмеримый высоты, будуть относиться
' АО : аГ =  АС : ас.

Изъ обеихъ пропорцій получимъ
ай : аґ =  ад : ае,

что невозможно, потому что ай '"> аґ, а ад <  ае. Точно также можно 
доказать, что четвертый члене пропорцій АО : ай =  АС: ас не можете быть 
оолше линіи ас, а потому эта пропорція всегда должна быть справедлива.

§ 1 9 0 . Измерить какое нибудь тело значите определить, 
сколько разъ заключается въ немъ другое тело, принятое за единицу 
меры. Какъ для измерешя площадей пользуются квадратомъ, поетроен- 
нымъ на единице длины, точно также для измерешя объема или куои- 
ческаго содержашя тела употребляютъ за единицу кубъ, котораго ребро



24

есть какая нибудь единица длины. Кубъ, когораго ребро о>утъ, дюймъ 
и т. д., называется к у б л ч е с к и м ' Ь  Футомъ, дюнмомъ н г. д.

Для определения объели тЬла н'Ьтъ надобность, измерять его не
посредственно кубическою единицею, но достаточно измерять линейною 
единицею нвкогорыя линш, отъ которыхъ зависить величина тВла.

§ <•>*' Объемъ прямоуголыгаго параллелепипеда равенъ 
произведение» трехъ его реберъ, пересекающихся въ одной изъ 
его вершшгь, пли произведение его основашя на высоту.

Эту теорему нужно понимать такъ: Если мы измЁряемъ одною 
и тою же единицею длины три Перес її кающі яся въ одной 
вершина ребра,  и пол у чи мъ числа т .  п. р, то п ара лле л е пи
пе дъ,  измБрянный с о о т в е т с т в у юще ю кубическою единицею,

Положимъ, что АС прямоугольный парал
лелепипед ъ .  и какая нибудь единица линей
ной меры. напр. ®уть, заключается ш разъ 
въ ребрі АВ, п разъ въ АО. р разъ въ АЕ_ 
при чЪмъ гп, її, р могутъ быть ц і гыми дроб
ными и нрраціональньтмп числами. Отложимъ 
отъ вершины А по тремъ ребрамъ линіи 
АМ, ААТ, АО. равный единица длины, такъ 
ЧТО АВ = т  .АМ. ДО и. \\. АЕ==р.АО 
Проведемъ чрезъ точку М плоскость, парал
лельную стороні АН, чрезъ точку N плоскость 
параллельную стороні \Е. и чрезъ точку О 

плоскость параллельную основанім» АС. тогда полученное такимъ образомъ 
тіло А И будетъ кубическая единица, соотвітствующая принятой нами 
линейной. Такъ какъ пара лле лепипедъ АО и куоъ Ай иміюгь общее 
основаніе, то они относятся какъ ДЕ: АО (§ 189), и такъ какъ АЕ равна 
р разъ взятой линіи АО. то и куоъ АВ нужно взять р разъ, чтобы 
образовать параллелепипедъ АО, слід.

АО =  р • АІС

д а с т ъ  число тпр.

Параллелепипеды АР и АО имёютъ общее основаніе МЕ и при томъ 
АС =  п . АД7, потому АО должно взять п разъ. чтобы образовать АР, слід. 

АР =  п . АО или АР =  п . р . АВ.
Наконецъ 
кромі того

параллелепипеды АС и АР имТпотъ общее основаніе АН 
АВ =  га . АМ, с л ід .

АЄ — ю . АР, и такъ какъ АР =  п . р . АИ, то

АС =  тпр.  А В или АС
АЙ — тпр.

и



25

Такъ какъ шп есть площадь основаній, и р высота даннаго парад- 
пегшпеда AG, то его объемъ mnp равенъ произведенію основаній inn 

на высоту р.

Если ш, п, р цйлыя числа, напр. 3, 4, 5, то отложивъ принятую 
шнейную единицу на ребрахъ АВ, AD, АЕ и проведя нзъ точекъ діле- 
нін плоскости параллелями сторонамъ параллелепипеда, мы убедимся на
глядно, что онъ заключаетъ 3 . 4 . о =  60 еоотвЪтствующихъ кубическихъ 
единицъ.

С л В дет в і я. 1) Объемъ куба равенъ третьей степени 
числа,  выражаюгцаго длину его ребра.  Посему третью степень 
числа называютъ его кубомъ.

2) Если д в і  какія нибудь лпнейныя мтзры относятся  
какъ 111 : п, то с о о т в % т с т в у ю щ і я к у о и ч е с к і я м Ъ р ы относятся 
какъ  т 3 : п3. Няпр.

I Метръ =  10 дециметровъ =  100 сантимегровъ,

1 кубичный метръ =  1000 куб. децим. =  1000000 куо. сантим.

1 Футъ — 12 дюймамъ, 1 куб. Футь — 1728 куо. дюймамъ.

| 192. Объемъ всякаго параллелепипеда равенъ произве
денію изъ его основанія на высоту.

'Гакъ какъ всякій параллелепппедъ равновеликъ прямоугольному, 
имеющему съ нимъ равновеликое основаше и равную высоту (§ 187), 
а объемъ прямоугольнаго параллелепипеда равенъ произведенію оенованія 
на высоту (§ 191), то и объемъ всякаго параллелепипеда равенъ ироиз- 
веденію оенованія на высоту.

§ 193. Объемъ всякой призмы равенъ произведенію ея 
оенованія на высоту.

1) Разсмотримъ сначала треугольную призму 
ABCDEF которой высота Ь. Проведя изъ точекъ В,
С, Е, F ЛИНІИ, параллельный ребрамъ АС, АВ, DF, DE. 
дополнимь призму до параллелепипеда AG, имеющего 
туже высоту h. Гакъ какъ AG =  АВКС X  Iі (§ 192) 
п призма ABCDEF =  Jr AG (§ 188), то

ABCDEF =  X  h =  ABC X  h.
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2) Многоугольную призму ABCDEFGH1K можно 
разделить на нисколько треугольныхъ, имеющихъ съ 
нею туже высоту Ь. Объемы этихъ призмъ будутъ, 
ABE X  h , ВСЕ X  Ь, CDE X  В * след. сумма ихъ , г. е. 
объемъ многоугольной призмы равна

(АВЕ +  ВСЕ +  CDE) h == A13CDE X  h.

§ І У 1! .  С л і д с т в  і я. І) Дв а  параллелепипеда или д в і  
призмы,  и мею щі я равновеликі я основаній и равный высоты,  
равновелики.

2) Параллелепипеды или призмы относятся  какъ п р о и з 
веден]’ я ихъ основані й на высоты.

3) Параллелепипеды или призмы,  имі ющі я равновеликі я  
о с н о в а н і й ,  от нос я т с я  ка къ  ихъ в ы с о т ы ,  а и м Є ю щ і я равны я 
в ы с о т ы ,  о т н о с я т с я  какъ основані  я.

§ 1®*** 1) Многогранникъ, котораго одна сторона многоугольникъ,
а всі, остальныя—треугольники, имЄющіє одну общую вершину, называется 
пирамидою.  Пирамиду можно построить, проведя последовательно 
плоскости чрезъ каждую изъ сторонъ какого нибудь мно—ка и точку, 
не лежащую съ нимъ въ одной плоскости. Точка, въ которой сходятся 
все тре— ки, называется вершиною пирамиды,  а сторона, противо
лежащая этой вершине, — основашемъ.  Перпендикуляре, опущен
ный изъ вершины пирамиды на плоскость основанія, называется 
в ысо т ою пирамиды.

2) Пирамиды бываютъ трехстороннія четьірехстороннія и т.д. 
смотря по числу сторонъ основанія или по числу тре— ковъ, составляющихъ 
боковую поверхность. Самая простая изъ всехъ пирамидъ—  трех сто 
р о ни я я, потому что она образована четырмя плоскостями, а чтобы зам. 
кнуть пространство со всехъ сторонъ нужно по крайней мере 4 плоскости. 
Все телесные углы пирамиды въ такомъ случае трехгранны, и всякая изъ 
ея сторонъ можетъ быть принята за основаніе. Всякая п— сторонняя пира
мида имеетъ n -f- 1 ограничивающихъ ее плоскостей, n —f— 1 вершинъ и 
2п реберъ.

3) Если основаніе пирамиды правильный мно—къ, и перпендикуляръ, 
опущенный изъ вершины на основаніе, пересечетъ это последнее въ его 
центре, то пирамида называется правильною.  Въ ней все боковыя 
стороны равнобедренные треугольники.

4) Если пирамида пересекается плоскостью, параллельною оенованію, 
то часть ея, заключающаяся между плоскостью сЄчєнія и основашемъ
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называется усеченною пирамидою,  а разстояніе двухъ ея параллель- 
ныхъ сторонъ — высотою усеченной пирамиды. Всякая п—сторонняя 
сгбченная пирамида иміеть п -)-2 ограничиваютцихъ ее плоскостей, 2п 
вершинъ и Зп реберъ.

§ 196 . Если пирамида S A B C D E  будетъ прес/Ьчена плос
костью, параллельною основанію, то 1 ) сЬченіе abcde будетъ 
мно— к ъ , подобный основанію A B O D E , 2 )  площади подобныхъ 
мно—-ковъ A B O D E  и abcde относятся какъ квадраты ихъ раз- 
стояній ( S P  и sp ) отъ вершины пирамиды.

1) Стороны мно—ковъ ABCDE и abode па
раллельны (§ 161),  отчего и углы ихъ соот
ветственно равны (§ 165). КромВ того мы нмЪемъ 
пропорцій:

AB-.ab =  (AS : a S = )  АЕ:ае = E D  ■. ed . ..  
слід. ABCDE со abcde.

2) Проведемъ чрезъ ребро SA н высоту SP 
плоскость. ,'Тиніп АР и ар січенія этой плос
кости съ плоскостями ABCDE и abode парал- 
іельньї, почему /\ASP co aSp, а такъ какъ кромі 
того и Д  ASB со aSb, то

SP : Sp — SA : Sa =  АВ : ab. или 

SP2 : Sp2 =  АВ2 : аЬ2. Но по § 101 

ABCDE : abcde =  АВ2 : ab2, с л ід .

ABCDE : abcde =  SP2 : Sp2.

Сл і д с т в і я .  1) Если пирамида р а з с і ч е н а  плоскостью,  
параллельною основані ю,  то отрезанная такимъ о б р а з о мъ 
меньшая пирамида подобна ц і л о й  (§ 183, 5).

2) О с н о в а н і я п о д о б н ых ъ  пирами дъ от нос я т с я  какъ 
квадраты ихъ вы с отъ.

§ 191. Если д в і пирамиды S A B C D  и P F G H , готЬюіція 
равновеликія основанія и равный вы соты , пересечены плос
костями, параллельными основаш ямъ, на равныхъ разстояш яхъ  
(Se =  P k )  отъ вершины, то площади пересиченій (ab ed  и fgh ) 
равновелики.

S
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Положим?), что обе пирамиды по
мещены СВОИМИ ОСНОВаШЯМИ въ одной 
и топже плоскости и пересечены плос
костью , ей параллельною. Если SE и 
РК высоты пирамидъ, то (§ 10(i)

ABCD = abed =  SE2 : Sc2 
FGH : fgh =  PK2 : Pk2.

Ho по условію
ABCD =FG H , SE =  PK, So =  Pk, 

потому и SE2 =  PK2, Se2 =  Pk2, след. и 
abed =  fgh.

§ 198 Двъ трехстороннія пирамиды тгЬю щ ія равиовелпкія 
основанія и равныя высоты, равновелики.

Представичъ себе, что высоты ооеихъ пирамидъ разделены на 
одно и тоже безконечно большое число равныхъ частей и чрезъ точки 
дЄ ієнія проведены плоскости, параллельный осиованіяхгь, тогда каждый 
два сеченія ооеихъ пирамидъ, одинаково удаленный отъ вершинъ, равны 
(§ 196). Каждую часть пирамиды, заклющающуюся между двумя последова
тельными секущими плоскостями, можно разематривать какъ трегранную 
призму (хотя строго говоря она усеченная пирамида), потому что два 
безконечно блпзкія сЄчєнія пирамиды оезъ заметной ошибки равны одно 
другому. Такимъ образомъ пирамида разложится на безконечно большое 
числа чрезвычайно низкихъ призме, и такъ какъ каждая изъ нихъ въ 
одной пирамиде равна соответствующей ей въ другой, то и суммы нхъ 
т. е. самыя пирамиды должны быть таке же равны.

чтобы каждая нзъ нихъ была менее х, и чрезъ точки деленія проведемъ 
плоскости, параллельный оеновашямъ АВС и abc, тогда каждый два се
ченія, равно удаленный отъ основанія, будутъ равны (§ 19Т). Постронмъ 
въ первой пирамиде на ея основаній и на каждомъ сеченіи внЄшнія 
призмы І, II, I I I . . . , ,  которыхъ боковыя ребра параллельны ребру

Другое  доказ ательст во.  Поме- 
стимъ обе пирамиды нхъ основаниями 
въ одной плоскости, и предположимъ, 
что РАВС >  раЬс и именно что

РАВС — pabc =  Q.

В ъ

Разность 0  всегда можно предста
вить въ виде призмы, которой оено- 
ваше АВС, а высота х. Раздешмъ 
общую высоту Н ооеихъ пирамидъ 
на такое число равныхъ частей,



АР, а во второй пирамид* построим* подъ каждым* с*ченіем* вну- 
треннія призмы 1, 2, 3. . . . так*, чтобы их* боковыя ребра были парал
лельны ребру ар, тогда по равенству основаній и высот* (§ 194, 1) 
будет* 1 = 1 ,  II =  2, III =  3, так* что ннжная призма IV составляет* 
разность между суммою вс*хъ внешних* и суммою вс*хъ внутренных* 
призм*. Так* как*

I +  II +  III +  IV >  РАВС 
I +  2 —{— 3 <  раЬс, то

(I +  II +  III +  IV) — (1 +  2 +  3) >  РАВС — раЬс, т. е.
IV >0-

Однакожъ призма IV не может* быть оол*е призмы О, потому что хотя 
об* он* им*ютъ одно и тоже основаніе АВС, но высота призмы IV 
выбрана нами мен*е х, высоты призмы 0 ,  сл*д. преположеніе, что 
РАВС >  раЬс, невозможно. Точно также можно доказать, что не может* 
быть РАВС <  раЬс, а потому должно быть РАВС =  раЬс.

§ 199 . Объемъ трехсторонней пирамиды Е А В С  равенъ 
трети объема призмы, имеющей съ нею одно и тоже основаніе 
и туже высоту.

Если из* вершин* А и С проведем* линіи АБ и 
СЕ параллельный ребру В Е , и чрез* точку Е плоскость 
параллельную основание АВС, то образуется трехсто
ронняя призма АВСБЕЕ, которая им*етъ одно и тоже 
основаніе и туже высоту съ данной пирамидою. Чрез* 
это построеніе к* данной трехсторонней пирамид* ЕАВС 
прибавится четырехсторонняя ЕАСЕІ). Проведя плоскость 
ЕСІ), мы разділим* ЕАСЕБ на дв* трехстороннія пирамиды ЕАСБ и 
ЕСБЕ, которыя равновелики (§ 198). Но пирамиды ЕСБЕ и ЕАВС им*ютъ 
равньтя основанія НЕЕ и АВС и равныя высоты (§ 164, 1) и потому равно
велики. Таким* образом* три равновеликія пирамиды ЕАСБ, ЕСБЕ, ЕАВС 
составляют* призму АВСБЕЕ, сл*д. ЕАВС есть третья часть этой призмы.

§  2 0 0 .  Объемъ всякой пирамиды равенъ третьей части  
произведенія ея основанія на высоту.

Для трехсторонней пирамиды это предложеніе 
прямо сл*дуетъ из* § 193 и § 199.

Многосторонняя пирамида АВСОЕЕ может* 
быть разд*леиа на трехстороннія АВСЕ, АСОЕ, А1)ЕЕ, 
пм*ющія съ нею одну и туже высоту Ь. Объемы 
этих* пирамид* будут*

. ВСЕ, $Ь.СБР, Д і.БЕЕ,
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слід. сумма ихъ или объемъ многосторонней пирамиды 
ABCDEF =  £h (BCF +  CDF +  DEF) =  £h . BCDEF.

§ 2 0 1 .  С л і д с т в і я .  1) Д в і  пирамиды,  имі ющі я  равно- 
великій основані й и равнын в ыс о т ы,  равновелики.

2) Объемъ всякой пирамиды раве нъ трети объема 
призмы,  имеющей т і  ж е ос новані е  и высоту.

3) Пирамиды,  и мі ющі я  равновеликі я ос новані я ,  о т но
сятся какъ ихъ в ысо ты,  и мі ющі я  же равный высоты,  отно
сятс я  какъ ихъ основані я .

§ 202. Определить объемъ усеченной пирамиды А  В  C D  
по данной вы соте h п основашямъ G и g.

Представимъ ceoi, что стороны усеченной пирамиды продолжены 
до пересіченій ихъ въ вершині S, такъ что усіченная пирамида допол
нится до ціаой ВДВ. Обозначимъ высоту верхней дополнительной 

пирамиды чрезъ х , тогда (§ 200) 
я вся пирамида SAB =  -JG (h -j- х),

верхняя пирамида SCD =  ^gx, слід, 
усіченная пирамида Л ВС I ) =  iG (h -)-x )— gx или 

ABCD =  y [Gh +  ( G - g ) x ] ,
Для вьіраженія x посредствомъ данныхъ величинъ 
мы имбемъ (§ 196, 2)

G : g =  (h -j- x)2 : X а ИЛИ Y &  - Y  g f- X : x,

h Y  g
Y G~ Y g

слід.

ABCD =  J [Gh +  f G ~ g )  r  *;K g r J  или 

ABCD =  jh  [G  +  y 4 ^ Y g ’ X  У  S ]• Ho

G — g =  ( D G +  Y g) ( K G — Y g), слід.

J/ G _  y g V G +  Y g: и потому

ABCD =  yh [G -f- (D G  -f- Y  g) Г  g] или 
ABCD =  £h (G +  V G g  +  g).

И такъ мы получимъ объемъ усіченной пирамиды, если сложимъ пло
щади верхняго и нижняго основанія и среднее геометрическое между 
ними, и полученную сумму умножимъ на треть высоты.

Ус і ч е н н а я  пирамида равновелика полной пирамиді  тойже 
в ыс о т ы,  но ос новані е  которой равновелико с у мм і  верхиаго
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и нижи яго основані я и средняго пропорці яльнаго между 
обоими о с н о в а н і я м и у с "В ч е и н о й пирамиды.

§ 2 0 3 . Объемъ трехсторонней призмы A B C D E F ,  у с е 
ченной непараллельно основанію, равняется произведешь) ея осно
ванія А В С  на треть суммы перпендикулярові., опущенныхъ изъ 
вершинъ D , Е ,  F  на основаніе А В С .

Чрезь вершину Е , которая ближе всехъ 
прочихъ къ основанію АВС, проведемъ плоскость 
ЕМР, параллельную этому последнему : тогда 
Д  МЕР 22 АВС (§ 184). Усеченная призма разде
лится на призму АВСМЕР и на четырехстороннюю 
пирамиду EMDFP. Эту последнюю можно разсечь 
плоскостью EDP на две трехстороннія пирамиды 
DMEP и FDEP.

Проведемъ плоскость EFM, тогда
/\ FDP =  FMP (§ 80, след.), и потому 
пир. EFDP =  пир. EFMP (198), т. е. 
пир. FDEP =  пир. FMEP.

Если обозначимъ разстоянія вершинъ Е, D,
АВС чрезъ h, h -f- m, h —j— p, то m и p будуть разстояніями вершинъ 
D и F отъ плоскости ЕМР, след, имеемъ (§ 193, § 200)

призма АВСМЕР =  ABC X  h =  ABC
О

пирамида DMEP =  МЕР X  ^  =  ABC X  ^
О у

пир. FDEP =  пир. FMEP =  МЕР X 1  =  ABC X  1  •о и
Сложивъ эти три равенства, найдемъ что

ABCDEF =  ABC X  J + É .

С лЄд с т в і я . 1) Такъ какъ это вьіраженіе равно 
і  ABC h + 1  ABC (h 4- m) - f  {  ABC (h +  p), то 

трехсторонняя призма,  ус е ч е нная  непараллельно основанію,  
равновелика тремъ пирамидамъ,  имЬющимъ тоже основані е 
АВС, а вершины въ в е р ши н а х ъ  D, Е, F.

2) Если призма прямая, то высоты ея будуть боковыя ребра, 
след, о б ъе мъ прямой трехсторонней призмы,  усеченной н е 
параллельно основані ю,  равняется про и з в е д е н і ю ея о с н о 
ванія на одну треть суммы в с е х ъ  бо ков ыхъ реберъ.

п т т .  п с и л в а и і я
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§ 204. Симметричные многогранники равновелики.
Симметричныя пирамиды равновелики, потому что ооъемъ пирамиды 

зависить только отъ ея высоты и площади основашя, а въ симметри- 
ческихъ многогранникахъ век соответственный части равны между собою. 
Такъ какъ два симметричные многогранника могутъ быть разсКчены 
плоскостями на равное число попарно симметрическихъ пирамидъ, то 
они должны имКть равные объемы.

§ 205. ДвТ> трехетороншя пирамиды S A B C  и sab c по
добны, если ттмЬютъ по равному двугранному угл у, заключаю
щемуся между двумя соответственно подобными и одинаково 
расположенными сторонами.

Пусть Д\ ASB ос asb, Д  ASC ос asc 
и двугранный уголъ BASC — base. Отло- 
жимъ Sa' =  sa, Sb' =  sb, Sc' =  sc и про- 
ведемъ чрезъ точки а', Ь', с', плоскость,
тогда пирамида Sa'b'c 22 sabc (§ 181,  3) 
Такъ какъ Д  ASB оо a'Sb' и /\ ASC о с  a'Sc', 
то AB у a'b' и АС || а'с' (§ 89). Изъ парал
лельности этихъ линш елкдуетъ параллель
ность плоскостей АВС и а'Ь'с' (§ 165,  2), и 
потому пирамиды SABC и Sa'b'c' подобны 
(§ 196, слКд. 1), слКд. и SABC ехз sabc.

§ 206. Два подобные многогранника А В С Х Ж Е О  и 
аЬеДе!^ можно разложить на равное число соответственно  
подобныхъ и одинаково расположенныхъ пирамидъ.

а

о

b

?

с

Пусть одна сторона ABCDE будетъ пятиуголь- 
никъ, къ которому какъ къ основашю примыкаютъ 
два четыреугольника BCGF и DEFG и три тре— ка 
ABF, AEF и CDG. Проведя изъ вершины G /раго- 
нальныя плоскости, мы разсКчемъ многогранникъ на 
трехетороншя пирамиды GCDE, GACE, GABC, GAEF. 
GABF. Другой многогранникъ, въ которомъ тКже 
буквы обозначаютъ соотвКтствуннфя вершины, и части 
котораго расположены въ томъ же порядкК, раз
сКчемъ также плоскостями изъ вершины g. Такъ 
какъ въ обоихъ многогранникахъ век двугранные 
углы попарно равны другъ другу (§ 183, 4) it кромк 
того век стороны многограпниковъ подобны [а по
тому и тре— ки, на которые они распадаются соот- 
вКтетвенно подобны (§ 100, 2)] ,  то по § 205 пира-
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мида GCDE оо gcde, GABC oo gäbe, GAEF со gaef, GABF oo gabf, по
тому что каждая пара этихъ пирамидъ имеетъ по равному двугранному 
углу, заключающемуся между двумя соответственно подобными и одинаково 
расположенными сторонами. Наконецъ пирамида GAEC со gaec (§ 203), 
потому что стороны АСЕ со асе, GCE со gee и лежацце при ребре СЕ и 
се углы равны, какъ допольнешя до двухъ прямыхъ двухъ равныхъ дву- 
гранныхъ угловъ въ пирамидахъ GCDE и gede.

§  г о 1 .  в ъ  двухъ подобныхъ многогранникахъ 1 )  поверх
ности относятся какъ квадраты, а 2 )  объемы —  какъ кубы двухъ  
сходственны хъ реберъ.

1) Въ двухъ подобныхъ многогранникахъ стороны попарно подобны, 
и потому все соответствуюнця ребра пропорцюнальны. Площади двухъ 
соответствующихъ сторонъ многогранниковъ относятся какъ квадраты 
соответствующихъ реберъ, почему и суммы площадей сторонъ будутъ 
относиться также какъ квадраты реберъ.

2) Если многогранниками будутъ две трехстороншя пирамиды Р и р, 
то обозначивъ ихъ основашн чрезъ G и g, а высоты чрезъ Н и h, 
и каюя нибудь два соответствуюпця ребра чрезъ К и к ,  получимъ 
(§ 196, след. 2)

G : g =  H2 : h2, след, и
GH:gh =  H3 : h 3. Но такъ какъ
GH : gh =  Р : р
Нз . h3 =  К3 : к3, то
Р : р =  К3 : к3.

Два подобные многогранника разсекаются площадями на равное 
число подобныхъ и одинаково расположенныхъ пирамидъ (§ 206) а по
добный пирамиды относятся какъ кубы ихъ соответствующихъ реберъ. 
Такъ какъ крометого въ подобныхъ многогранникахъ соответствующая 
ребра пропорцюнальны, то ясно, что сумма пирамидъ однаго многогран
ника будегъ относиться къ сумме всехъ пирамидъ другаго какъ кубы 
соответствующихъ реберъ.

Следств1е.  Со о т в е т с т в у юп ц я  ребра д в у х ъ  подобныхъ 
многогранниковъ относятся какъ кв а дра т ные  корни изъ 
числовой величины п о в е рх но с т е й,  или какъ к у б и ч е с к i е 
корни изъ числовой величины о б ъ е мо в ъ  многогранниковъ.

Если напр. дано построить многогранникъ, который бы былъ по- 
добенъ данному и пмелъ вдвое большую поверхность, то два соответ-



34
ствуюиря ребра должны относиться как® 1 : \  2. Если же объем® 
искомаго многогранника долженъ быть вдвое болКе объема даннаго, то 
соотвЪтствуюиря ребра должны относиться какъ 1 : {/ 2.

§ 208. п равильными многогранниками называются так1е, 
которые ограничены со в с ё х ъ  сторонъ равными правильными многоуголь
никами, и въ которых® всЬ тьлесные углы между собою равны.

М огутъ быть только пять различныхъ правильныхъ много- 
гранниковъ.

Сл"Ьдующ1Я Фигуры представляютъ эти многогранники и ихъ поверх
ности, разпрямленныя въ плоскость, но взятыя въ меньшемъ масштаб®.

V

1) Для ооразовашя тЁлеснаго угла нужно 
по крайней мКр-в 3 многоугольника, и сумма 
плоскихъ угловъ, ограничивающихъ много
гранный уголъ, должна быть менве, четы
рехъ прямыхъ (§ 178). Если мы предста- 
вимъ себ®, что три равные правильные 
треугольника составлены вм®ст® такъ, что 
образуют® т®лесный уголъ, то сумма в с ё х ъ  

плоскихъ угловъ, лежащих® около вершины 
т®леснаго будет® равна 3 X  fR  =  2R , а от- 
BepcTie этого угла может® быть закрыто 
правильным® тре— ком®, равным® осталь
ным®. Такое т®до, ограниченное четырмя 
тре—ками есть правильный четы регран- 
ник® или тетраэдр®.  2 3

2) Представимъ ееб®, что четыре рав
ные правильные треугольника, пересВкаю- 
цреся под® равными двугранными углами, 
образуют® т®лесный уголъ, тогда сумма плос
кихъ угловъ этого т®леснаго мен®е 411, и 
отверстте его представляет® квадрат®. Если 
мы приложим® два составленные таким® обра
зом® четырегранные угла их® отверст1ями 
один® к® другому, то образуется ограничен
ный осмью тре—ками правильный осми- 
грани и к® или октаэдр®.

3) Если составим® тВлесный уголъ из® 
пяти равных® правильныхъ треугольников®, 
перес/Ъкающихся под® равными двугранными
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углами, тогда сумма плоекихъ угловъ такого 
тЁ.геснаго меніе 4В, и его отверстие будетъ 
представлять правильный пяти— къ. Нало- 
жимъ два такіе угла А и В, одинъ сверху, 
другой снизу на поясъ, сложенный изъ 10 та- 
кихъ же тре—ковъ, такъ чтобы пять тре—ковъ 
пояса совпали своими боками съ краями от- 
верстія тЁлеснаго угла А, и пять тре—ковъ съ 
краями отверстія угла В, тогда образуется 
ограниченный 20 тре— ками пр а в п л ь н ы и 
дв ад цат игранники или ик о с а э д р ъ .

Изъ шести правильныхъ тре—ковъ нельзя составить тЁлеснага 
угла, потому что шесть плоекихъ угловъ такого угла равнялись бы 
6 X  дК — Такимъ ооразомъ видно, что изъ правильнаго тре ка
можно составить только тр и  различныхъ правшьнихъ многогранниковъ.

4) Изъ трехъ равныхъ квадратовь обра
зуется трегранный уголъ, котораго отверсНе 
можно закрыть, приложивъ еще три таше же 
квадрата. Ограниченное шестью равными 
квадратами тёло есть правильный шести-  
гранникъ или куоъ или гекеаэдръ.

Изъ 4 квадратовъ нельзя составить тё 
леснаго угла, потому что сумма его плоекихъ 
угловъ равнялась бы 4Б.

5) Изъ трехъ равныхъ правильныхъ 
пятиугольниковъ можно составить гЬлесный 
уголъ, потому что сумма плоекихъ угловъ 
такого угла З Х | К < 4 В .  Представимъ сеоЁ, 
что къ каждой сторонЁ правильнаго пяти
угольника приложено по одинаковому съ  
нимъ пятиугольнику такъ, что около каждой 
его вершины составится по трегранному углу. 
Тогда образуется полузамкнутая поверхность, 
въ которой кран отверспя состоитъ изъ 5 
входящихъ и 5 выходящихъ угловъ. Если ДВЁ 
составленныя такпмъ ооразомъ поверхности 
сложить такъ, чтооы выходяице углы одной 
вошли во вдавпиеся углы другой, то получится 
ммогограиникъ, ограниченный 12 пятиугольни
ками и называемый прапильнымъ д в е н а д 
цати г р а и н и к омъ или додекаэдром ъ.

X X
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Пзъ правильныхъ многоугольниковъ большего числа сторопъ не 

могутъ быть составлены многограники, потому что уже сумма плоскихъ 
угловъ трегранника, составленнаго изъ правильныхъ шестиугольниковъ
=  З Х Р  =  4К.

§  2 0 9 .  З а д а ч и .

1) По данному ребру а построить кубъ.

2) РазсЪчь кубъ плоскостью такъ, чтобы шшя съчешя была пра
вильный шестиугольникъ.

3) Даны длина и положеніе трехъ выхо-

А — 71°
дящихъ изъ одной точки прямыхъ: построить па-
радлелешшедъ, у котораго эти лрямыя были бы

/7 7 / ребрами,

і М г 4) Даны величина и положеше двухъ не
А — в пересЪкающихса и не параллельныхъ прямыхъ

АВ и РС: построить параллелепипедъ, у котораго
эти лиши были бы ребрами.

3) Построить параллелепипедъ, подобный данному такъ, чтобы пря
мая а была однимъ изъ его реоеръ, которое соотвЪтствуетъ одному изъ 
реберъ даннаго параллелепипеда.

6) Построить прямоугольный параллелепипедъ, который бы пмЪлъ 
ребро а и былъ равновеликъ кубу, котораго ребро равно линіи Ь.

7) Построить призму по данному основанію, величин  ̂ и положенію 
боковаго ребра.

8) Начертить квадрать, котораго площадь равнялась бы 1) боковой 
поверхности, 2) всей поверхности данной призмы или пирамиды.

9) Распрямить на плоскости поверхность 1) трехсторонней призмы 
по даннымъ тремъ ребрамъ какого либо ея угла и плоскимъ угламъ, за
ключающимся между этими ребрами, 2) пятисторонней призмы по дан
ному основанію и двумъ прилежащимъ гранямъ.

10) Обратить 1) многостороннюю призму въ трехстороннюю, 2) много
стороннюю призму въ параллелепипедъ.

11) Усеченную трехстороннюю призму обратить въ прямую, кото
рой основаніе равнялось бы сЪчешю данной призмы плоскостью, пер
пендикулярною къ боковымъ ребрамъ.

12) По даннымъ боковымъ ребрамъ трехсторонней пирамиды и 
ооразованнымъ ими плоскимъ угламъ начертить ея поверхность на 
плоскости, въ видь сплошной Фигуры.
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13) По дэннымъ шеста ребрамъ трехсторонней пирамиды начертить 

т я поверхность на ПЛОСКОСТИ ВЪ ВИДЬ СПЛОШНОЙ фигуры.

14) Начертить на плоскости поверхность трехсторонней пирамиды, 
которой основаше и его углы наклонешя относительно боковъ даны.

13) Начертить на плоскости поверхность 
шрамиды, если даны основаше АВСПЕ, вы

сота ОР и точка Р пересечешя основашя съ 
высотою.

10) Начертить на плоскости поверхность 
лпрамиды. если даны: основаше АВСИЕ, 
"ОКОВОе ребро ВО н телесный уголъ В.

17) Дано основаше АВСПЕ пирамиды 
п две ея смежный грани АВО и ВСО, по
строить па плоскости въ виде сплошной Фи
гуры поверхность этой пирамиды.

18) Чрезъ точку М на ребре А8 тре- 
граннаго угла провести плоскость МРО такъ, 
чтобы площади трехъ ооковыхъ сторонъ 
пирамиды БМРО были равны между собою.

19) Разделить трехстороннюю пира
миду нополамъ плоскостью, проходящею
чрезъ ея вершину н пересекающею осно
ваше по прямой даннаго направлешя.

20) Пирамиду ЭАВСОЕ разделить плос
костью, параллельною основашю 1) такъ, чтобы 
площади основания п сечешя относились какъ 
шнш ш п н, 2) такъ. чтобы поверхность 
отсеченной пирамиды ваЬсйе составляла треть 
поверхности целой пирамиды.

21) Построить тетраэдръ 1) по дан
ному ребру, 2) по данной высоте.

8

22) Построить октаэдръ 1) по данному ребру, 2) по данной
шагоналп.

23) Построить додекаэдре, котораго ребро равнялось бы линш а.

24) Построить икосаэдръ. котораго ребро равнялось бы а.

23) Начертить на плоскости уголъ наклонешя двухъ смежныхъ 
плоскостей 1) тетраэдра, 2) октаэдра, 3) додекаэдра, 4) икосаэдра.
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В Г 26) Построить треугольника. котораго пло
щадь была бы среднею пропорціональною между 
площадями основаній данной усеченной пирамиды 
АВСГШ.

27) Даны д в ё  п— сторонній пирамиды, пмё- 
юіція равныя высоты и подобный основаній; по
строить трехстороннюю пирамиду, которая бы была 
среднею пропорціональною между данными.

28) Усеченную пирамиду разсЁчь плоскостью, параллельною осно- 
вашямъ такъ, чтобы полученная площадь С Ё ч еш я была среднею проиор- 
ціональною между площадями основаній данной усеченной пирамиды.

IV. О іиі.иінф Ь.

§ «*<>• 1) Если прямая движется по окружности двухъ круговъ,
лежащихъ въ параллельныхъ плоскостяхъ, постоянно оставаясь парал
лельною линіи, соединяющей центры этихъ круговъ, то образуется кри
вая поверхность, называемая цилиндрическою;  тёло, ограниченное этою 
последнею и двумя параллельными кругами, называется цилиндромъ,  
каждый изъ параллельныхъ круговъ — о с н о в а юе м ъ ,  линія, соединяющая 
центры основаній, — ос ью,  а разстояніе плоскостей основаній другъ 
отъ друга — в ысотою цилиндра.

2) Всякая линія, соединяющая д в ё  точки оооихъ основаній и про
веденная параллельно оси, называется образующею.  Эта линія должна 
совпадать съ цилиндрическою поверхностью, потому что ее можно раз- 
сматривать какъ одно изъ положеній прямой, которая своимъ движешемъ 
описываетъ цилиндрическую поверхность. В с ё  образующія параллельны 
оси, а елЁдоватЁльно и другъ другу и равны между собою (§ 164).

Отсюда слЁдуетъ, что всякое сїченіе, проходящее чрезъ ось или 
параллельное оси параллелограмъ.

3) Прямымъ цилиндромъ называется такой, въ которомъ ось 
перпендикулярна основанію. При всякомъ же другомъ положеній оси 
цилиндръ называется коеымъ.  Въ прямомъ цилиндрЁ в с ё  образующія 
перпендикулярны основанію и равняются его в ы с о т ё , въ косомъ же ци
линдрЁ высота всегда менЁе образующей.

Если представимъ сеоЁ, что прямоугольникъ обращается около одной 
изъ своихъ сторонъ, какъ около неподвижной оси, то другая сторона 
опишетъ прямой цилиндръ.
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Въ прямомъ цилиндре всЪ с/Ьченія, проходящія чрезъ ось его 

і! ні параллельно ей, прямоугольники.
4) Два цилиндра по дойны,  если ихъ оси наклонены подъ рав

ными углами къ основан 1ямъ и если отношенія ихъ осей къ радіусамь 
основаній равны.

§ 211. Всякое сЪчеше (сині) цилиндра плоскостью, парал
лельною основанію, образуете кругъ, который равенъ основанію, 
и котораго центръ лежитъ на оси цилиндра.

Проведемъ чрезъ ось по двумь пронзвольнымъ 
нанравлешямъ п.юскости, который пересЪкутъ осно
ваній и параллельную имъ плоскость сьченія по 
шшямъ А т и а т , А.\ и ап. Такимъ образомъ 
получатся параллелограмы АМаш и АХап (§ 210, 2 
и § НИ), следовательно АМ =  ат и АХ =  ап;
а такъ какъ АН =  АХ, то и шн =  ап, т. е. точки ___

' . М Жш и п одинаково удалены отъ а. ато заключеніе
справедливо для в с ё х ъ  точехъ, лежащихъ на
кривой переееченія цилиндра, следовательно эта кривая есть кругъ, 
котораго центръ находится на оси цилиндра, а радіуса равенъ радіусу 
его основаній.

§ 212. Объемъ цилиндра равенъ произведенію площади
его основаній на высоту.

Мы разсматрпвали кругъ какъ правильный многоугольникъ съ без
конечно болыиимъ числомъ сторонъ, потому и ци.шндръ можно прини
мать за призму, которой основаніе такой мно— къ, а высота равна 
высоте цилиндра. Отсюда слЬдуетъ, что объемъ цилиндра, какъ объемъ 
призмы, равняется произведенію площади основаній на высоту.

§ 213. і) Если ооозначимъ чрезъ Ь высоту цилиндра, а чрезъ г 
рад1усъ его основаній, то

о о ъ е м ъ  цилиндра — т2пЪ,

2) Цилиндры,  і імЄющі є равныя о с новянія и равныя в ы 
соты,  равновелики.

3) Цилиндры относятся ка къ  произведені я  ихъ о с н о 
вані й на высоты.

4) Цилиндры,  и м і  ю щ і е равныя о с н о в а н і я , относятся 
какъ ихъ в ы с о т ы ,  а и м Ъ ю щ і е равныя в ыс о т ы,  какъ осно
ваній,  а след,  и какъ квадраты рад!ус,овъ основані й (§ 141).
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§ 214. Боковая поверхность прямаго цилиндра равна 

произведеню окружности его основашя на высоту.

в |8-К

В в1

с

Хг%
Б

і

И

Такъ какъ всякая прямая, парал
лельная оси цилиндра, и соединяющая 
дв* точки, лежащія на верхнемъ и ниж- 
немъ его основаній, совпадаетъ съ боко
вою поверхностью цилиндра, то мы мо- 
жемъ представить себ* эту поверхность 

разсКченною по длин* одной изъ образующихъ и развернутою на плос
кости. Такимъ образомъ получится прямоугодьникъ, котораго одна 
сторона равна окружности основаній, а другая высот* цилиндра. Такъ 
какъ площадь прямоугольника равна произведенію двухъ его перпенди- 
кулярныхъ сторонъ, то боковая поверхность цилиндра равна произве
денію окружности его основанія на высоту.

§ 215. 1) Если о о о з н а ч и м ъ ч р е з ъ Ь в ы со т у прямаго
цилиндра,  чрезъ к образ ующую,  и чрезъ г р а д і у с  ос н о
вані я ,  тогда  окружность  основані я  б у д е т ъ  2гя, слі д .

боковая поверхность  цилиндр а =  2гяЬ =  2гяв.

2) Такъ какъ пл о ща д ь  о снованія =  яг2, то вся по в е р х 
ность (О) прямаго цилиндра равна 2гяЬ +  г2я  г2я, т. е.О == 2гя (г +■  Ь) =  2гя (г 4-«).

§ 216. 1) Два подобные циліндра С и с относятся какъ
кубы радіусові, ихъ основаній или какъ кубы производящихъ.

2) Боковыя поверхности О и о двухъ подобныхъ цилин- 
дровъ относятся какъ квадраты ихъ радіусовг основаній или 
квадраты ихъ производящихъ.

1) Пусть А и а будутъ, оси Я и я производящія, В и г  радіусьі 
основаній, Н и Ь высоты пилиндровъ, тогда (§ 213, 1)

С : С  == В 2яН : Г2яЬ =  В 2Н : Г2Ь.

Но по § 210,  4 А : а =  й : я =  Б : г =  Н: Ь, и Б3 : в3 =  И3: г3, откуда

С : С =  В 3 : г3 =  Б3 : в3.

2) Такъ какъ (§ 213, 1) О : о =  2ВяБ : 2гяв =  ВБ : гв,

О : О ■= В 2 : Г2 =  Б2 : в2.

то и
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V. О конусі.
§ ж  1) Если прямая АВ (фиг. § 218) движется по окруж

ности АВС круга такъ, что постоянно проходить чрезъ неподвижную точку 
А. лежащую внй плоскости круга, то образованная ея движешемъ кривая 
поверхность называется коническою,  а тіло, ограниченное этою по
верхность и площадью круга, — к о ну с о мъ ;  движущаяся прямая на
зывается образующею,  неподвижная точка А — вершиною,  кругъ 
ВБС —  о с н о в а н і е мъ, линія АЕ, соединяющая вершину А съ цен- 
тромъ основанія Е — осью,  а перпендикуляръ, опущенный изъ вершины 
на основаніе, — высотою конуса.

2) Прямымъ конус омъ называется такой, котораго ось перпен
дикулярна къ основанію, въ противномъ же случай конусъ называется 
косымъ.  Прямой конусъ образуется движешемъ прямоугольнаго 
тре— ка около однаго изъ его катетовъ, причемъ другой катетъ описы- 
ваетъ основаніе, а гипотенуза боковую поверхность конуса. Въ прямомъ 
конуей высота совпадаетъ съ осью и вей образующія равны (§ 153, 2).

3) Всякое ейченіе, проходящее чрезъ вершину конуса, есть треуголь-
никъ, въ которомъ двй стороны — образующія, а третья — хорда осно
ванія конуса. Если ейченіе проходить чресъ ось, то треугольникъ 
состоить изъ двухъ образующихъ и діаметра основанія. Въ прямомъ 
конуей вей его ейченія равнобедренные тре—ки, а вей осевьія ейченія 
образуютъ равные равнобедренные тре— ки, перпендикулярный къ
оенованію.

4) Два конуса подобны,  если ихъ оси наклонены подъ одина
ковыми углами къ основашямъ и относятся какъ радіусьі основаній.

5) Если конусъ разсйкается плоскостью, параллельною оенованію, 
то часть его, заключающаяся между плоскостью ейченія и основаніемъ, 
называется уейченнымъ конусомъ,  остальная же часть, заключаю
щаяся между плоскостью ейченія и вершиною, дополните льнымъ 
конусомъ.

Основаніе конуса и площадь его ейченія называются основяніями,  
разетояніе основаній другъ отъ друга — в ыс о т о ю,  а линія, соединяющая 
центры основаній — осью уейченнаго конуса. Смотря потому, будетъ 
ли ось перпендикулярна къ основашямъ или нйтъ, конусъ называется 
прямымъ или косымъ.

Всякая прямая, совпадающая съ боковою поверхностью конуса и 
соединяющая двй точки основаній, проходить при продолженіи чрезъ 
вершину дополнительнаго конуса, и называется образу ю,'щ е ю. Въ пря
момъ конуей вей образующія равны.
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§ 318. і) Всякое с і і ч є н і є  Ьсіс конуса, параллельное осно- 

ванно ВЮС, есть кругъ, котораго цеитръ находится на оси 
АЕ конуса.

2) Площадь основанія конуса и площадь сіиіенія, проведен- 
наго параллельно основанію, относятся какъ квадраты ихъ раз- 
стояній (АЕ, А£) отъ вершины.

1) Проведе.мъ чрелъ ось въ нроизвольныхъ на- 
правлешяхъ д ві плоскости, который пересЪкутъ ос- 
нованіе и параллельную ему плоскость січенія по 
лишямъ ВС и Ьс, БЕ и сіє, тогда ВС [| Ьс и БЕ || (іс 
(§ 161). Нзъ подооія тре—ковъ слЪдуетъ

ВЕ : Ье =  АЕ : яе =  П Е: (1е.

Такъ какъ ВЕ == БЕ, то и Ье ={1е. Точно также можно доказать, что 
разстояніе точки е отъ остальныхъ точекъ линіи січенія равно Ье, слід, 
кривая січенія есть кругъ.

2) Если прямая АР перпендикулярна къ оеновашямъ ВВС и Ь(1с, 
то изъ подобія тре—ковъ слідуетт,

ВЕ : Ье =  АВ : аЬ =  АР : аґ, слід, и 
ВЕ2 : Ье2 — АВ2 : аЬ2 =  АР2 : аґ2.

Такъ какъ площади круговъ относятся какъ квадраты ихъ радіусові то 

кругъ ВЕ : кругъ Ье =  АВ2 : аЬ2 =  АР2 : а!2.

§ 2 1 9 .  1) Если конусъ ра з с ъч е нъ плоскостью парал
лельною основані ю,  то полученный такимъ образомъ меншій 
конусъ п о добе нъ ці лому (§ 217, 4).

2) Площади основаній подооныхъ конусовъ от нос ятс я  
какъ квадраты в ы с о т ъ  конусовъ.

§ 3 3 0 . Объемъ веякаго конуса равенъ трети произве- 
денія площади его основанія на высоту.

Если разсматривать кругъ какъ правильный многоугольникъ без- 
численнаго числа сторонъ, то конусъ можно принимать за пирамиду съ 
безконечно большимъ числомъ граней, изъ чего слідуетъ, что объемъ 
конуса, какъ и пирамиды, равенъ трети произведенія площади основанія 
на высоту.



43
§ 221. і)  Обозначимъ чрезъ Ь в ыс о т у  конуса,  и чрезъ 

г раді уси его ос нова ні я. тогда о с н ова н і є =  г2я. слід, 
объемъ конуса =  г̂2яіі.

2) Если 5 б у де т ъ  образующая прямаго конуса,  и г раді уси 
основані й,  то в ы с о т а  конуса =  [/ в2 —  г2, а

о б ъ е м ъ =  ^г2Я [/ ^  — г2

3) Д в а  конуса,  имВющіе равные основані й и равныя- 
в ыс о т ы,  равновелики.

4) Два  конуса от нос ят с я  какъ п р о и з в е д е н а  и х ъ осно 
в а н і й на высоты.

5) Объемъ ко нус а  равновелики трети объема цилиндра,  
и м і ю щ а г о  съ конусумъ равный основані е  и высоту.

§ 222. Определить объемъ усеченнаго конуса по данной 
высоте Ь и рад)усамъ И и г верхняго и нижняго основаній.

Положимъ, что усеченный конусъ дополненъ до 
цьлаго чрезъ продолженіе его боковой поверхности.
Если назовемъ высоту дополнительнаго конуса чрезъ 
х, то высота цЪлаго будетъ х Д- 1), слід. (§ 221, 1)

цЪлый конусъ =  2 т (ЪД-х)

дополнительный =  -̂г2ях, сльд. 

усеченный =  ^Д2я (Ъ Д -х)— -̂ г2ях,

— \п [Юй Д- (Л2 — г2) х ].

Такъ какъ Л : г — Ь Д- х : х, то

Ьгх =  —------_. потому

усеченный конусъ =   ̂я  |̂ Д21і Д 

Но Л2 —  г2 =  (И Д- г) (Л — г),

Л2 — г2 
Л — г

слід.

Ьг)
усеченный конусъ =  ^яЬ [Л 2 4- (й +  г) г ]  

=  (Л2 Д- Лг Д- г2).

Это выражеше можетъ быть представлено и въ сл£дующемъ видь: 
Ъ̂ (яЛ 2 Д -я г2 Д-яЛг), и такъ какъ яЛг =  | / яЛ 2.я г 2, то объемъ 

усКченнаго конуса  равенъ объему по л наго той же высоты.
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но основані е котораго равновелико с умм*  верхняго и ни ж. 
н я г о основані й ус *  ч е н н а г о конуса,  сложенной съ с р е д н и м *  
г е о ме т рич е с ки м*  между этими же о с новація ми.

С л *  д. Е сли положим* в *  вираженій \п\і (К3 -{- йг г2), что 
радіус* меньшаго основаній Г — о, то получим* ^й2ггЬ, т. е. выражеше 
объема ц і л а  го конус а :  а положив* й =  г, получим* й 2;гЬ, т. е. вы
ражеше объема ц и л и н д р а .

§ 2 2 3 . Боковая поверхность прямаго конуса равна по
ловині произведенія окружности его оенованія на производящую.

Так* как* прямая, соединяющая вершину конуса 
съ какою—либо точкою оенованія. совпадает* съ бо
ковою поверхностью, то мы можем* представить себ* 
что поверхность конуса разрезана по какой-либо 
образующей и развернута на плоскости. Так* как* 
вс* точки окружности оенованія равно удалены от* 
вершины, то развернутая боковая поверхность конуса 
будет* круговой выр*зокъ, котораго радіус* равен* 
образующей конуса, а дуга — окружности оенованія. 

Площадь круговаго выр*зка равняется половин* произведенія его дуги 
на радіус* (§ 139), слід, и боковая поверхность прямаго конуса равна 
половин* произведенія его окружности оенованія на образующую.

§ 2 2 4 . 1) Если об оз начим*  ч р е з *  Я образующую пря
маго конуса,  и ч р е з *  г р а д і у с *  оенованія,  тогда окружность 
оенованія б у д е т *  равна 2гщ с л і д .

боковая по в е рхно с т ь  =  г$л.

2) Вся  по верхно с ть  конуса будет*  равна

гбп 4 - г2;т =  гп (г -(- в),

3) Если б у д у т *  даны р а д і у с *  оенованія г,  и высота 
конуса Ь, то убразующая 8 =  }/~г2 -)- її2, слід.

боковая  по ве рхно с т ь  — г л \ /  г2 Ь2 

вся поверхность  =  г ; т(г  +  г2 -(- Ь2) .

4) Окружность средняго січенія конуса, 'т. е. січенія, проведеннаго 
параллельно основанію и ділящаго высоту пополам*, равна половин* 
окружности оенованія, потому что окружность оенованія относится к* 
окружности січені я, как* радіус* первой окружности к* радіусу второй,
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ра.цусы же эти относятся какъ цЪлая высота къ половин .̂ Отсюда видно  ̂
что соковая поверхность конуса равна п р о и з в е д е н ^  ок ру ж
ности средняго сЬчен1я на производящую.

§ 225. Определить боковую поверхность прямаго усЬчен- 
наго конуса по данной производящей э и радіусами И  и г ниж- 
няго и верхняго основаній.

Представимъ ееоі, что усеченный конусъ допол- 
ненъ до цілаго и ооозначимъ образующую дополни- 
тельнаго чрезъ х, а цілаго чрезъ в — х, тогда

боков, пов. цілаго кон. =  Б (я —)— х) л  

боков, пов. дополн. кон. =  гхя, слід.

боков, пов. усъч. кон. =  й  (в -{- х) Я ---Ї Х П

=  (йв +  (й —  г) х )  п.

Такъ какъ й : г =  в 4  х : х, то 
гб

й -г ,',!и-
боков, пов. усіч. кон. — (йв -)- Гв) п

— (й 4 -  Г) Яй,

Эго вьіраженіе равно ( я й - ) -яг) 8, слід, боковая поверхность  
у с і  ч е н н а г о конуса равна полусуммі  окружност ей нижняго 
и верхняго основані я ,  умноженной на образующую.

§ 226. 1) Если чрезъ средину оси АВ проведемъ п
параллельную основанію, тогда рад1усъ круга січенія

лоскость.

СВ и окружность его

Вьтраженіе боковой поверхности усіченнаго конуса (й — г) ггв показы- 
ваетъ, что боковая п о в е р х н о с т ь  у с і ч е н н а г о  прямаго конуса 
равна про н зведе ні  ю его образующей на окружность  с р е д 
няго с і ч  єні я.

2) Вс я  поверхность прямаго у е і ч е н н а г о конуса равна

(її 4  г) ш  4  й 2л 4  г2тг =  л [й 2 4  т2 +  (В +  г) в].

3) Если ВЪ Формулі (Ті 4  г) п& по южимъ г — о , то получпмъ вы- 
раженіе боковой поверхности цілаго конуса, а положіть И — г получимъ 
2гя,ч, т. е. вьтраженіе боковой поверхности цилиндра (§ 215, 1).
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4) Если кромЁ її и г дана высота АВ =  її прямаго уеЁченнаго 
конуса, то опустивъ изъ точки Е на нижнее основаніе конуса перпен- 
дикуляръ ЕЕ =  Ь, получимъ |/3і2 Д- (И — г)2; тогда боковая поверх
ность М и вся поверхность О уеЁченнаго конуса будутъ равны

М =  № +  ід;<|/іі2 + ’ (В — г)2

О =  п [Е12+  г2 +  (И +  — г)7 ]

§  22?. 1) Объемы двухъ подобныхъ конусовъ относятся
какъ кубы и хъ осей или радіусові,.

2 )  Боковыя поверхности О и о двухъ подобныхъ прямыхъ 
конусовъ относятся какъ квадраты и хъ  осей (А , а ), или образую- 
щ ихъ (Б , в) или [іадіуеов'ь (К , г).

1) Такъ какъ ооъемъ конуса равенъ трети объема цилиндра, имею
щего съ нимъ равное основаніе и равную высоту (§ 221, 5), а объемы 
подобныхъ цилиндровъ относятся какъ кубы ихъ осей или рад1усовъ 
(§ 216), то объемы конусовъ будуть имёть тоже отношеніе.

2) Такъ какъ О : о =  115я : гьп, и

А : а =  Б : 1 =  8 : Ї, то и 

О : О =  й2 : Г2 =  Б2 : в2 =  А2 : а2.

§ 2 2 8 . З а д а ч и .

1} Построить цилиндръ и конусъ, если даны рад1усъ основанія г 
высота Ь и уголъ а наклоненія оси къ основанію.

2) Даны радіусь основанія и высота прямаго цилиндра. Построить 
другой прямой цилиндръ, котораго боковая поверхность равнялась бы 
всей поверхности, а основаніе—основанію нерваго цилиндра.

3) Начертить кругъ, котораго площадь равнялась бы цёлой поверх
ности 1) прямаго цилиндра, 2) прямаго конуса, которыхъ радіуси осно
ванія и высоты даны.

4) Начертить кругъ, котораго площадь равнялась бы всей поверх
ности прямаго усЁченнаго конуса.

а) Даны два подобные конуса; построить третій, который бы былъ 
иодобемъ данными, а ооъемъ его былъ среднее геометрическое между 
ихъ объемами.

б) Построить цилиндръ, который бы былъ подобенъ данному цп 
линдру и котораго поверхность относилась бы къ поверхности даннаго 
цилиндра, какъ т  ; п.
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7) Въ прямой цилиндръ вписать прямой же параллелепипедъ, кото- 
раго ребра основаній относились бы между собою какъ 1 : | 2. Это от- 
ношеніе оерутъ, если желаютъ вырубить изъ бревна брусокъ, который 
бы могъ вынести наибольшую тяжесть.

8) Выразить въ лишяхъ отношеніе между объемами двухъ данныхъ 
конусовъ.

9) Построить цилиндръ и конусъ, сумма объемовъ которыхъ рав
нялась бы объему даннаго усЪченнаго конуса, а высота всЪхъ трехъ 
тЪлъ была бы одинакова.

10) Дано сЁчете АВСР по оси ЕР 
ус-Ьченнаго прямаго конуса. Построить 
прямой цилиндръ одинаковой съ конусомъ 
высоты, такъ что боковая поверхность 
равнялась бы боковой поверхности усЪчен- 
наго конуса.

А Е  В N

11) Усеченный прямой конусъ разеЬчь плоскостью, параллельною 
основашямъ гакъ, что бы площадь січенія была среднею пропорціональ- 
ною между площадями основаній.

12) Чрезъ точку А, данную внЪ цилиндра, провести плоскость, ко
торая бы коснулась его по образующей.

13) Чрезъ точку А внЪ конуса провести къ нему касательную 
плоскость.

14) Данный тре—къ АВС вращается около 
одной изъ его сторонъ АВ, какъ около оси; по
строить конусъ, равновеликий полученному такимъ 
образомъ тілу вращенія такъ .  чтобы площадь основа- 
нія этого конуса равнялась кривой поверхности, произ- 
шедшей отъ вращенія одной изъ сторонъ АС или ВС 
даннаго треугольника.

С

Й.В

15) Данный тре— къ АВС вращается 
около проходящей чрезъ вершину А оси А1), 
которой положеше дано и которая переъ- 
кается съ продолжешемъ стороны ВС въ 
точкТ, I). Построить конусъ, котораго высота 
равнялась бы высотТ. АЕ даннаго тре ка, а 
объемъ --тЪлу, произшедшему отъ вращешн 
гре ка АВС.

С
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С

С_р в
н а  м

16) Данный равноберенный тре— къ 
АВС вращается около проходящей чрезъ 
вершину А лиши АГ>, которой положеше 
дано, и которая пересЬкаетъ продолжеше 
стороны ВС въ точкЪ О. Построить конусъ 
и цилиндръ, которыхъ объемы равнялись бы 
поразнь объему тЪла вращения, кромЪ того 
площадь основашя конуса равнялась бы кри
вой поверхности, описанной лишею ВС, а ра- 
д1усъ основашя цилиндра былъ бы равенъ 
перпендикуляру АВ на СВ.

17) Тре—къ АВС вращается около 
лиши МЛ, параллельной его сторонЬ ВС и 
проходящей чрезъ вершину А. Построить 
цилиндръ и конусъ, чтобы объемъ каждаго 
изъ нихъ равнялся тЬлу, произшедшему отъ 
вращения АВС, и кромъ того чтобы рад1усъ 
основашя цилиндра и высота конуса равнялись 
высотъ АР тре—ка.

18) Половина правильнаго многоугольника, вписаннаго въ кругъ 
вращается около діаметра круга. (Фиг. § 267). 1) Построить прямой 
цилиндръ, котораго высота равнялась бы оси АР, а боковая поверх
ность — поверхности тЬла вращенія. 2) Построить цилиндръ и конусъ. 
чтобы объемъ каждаго изъ нихъ равнялся объему т*ла вращенія и 
кром  ̂ того радіус основанія цилиндра и высота конуса равнялись бы 
порознь аповемЦ (ОТ) вписаннаго многоугольника.

VI. О іпіф іі.
§ 229. Если полуокружность вращается около діаметра, какъ 

около оси, до тЪхъ поръ, пока она возвратится въ первоначальное поло- 
женіе, то дуга полуокружности описываетъ шаровую поверхность  
Тіло, ограниченное шаровою поверхностью, называется шаромъ,  
центръ вращаемаго полукруга — ценгромъ шара.  — Всякая пряма? 
соединяющая центръ шара съ какою нибудь точкою, лежащею на 
поверхности, называется р а д ! у с о м ъ ,  а прямая, проходящая чрез 
центръ шара и соединяющая двт. точки его поверхности, діам 
тромъ шара.

Изъ самаго образованія шара слЬдуетъ, что ве1з его радіус
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а с л В д о в а т е .іь н о  и вей д іа м е т р ь і равны. Поэтому п и р ъ  м о ж н о  р а с 
с м а т р и в а т ь  к а к ъ  т йло ,  о г р а н и ч е н н о е  п о в е р х н о с т ь ю ,  к о т о р о е  
в с В т о ч к и  р а в н о  о т с т о я т ъ  о т ъ  о д н о й  т о ч к и ,  н а х о д я щ е й с я  
в н у р и  ш а р а  и называемой центромъ.

Шары, имвющіе равные радіуси, равны; потому что если мы пред
ставим ь себв что они наложены такъ другъ на друга, что ихъ центры 
совпадають, тогда и всВ точки ихъ поверхностей должны также совпасть.

§ 2 3 0 . Поверхность шара есть кривая по всЬмъ направ- 
леніямг поверхность.

Если бы мы предположили, что какая нибудь часть поверхности 
шара плоска, то могли бы провести на этой части прямую пінію, а 
взявъ на этой прямой три точки и проведя плоскость чрезъ эту прямую 
и центръ шара, мы получили бы три точки, лежапця на одной примой 
и равно отетоящія отъ четвертой (центра шара), что невозможно (§ 29, 1).

С л В д с т в і е .  П р я м а я  лині я  м о ж е т ъ  п е р е с В ч ь  ш а р о в у ю  
п о в е р х н о с т ь  н е  б о т В е  к а к ъ  в ъ  д в у х ъ  т о ч к а х ъ ,

§ 231. Е с  ли шаровая поверхность пересЬкается плоскостью, 
то линія перееЪчешя будетъ кругъ.

Если плоскость сВченія проходитъ чрезъ центръ 
то справедливость этой теоремы видна изъ самаго 
опредВленія шара. Если же сВкущая плоскость не 
проходитъ чрезъ центръ С, то опустивь па эту плос
кость изъ центра перпендику 1яръ СА и соедпнивъ 
двВ какія либо точки В и О линіи пересВченія съ точ
ками А и С, мы будемъ имвть Д  САВ САГ) (§ 25 
елВд.), елвд. А В =  АО. Этотъ выводъ справедлпвъ для всякихъ двухъ 
точекъ линіи пересВченія, и потому вев точки этой послВдиеи равно 
удалены отъ точки А, слВд. линія пересВченія есть кругъ.

§ 2 3 2 . і )  II е р и ен д и к у ля ръ , о п у щ е н н ы й  и з ъ  це нт ра  
ша р а  на п е р е с В к а ю щ у ю  е г о  п л о с к о с т ь  п р о х о д и т ь  ч р е з ъ  
ц е н т р ъ  к р у г а  с В ч е н і я .

2) Л и н і я ,  с о е д и н я ю щ а я  ц е н т р ъ  ша р а  с ъ  ц е н т р о м ъ  к р у г а ,  
п р о и з ш е д ш а г о  о т ъ  с В ч е н і я  ша р а  п л о с к о с т ь ю ,  п е р п е н д и к у 
л я р н а  к ъ э т о й  п о с л В д н е й.

3) Пе р  пен д и к у л я р ъ .  в о з с т а в л е н н ы й  и з ъ  ц е н т р а  к ру г а  
с В ч е н і я .  л р о й д е т ъ  ч р е з ъ  ц е н т р ъ  ш а р а ,  потому что онъ долженъ 
совпасть съ прямою, соединяющею эти центры (§ 151).



5 0

4) Перпендикуляры,  воз е т ав ле нные  изъ центровъ д в у х ъ  
к а к и х ъ либо н е п а р а л л е л ь н ы х ъ кругові)  с і ч е н і й  в с т р е ч а ют с я  
въ ц е н т р е  шара.

5) Центры д в у х ъ  па р а л л е л ь н ы х ъ  с Є ч є н і й  л е ж а т ь  на од-  
н о мъ  и то мъ же д і а м е т р е ,  п е р п е н д и к ула рн о мъ къ  пл о с ■ 
к о с т я м ъ  о бо их ъ  с Єч є н і й .

0) Круг ъ сечені я  определяе тся  тремя точками на п о 
в е рхнос т и шара (§ 140).§ 233. 1) СЪчешя, находящаяся на равныхъ разетояш яхъ  
отъ центра ш ара, равны. 2 )  Плоскости равныхъ січен ій  н ахо
дятся на равныхъ разетояш яхъ отъ центра шара. 3 )  Сеченія 
гЬмъ 5ол1)0, ч1)Мъ ближе къ центру шара. 4 )  Изъ двухъ не- 
равныхъ сЬченій большее находится ближе къ центру ч1,мъ 
меньшее.

Если изъ центра шара на две c-Єкущія плос
кости опустимъ перпендикуляры m и п, то эти 
после дніє будутъ служить разстояніямн плоскостей 
отъ центра шара и пройдуть чрезъ центры 
сЄчєній. Проведемъ въ обоихъ крутахъ сечеиій 
радіуси г и р и соедипимъ ихъ концы съ цен- 
тромъ шара радіусомьй: тогда изъ произшедшихъ 
такимъ ооразомь прямоугольныхъ тре—ковъ 6у- 

демъ иметь

R2 = : Г2 -f- Ш2 и R2 =  p2 +  П2, след.
,-2 + 1П2 =  Р2 +  п2t

1) Если m =  п, то г 2 =  р2 ИДИ г =  р.

2) Если г =  р, то ш2 =  и2 или m =  п.

3) Если п <  ш, то р2 >  V2 иди р >  г.

4) Если р >  т, то п2 <  m2 или n < m.§ 234. 1) Сеченіе, проходящее чрезъ центръ шара, называете
большимъ кругомъ,  все же остальныя — малыми кругами

2) В с е  больные круги одного и того же шара р а вн ы 
между собою,  потому что имеютъ равные'радіуси.

3) Д в а  большіе круга де л ят с я  взаимно иополамъ,  такъ 
какъ ихъ плоскости проходять чрезт, центръ uiapa. потому и линін перс
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січенім плоскостей пройдетъ также чрезъ центръ и будетъ общим-6 діа- 
метромъ оооихъ круговъ.

4) Посредствомъ наложеній легко удостовіриться, что шарь и его 
поверхность делятся пополВмъ всякою плоскостью, проходящею чрезъ 
центръ шара. Каждая половина шара называется полушар 1емъ.

5) Чрезъ двт> діаметрально противоположный точки поверхности 
шара можно провести оезчисленное множество большихъ круговъ. а чрезъ 
д ві не діаметрально противоположныя только оДинъ большой и оезчис
ленное множество малыхъ круговъ.

§ 2 3 5 . 1 ) Если плоскость М  перпендикулярна къ радіусу
А С  въ кон ці его А , то она касается ш ара, т. е. имЬетъ съ  
нимъ только одну общую точку.

2 )  Плоскость М, касательная къ шару, перпендикулярна къ 
радіусу А С , проходящему чрезъ точку касанія.

1) Если АС _|_ М, то соединивъ центръ С съ 
произвольною точкою В лежащею въ плоскости М (за 
исключеніемь точки А), получимъ СВ >  СА (153, 1); 
слід. В и всякая другая точка плоскости М, за ис
ключеніемь точки А, лежать внТ> шара.

2) Если плоскость М иміеть съ шаромъ только одну общую точку 
А, то всякая прямая ВС, соединяющая центръ С съ какою нибудь точ
кою В плоскости М, будетъ боліє радіуса СА, слід, линія СА будетъ 
кратчайшее разстояніе точки С отъ плоскости М, т. е. перпендикуляръ 
изъ точки С на плоскость М.

С л і д е  ти і я. 1) Перпендикуляръ,  опущенный и з ъ  центра 
шара на касательную къ нему плоскость ,  п е р е г б ч е т ъ  эту 
п о с л і  д и ю ю въ т о ч к в касанія.

2) Перпендикуляръ къ касательной плоскости,  воя- 
с г а вл е ни ый въ т о нк і  ея касанія,  про йде т ъ  чр е з ъ  центръ 
шара (§ 151).

§ 2 3 (> . 1) Всякая плоскость, перестающая шаръ, ділить его
на два шаровые отрізка или сегмента.  Если сікущая плоскость 
пройдетъ чрезъ центръ шара, то каждый сегментъ будеть полушаріемь. 
Площадь круга січені я называется основан іем-ь сегмента. Если про- 
яедем-ь діаметрь перпендикулярно къ основанію, то часть ого, лежащая 
между цеигромъ основанім и поверхностью шара, называется высо т ою 
шароваго сегмента.



2) Часть шаровой поверхности, заключающаяся между двумя парал
лельными секущими плоскостями, называется зоною или шаровымъ 
поясомъ,  а часть шара, лежащая между этими плоскостями, шаровымъ 
слоемъ.  Площади пара тлельныхъ круговъ служать шароваму слою основа-  
ніями,  а разстояніе между основаніями — высотою,  такъ что эта послед
няя, измеряется частію радіуса шара, перпендикулярнаго къ основашямъ и 
заключающегося между ними. — Если одна изъ параллельныхъ плоскостей 
касательна къ шару, то образуется сегментъ, имеющий только одно ос- 
нованіе.

3 )  Если вырезокъ круга сдЬлаетъ полный оборот ь около одного 
изъ р а д іу с о в і  его ограничивающихъ, то образуется ш а р о в о й  в ы р Ь -  
з о к ъ  ши с б к т о р ъ ,  а Дуга круговаго вырезка описываетъ при 
этомъ поверхность шароваго сегмента.

§ & З Ї . Поверхность шара равна 4 г 2л , если г означаетъ

Если около полукруга М 0\, котораго рад1усъ 
г, опишем ь полупериметръ прав, мно— ка АВСПЕЕ 
съ четнымъ чпсломъ сторонъ и представимь себе, 
что вся Фигура обращается около линіи АЕ, то 
АВПЗЕЕ опишеть тЄ.го вравщнія, а каждая изъ 
сторонъ — поверхность конуса, или полнаго, или уоЄ- 
ченнаго плоскостью, параллельною основанію, или йа- 
коиецъ цилиндра. Опустимъ изъ вершинъ мно— ка 
перпендикуляры на ось АЕ, тогда отрезки оси 
АИ, вК, КЬ . . . будутъ высотами полученныхъ отъ 
вращенія мно— ка полныхъ и усеченныхъ конусовъ 
и цилиндра.

1) Чтобы вычислить поверхность усеченна™ конуса, образованнаго 
двпженіемі) линіи ВС, проведемъ изъ точки В прямую BZ X  СК и изъ 
средины Т стороны ВС, т. е. изъ точки єн прикосновенія съ кругомъ, 
прямую ТН _[ АЕ и кроме того радіуса Т о = г .  Такъ какъ ТН оудетъ 
радіусі, круга средня™ сЄчєнія усеченнаго конуса, то (§ 22(>, 1).

Поверхность ВС =  '2<г . ТН . ВС.

Но (по § 93, 2) Д В С Х  лкоТОН, след.

ВС : ТО =  В І : ТН или 

ВС : г =  йК : ТН. г. е.

ВС . ТН =  г . ОК, след, 

поверхность ВС — 2 лг . СК.

радіуег шара.
А
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2) Чтобы вычислить поверхность цилиндра, обраэованнаго движе- 
шемъ лиши СО, проведемъ изъ точки касашя 0  рад)усъ 0 0 . Такъ какъ 
0 0  =  0Ь, то (§ 215, 1)

поверхность СО =  2яг . КЕ.

3) Наконецъ чтобы вычислить поверхность полнаго конуса, про
ведемъ изъ точки касашя Б прямую 8К ( АР и радуусъ 8 0 , тогда 
(по § 224, 4)

поверхность ЕР =  2 т . 814 . ЕР.

Но такъ такъ ДЕ Р Р о о ОБ Й,  то 

ЕР : г =  РР : или ЕР . 814 =  г. РР, слВд.

поверхность Р!Р --- 2'/г . РР.

Изъ всего этого видно, что по в е рх но с т ь  цилиндра и пол
наго или у с "6 ч е н н а г о конуса равняется окружности большего 
круга (2тгг), умноженной на высоту тВла, такъ что

пов. АВ - -  2пт . АО 

пов. ВС =  2тхг . ОК

пов. ЕР =  1чг  . РР.

Сюжчвъ в с ё  эти части, получимъ: 

поверхность  т і ла  вр а ще н і я =  2тг (АО -)- ОК РР)

=  2пг  , А Р .

Увеличивая число сторонъ опшаннаго мно— ка, мы можемъ сдблать 
разность между его периметромъ и окружностью менве всякой дан
ной величины. Съ увеличешемъ числа сторонъ величина оси АР при
ближается къ величині діаметра, въ которую она и обращается, если 
число сторонъ мно— ка оудетъ безконечно велико, т. е. когда мно— къ 
обратится въ кругъ, въ какомъ случав тіло враіценія обратится въ шаръ. 
Если въ вьіраженіе '2лг . АР воставимъ АР =  2г, тогда

п о в е р х н о с т ь  шэра =  4г2л.

§ 2 3 8 »  1) По в е р х н о с т ь  шара въ 4 раза больше пло
щади его большего круга.

2) Поверхности ша р о в ъ  относятся какъ квадраты ихъ 
раді ус ов и или ді аметрови.  Если О н о  поверхности шаровъ. И и г 
радіус ы, В и (і діаметрьі( то

0 : 0  =  4142Л : 4г2Д =  Б 2 : Г2 =  О2 : б2.
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§  2 3 9 . Поверхность шароваго пояса равна 2лгЬ, если 

Ь высота пояса, а г р ад іусі шара.

Будемъ обращать полуокружность АВСП около діа
метра АБ, къ которому прямыя ВЕ и СЕ перпендику
лярны, тогда дуга АВ ошппеть поверхность шароваго 
сегмента, а дуга ВС — шаровой поясъ, которыхъ высоты 
будуть АЕ и ЕЕ. Такпиъ же образомъ какъ про вы- 
численій поверхности шара въ § 2,37 выводится, что 
поверхность шароваго сегмента пли пояса равняется 
окружности болшаго круга, умноженной на высоту 
сегмента или пояса. Если АЕ — Ь, то поверхность 
АВ =  2тггЬ, и если ЕЕ =  Ь, то поверхность ВС =  2'//гЬ.

I) Поверхности сегмент о въ или поя со въ о д 
ного и того же шара относятся какъ и х ъ высоты.

2) Поверхнос ть  сегмента или пояса относится къ по
верхности шара,  какъ его высота к ъ  діаметру шара.

3) Если проведемъ хорду АВ ( ф и г . 2 § 239), то изъ прямоуголь- 
наго тре—ка АВБ получи.мъ (§ 97, 2),

АВ2 =  АЭ. АЕ =  2г . АЕ, слід, и 

2пг. АЕ — п  . АВ2, т. е.

Поверхность  ша ро в а г о  сегмент а  равняется  площади круга,  
котораго раді ус ь  равенъ линейному разстояні ю вершины 
с егмента  о т ъ  окружности основані  я.

А

И

§ 2 4 0 .

§ 241. Объемъ шара равенъ 4/3 г 3?т, если г р ад іусі шара.

Первое доказательство.  Пусть АВБС оу- 
детъ квадратъ, котораго стороны равны радіусу г, 
АО діагональ квадрата и ВСС четверть окружности, 
описанной радіусомь г. Если будемъ обращать всю 
Фигуру около линіи АС, какъ около оси, то квадратъ 
опишетъ прямой цилиндръ , гре— къ А С 0 — прямой 

конусъ, а четверть круга ВСС — полушаріе. Если разеНчемъ всі эти 
тіла двумя плоскостями, перпендикулярными къ АС и безконечно близкими 
другъ къ другу, то цилиндрически! слой ЕЕ, шаровой слой ЕС и кони- 
ческій ЕН можно разсматривать какъ прямые цилиндры съ безконечно 
малою высотою, которую назове.мъ чрезъ Ь. Тогда
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цилиндрическіе слой =  EF2.Tïh 

шаровый слои EG2.Tih

коническій слой •— EH2.T/h.

Проведем* пінію AG. тогда въ Д  AEG 

EG2 =  AG2 — AE2.

Такъ какъ AG EF и AE =  EH, потому что CAD —- CDA =EHA, то 

EG2 =  EF2 — EH2, след.

EG 2TJh == E F 2̂ h — ЕН2 .яЬ,

T . e. шаровой слой равенъ цилиндрическому слою без* коническаго. 
Три тела цилиндр*. полуокружность и конусъ, описанныя Фигурами ABDC, 
ABGC, и ACD можно представить разс*ченными на безконечное множество 
такихъ безконечно тонких* слоевъ. Между частями тел* вращенія, отсе- 
чешлымн каждыми двум* последовательными плоскостями будетъ существо
вать выведенное нами отношеніе, а потому и между суммами всех* 
этих* частей, т. е. полу шарієм*. цилиндром* и конусом* будетъ та же 
зависимость, т. е. если

цилиндр* =  г3я, конусъ =  т'г3я, то 

полушаріе =  г3я  — ^г3я  =  f r Зя, или 

в е с ь  шаръ =  |т3я.

Второе дока з а т е л ь ст в о .  Представим* себе, 
что чрезъ концы діаметра АВ проведено безчислен- 
ное множество больших* кругов* и безчисленное мно
жество малых* кругов*, перпендикулярных* діаметру 
АВ. Тогда вся поверхность шара разделится на без
численное множество четыреугольниковъ и треугольни
ков*. которые по причине своей малости могут* быть 
приняты за плоскіе. Если представим*, что точки 
пересеченія этих* кругов* будут* соединены с *  цен
тром* шара, то шар ь распадется на безконечно малыя пирамиды. Высота 
каждой из* зтихъ пирамид* равна радіусу шара (г) ,  а сумма их*—объе
мов* равна сумм* ве*хъ их* основаній (т. е. поверхности шара), умно
женной на треть общей высоты (т. е. радіуса г). Такъ какъ поверхность 
шара =  4г2я, то объем* тара =  4г2я X  =  |гэя, т. е. о б ъ е м *  шара 
равенъ трети произведені я его поверхности на ра ді ус * .



56

§ 242. і) Если оболначимъ чре-ть () діаметрі шара, то -у  — г, слід.

о бъемъ шара 4/<1ЛЗ I ,
Ті Ы  ’ •

2) О •! ъ е м ы К и к  д в у х ъ  ш а р о в ъ о т нос я т с я  к а к ъ кубы 
ихъ р а д п с о в ъ  (К и г) или д1аметровъ (О и (1) потому что

К) к =  $1\3л : |г»л — В3; г3 =  В3: с!3.

'.)) Ес ш объем ь шара фг3л извЪстенъ, а требуется вычислит ь по
верх Н'кть шара, то обозначая эту последнюю чрезъ х, можемъ поставить,

| г 3л — |гх, слЪд. х =  4г2л.

§ 2 4 3 . (Архимедъ.) Если около шара опишемъ прямой 
цилиндръ,  а въ этотъ п о с л і д н і й  впишемъ прямой к о н у с ъ  
такъ,  чтобы большой кругъ шара былъ общимъ ос новані емь  
цилиндра и конуса,  а д і а м е т р і  шара о б щ е ю  высо т ою э т ихъ  
же т і  л ъ , то будемъ им і т ь  такое отношеніе :

объемъ ко н. : о б. ш ар а : об. ц ил. =  1 : '2 : 3.

Если обозначимъ чрезъ г радіусі шара, то объемы 
конуса, шара и цилиндра будуть -§г3л , $г3л , 2г3л, 
с і вд. объемы этихъ трехъ Т-Ыъ относятся какъ

|т3Л : |Г3Л : 2 г3Л =  1 : 2 : 3 .

§ 244. Объемъ с-Фернческаго вырЬзка равняется | л г2Ь, 
гдЬ г озн ач ает! радіусі, ш ар ъ , а Ь высоту шароваго сегмента, 
ограничивающаго шаровой вырЪзокъ

Пусть АВС будеть круговой секторъ, отъ обраще- 
ііія котораго около радіуса АС получился шаровой сек
торъ АГСЕА. Такъ какъ шаръ можно разсматривать 
какъ совокупность пирамидъ, имЬющихъ безконечно ма- 
лыя основзнія и равную радіусу шара высоту, то и ша-

-Е ровой секторъ можно разбить на подобный же пирамиды.
IIзъ этого представлешя легко найти объемъ сектора, 

умноживъ ограничивающую его поверхность шароваго сегмента на треть 
радіуса. Если А П = Ь ,  то поверхность шароваго сегмента, описаннаго 
вращешемъ дуги АВ около радіусу АС, равна 2лгЬ, слід, объемъ 
сектора =  |гггаЬ.



57§ 245. Объемь сФерическаго сегмента равняется Ь 2л (г—  ^), гдЪ г радіусі шара, a h высота сегмента.
Если въ круговомъ секторі АВСЕА ( ф и г . § 244) проведемъ рад1усъ 

АС перпендикулярно къ хордв ВС и всю Фигуру будемъ вращать около 
радіуса АС, то отъ вращенія сектора получимъ С Ф е р и ч е с к і й  секторъ, отъ 
вращенін площади ABD — сФерпческій сегментъ, и наконецъ отъ вращенія 
тре—ка BDC — прямой конусъ. Изъ самаго образованія сегмента АВЕА 
видно, что онъ равняется сектору АВСЕА безъ прямаго конуса СВЕ. 
Обозначивъ АС чреэъ г, a AD чрезъ h, получимъ

CD =  г — h и BD2 =  г2 — (г — h)2 =  ( 2с — h) h, слід. 

конусъ CBE =  |BD»/i . CD =  j  (2r — h) h т (r — b).

Но такъ какъ секторъ АВСЕА =  | Tr2h, то 

сегментъ =  | тг2Ь — (2r — h) h i (r — h)

=  л [2 r2 — (2r — h) (r — h)]

=  jh n  (3r — b) =  b2л (r — |h).

§  * 4 6 .  СФерическій слой ADEB равенъ раз
ности между сегментами FABF и FAEF, Если даны 
высоты сегментовъ FK =  Н и FO =  h , и радіуса 
шара АС =- г, то

сфер, слой =  Н2л (г — (Н) — И2л (г — ^Ь)

=  /г (Н2 — h2) — і  (Н3 — h3j.§ 241. Задачи.
1) Провести къ шару касательную плоскость, которая бы проходила 

чрезъ данную точку Р, лежащую вні шара.

2) Провести плоскость касательную къ двумъ шэрамъ.

3) Построить цилиндръ, котораго основаніе равнялось бы большему 
кругу шара, а боковая поверхность была равновелика данному поясу того 
же шара.

4) Построить кругъ, котораго плошадь равновелика данному шаро
вому поясу.

5) Разделить параллельными кругами поверхность шара на части, 
который бы относились какъ т  : П : р.

6) Построить шаровой поясъ, который бы относился къ площади 
основашя его какъ ш : п.
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7) Данъ прямой конусъ. Построить въ немъ 
шарь, который бы соприкасался съ боковою поверх
ностью конуса по кругу, и касался основанія конуса 
въ центре (0 ) ; выразить радіусе (ЕС) круга сопри- 
косиовеиін конуса съ шаромъ посредотвомъ обра
зующей (АВ) и радіуса основанія (ВО).

8) Около даннаго конуса описать шаръ, котораго поверхность 
прошла бы чрезъ вершину конуса и совместилась съ окружностью 
основашя.

9) Въ данную трехстороннюю пирамиду вписать шаръ, который оы 
коснулся каждой стороны пирамиды.

10) Даны радіусьі а, Ь, с трехъ шаровъ, лежащихъ на одной плос
кости и соприкасающихся между собою. Найти стороны тре— ка, котораго 
вершины лежатъ въ точкахъ прикоеновенія плоскости съ шароми.

11) Построить шаровой секторъ, котораго объемъ равнялся бы 
объему, а ограничивающий его шаровой сегментъ — основанію косаго 
конуса.

12) Построить шаровой сегментъ, котораго объемъ равняется ко
нусу, имеющему съ нимъ общее основаніе. а вершину въ центре шара.

13) Посроить шаровой сегментъ, котораго поверхность равняется 
поверхности конуса, имеющего съ первымъ общее основаніе, а вершину 
въ центре шара.

14) На основанії! щароваго сегмента построить равновеликий ему 
конусъ.

15) Отъ даннаго шара отрезать сегментъ. котораго объемъ отно
сился бы къ объему соответствующего ему сектора какъ ш : п,

16) Около шарояаго сегмента ВАС описанъ 
прямой усеченный конусъ ВНЕС равной съ сег- 
ментомъ высоты п при томъ такъ, что все обра- 
зующія этого конуса касаются шара въ точкахъ 
основанія сегмента. Обратить теш, заключающееся 
между поверхностью шара и усеченнаго конуса, 
въ полный конусъ, который бы имелъ равную съ 
сегментомъ высоту.

17) Даны высота Ь и радіуси а , и Ь верхняго и нижняго осно
ваній шароваго слоя. Построить цилиндре, котораго высота =  и 
котораго объемъ, сложенный съ шаромъ діаметра її, равновеликъ данному 
шаровому слою.



18) Доказать, что чрезъ четыре точки 
А, В, С, О, не лежащія въ одной плоскости, 
можно провести только одну Сферическую по 
верхность.

19) Окою данной трехсторонней пирами
ды описать сферическую поверхность,

20) Описать шаровую поверхность, которая бы прошла чрезъ всъ 
точки двухъ пересекающихся въ пространств^ круговъ.

21) Описать шаровую поверхность, если дана какая нибудь часть 
этои поверхности.

22) Доказать, что внутри всякаго правильнаго многогранника есть 
точка, которая равно удалена отъ всВхь его вершинъ, и отъ всЪхъ 
сторонъ.

23) Около нравильнаго многогранника описать шар ь, и въ правиль- 
номъ многогранник* вписать шаръ.

24) Описать шаръ, который бы касался всВхъ реоерь нравильнаго 
многогранника.

§ 348 . Подъ сФерическимъ р а з с т о я н 1емъ двухъ лежащихъ 
на одномъ и томъ же шар* точекъ разумеется меньшая иэъ дугъ боль- 
шаг о круга, проходящего чрезъ эти точки.

Полюсами какого либо круга, проведеннаго на шаръ, называются 
точки, въ которыхъ Д1аметръ, перпендикулярный къ плоскости этого 
круга. перееЪкаетъ поверхность шара. Д1аметръ, соединяющей полюсы 
круга называется осью этого послЪдняго

§ 3 4 9 . Каждый изъ подюсовъ равно удаленъ отъ всЬхъ  
точекъ соответствующ его е м у  круга.

Положимъ что д!аметръ АВ перпендикуля- 
ренъ къ площади большего круга CDE и малаго 
FGK. Дуги АС, AD, ВС, BD . . . равны между 
собою, потому что каждая изъ нихъ есть чет
верть окружности.

Относительно малаго круга хорды AF и 
AG равны (§ 153, 2), сл*д. и дуги AF и AG,
BF и BG также равны.



60
С л і д с т в і  я. 1) Каждый полки; ъ большего круга о т с т о я т ь  

от ъ  всякой точки этого п о с л і д н я г о  на 90°.

2) Параллельные круги в м і ю т ь  общіе полюсы и об
ед у ю ось.

3) Если точка А шара от ст о ит ь  на 90° отъ двухъ какихъ 
либо точекъ С и Б,  того же шара не лежащихъ на концэхъ 
одного и того  же ді аметра,  то она есть  по л о с ь  больше і-о 
круга,  проходящаго чрезъ эти точки.

Такъ какъ дуга АС =  АО — 90°, то 2£1 АОС — А0І) — Я , а по
тому АО перпендикулярна къ плоскости СОЕ, слід. А есть полюсъ 
круга СОЕ.

2 5 0 . ]) Углом ъ двухъ большихъ
круговъ,  напр. САЕ называется уголъ наклонеш'я 
плоскостей этихъ круговъ. — Уголъ САЕ называется 
еферическимъ угломъ, дуги АС и АЕ его с т о 
ронами,  а точка А — его вершиною.

2) Сферическій уголъ САЕ ра в е нъ углу НАК, о б р а з о в а н 
ному линіями,  касающимися е г о  еторонъ въ в е р ш и н і  А. 
Такь какъ эти касательный находятся въ плоскостяхъ еторонъ АС и АЕ. 
и перпендикулярны къ линіи АО пересіченій этихъ плоскостей (§ 48 2). 
то НАК служитъ мірою наклоненія плоскостей (§ 107, 3).

3) Сферическій у г о л ъ  САЕ и з мі р я е т е я  дугою СЕ, опи
санною изъ его вершины А четвертью окружност и бо льше г о  
круга,  ка къ  р а д і у с о м ъ , и заключающеюся между сторонами 
этого угла. Такъ какъ AGC =  AGE — R, то CGE будетъ угломъ 
наклоненія плоскостей кругъ СА и ЕА; но дуга СЕ служитъ мірою углу- 
CGE, слід, она будетъ намірять и уголъ САЕ.

4) Часть поверхности шара, ограниченная двумя полуокружностями 
болыпаго круга называется С Ф е р и ч е о к и м ъ  д в у  с т о р о н н и к о м  ъ. Оба 
сФерическіе угла двуеторонника равны.

•5) Часть поверхности шара, ограниченная тремя дугами большихъ 
круговъ, называется СФе р и ч е е к и мъ  т р е у г о л ь н и к о м ъ .  СФерическіе 
тре—ки, подобно прямотинойнымъ, бываютъ прямоугольные, тупоуголь
ные и остроугольные. Мы будемъ раэематривать только такіе СФери
ческіе треугольники, которыхъ стороны и углы, каждый въ отдільности, 
меніе 180°.
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6) Равными сферическими тре —ками называются такіе, которые 

при взаимномъ наложеній друге на друга совмещаются всеми своими 
частями. Если же все части сферическихъ тре— ковъ попарно равны, 
но расположены въ обратномъ порядке, го тре— ки называются симме
тричными.

§  2 5 1 .  Если чрезъ центръ шара и стороны сферичеекаго 
тре— ка прбведемъ плоскости, то получится треграннын уголь, котораго 
плоскіе углы равны сторонамъ, а двугранные равны угламъ сферичеекаго 
тре— ка. Такимъ образомъ каждому сфер, тре—ку соответствуетъ тре- 
гранный уголъ, съ вершиною въ центре шара и наобгротъ, —  каждому 
трегранному углу соответствуетъ сФерическш тре— къ, который полу
чится, если мы какимъ ниоудь радіусомь изъ вершины треграннаго угла 
какъ изъ центра опишемъ шара, при чемъ точки пересвченія реоеръ 
угла съ  поверхностью шара оудутъ вершинами СФернческаго тре— ка.

Изъ сказаннаго следуете. что все теоремы, выведенныя въ§§177до 
184 для плоскихъ и двугранныхъ угловъ треграннаго угла, могутъ 
быть прямо отнесены къ сферическимъ тре—камъ, если мы вместо дву
гранныхъ и плоскихъ угловъ треграннаго вставимъ соответотвуюіцін 
части сферичеекаго тре— ка, т. е. стороны и углы. Такимъ образомъ мы 
получимъ следующія теоремы.

1) В ъ  Сферическомъ тре — ке сумма двухъ стороне  более 
третьей.  (§ 177).

2) Въ С Ф е р и ч е с к о м ъ  тре — ке сумма в с е ч ъ  с т о р о н е  ме нВе  411, г. е. ме н В е  п е р и м е т р а  б о л ь ш е г о  к р у г а  сферы
(§ 178).

3) Су мма  т р е х ъ  угловъ с ф е р и ч е е к а г о  т р е — ка о о л е е  2 R
и ме нВе  6R. (§ 180).

4) Два СФе риче с к( е  т е —-ка р а в н ы  или с и м м е т р и ч н ы ,  е с ли 
в ъ н и х ь п о п а р н о  р а в н ы:

я) т ри с т о р о н ы  (§ 181. 1), или

b) три угли (§ 181, 2), или

c) д в е  с т о р о н ы  и л е жа  mi  и м е жд у  ними у г о л ь  (§ 181, 3).
ИЛИ

(1) два угла и лежащая между ними сторона |§ 1» 1, 4).
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§  2 5 2 .  Два симметричные тре— ка А В С  и ab c равно
велики.

Такъ какъ дуги АВ и ab, АС и ас, АС и Ьс 
равны между собою, то и хорды ихъ равны, с.тГ.д. 
плоскій Д  АВС 22 abc. Если мы около этихътре---КОВЪ опишемъ окружности, ТО ЭТИ ПОСЛІ5ДНІЯ
будуть равны между собою, слід. и равно удалены 
отъ центра шара (§ 233, 2 ) ,  а потому поверхности 
шаровыхъ сегментовъ, которыхъ оенованіями слу
жать эти круги, должны быть равны другъ другу 
(§ 240, 1). Очевидно, что двухугольная Фигура М, 

ограниченная двумя перееЪкающимнся дугами, равна Фигура ш: подоб- 
нымъ образомъ N =  п и О =  О. Отнявъ отъ равныхъ между собою по
верхностей шаровыхъ сегментовъ равныя Фигуры М, N. О и т ,  п, о, мы 
получимъ въ  остатка равновеликіе тре— ки АВС и abc.§ 253. Поверхность сФерическаго двусторонника относится къ поверхности шара, какъ уголъ двусторонника къ четы- ремъ прямымъ.

-А- Если два сфер, двусторонника имБютъ равные
углы CAI) и DAE, то они равны, потому что при 
наложеній взаимно закроются. Если одинъ двусто
ронние ADBEA откладывается цЪлое число разъ 
на другомъ, AEBFA то и уголъ перваго отложится 
цТэЛое число разъ на угль втораго, а если большой 
кругъ CDEE пернендикуляренъ къ сторонамъ дву
сторонника , то и дуга DE отложится тоже число 

разъ на дугъ EF. Если при наложеній получится остатокъ, то съ по- 
мощію такого же какъ въ §§ 5.3 п 168 пріема можно убедиться, что н 
въ этомъ случай двусторонники будутъ относиться какъ ихъ углы. 
Разсматривая всю поверхность шара какъ двусторонннкъ котораго 
уголъ =  4 R , мы получимъ такую пропорцію: поверхность сфер, двусто
ронника относится къ поверхности шара, какъ уголъ его къ 4R, или из
меряющая его уголъ дуга къ окружности большего круга.

§ 2*>4. 1 ) Д в у сторонники т о го  же пі ара,  и м ї ю щ і є  р а в .
ные углы,  равны между собою.

2) Для вычисления поверхности двусторонника Z по данному угл\ 
А и радіусу г или поверхности О шара имЪемъ:

Z : 4г2я  =  А : 4R или Z : О =  А : 4R. сл вд.
А г " 7 ,, А

: R  ПЛИ 1 =  4 R

Л

/

В

Z о.
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Углы А и R должны быть выражены въ единицахъ одного и тогоже 

названій, т. е. въ градусахъ минутахъ, или секундахъ.

3) Тб л о К, отсекаемое отъ шара плоскостями, проходящими чрезъ 
стороны двугранника, заключается столько разъ въ шар-6, сколько разъ 
уголъ двусторонника заключается въ 4R, т. е.

К : |гЗя =  А : 4R, след. К —-  • А.

§ 255. Поверхность сФерическаго треугольника А В С  относится къ ціілоіі поверхности шара О , какъ сФеричеекій из- бытокъ, т. е. разность между суммою его угловъ и 2 R , относится къ 8 R .
Прододжимъ стороны тре—ка АВС такъ, чтобы 

онб составили полные круги, которые пересбкутся въ 
точкахъ D, Е, F, діаметрально противоположныхъ точ- В 
камъ А, В, С, тогда (§ 254, 2)

ABC -J- BCD = ' двустороннику ABDCA =  УЩ **

D
АВС- } - АСЕ =  двустороннику ВАЕСВ =  -щ - О

ABC -f- ABF =  двустороннику CAFBC =  О

Сложивъ яти равенства и вставивъ ABF =  DCE (§ 252), получимъ 

ЗАВС -J- BCD -f- АСЕ +  DCE =  . О

Но АВС +  BCD +  АСЕ - f  DCE =  у О. слбд.

А - і-  R 4 -  С
2АВС +  у О =  41i • О, откуда

дкг (A +  B +  C - 2 R )  О 
АВС =  ------------ --------------------  или

АВС __ A - f  В - f  С — 2R 
О ' SB

§ 25 0. І) Такт, какъ поверхность шара О ~  4г% , то плоскость 
сФерическаго тре -ка выражается номощікі угловь тре - ка и радіуса

А .

Т>

г такъ:
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Д  ABC =  А +  В і  С -  2R 4f ,л в  А +  В +  С -  J R  . f2 л

оК 2іі

л  , Dr A-f- В +  С— 180° 2
т. е. Д  ABC =  ------- , ' 0 0 ----------- і'2 '

Въ этихъ Формулахъ углы А, В, С и R должны быть выражены 
въ однехъ и техъ же единицахъ угловой меры.

2) В се  СФерческ1е т р е — ки на одномъ и т о чъ  же шаре 
равновелики,  если сумма ихъ у г л о в ъ  равна.

3) Поверхности сфер,  тре — ковъ одного и тогоже шара 
относятсн какъ ихъ сФерическ1е избытки.

А § & О І. 1) Гремя плоскостями, проведенными 
чрезь центръ шара перпендикулярно другъ къ другу, 
шаровая поверхность делится на 8 частей, который 
равны между собою, в ъ  чемъ легко удостовериться 
чрезъ наложеніе. Каждая изъ этихъ частей, напр. 
АВС, замкнута дугами, равными чегвертямъ окружно
стей большихъ круговъ, пересекающихся подъ прямы
ми, углами, называется сф ер ич е с к и мъ октантом ъ.

2) За  единицу меры шаровой по в е рх но с т и иногда при 
нимается сфер, октантъ.  При такой единице меры поверх 
ность шара равна 8.

3) Если за единицу угловой меры примемъ прямой 
уголъ,  а за единицу меры сферической поверхности — сфери
ческий октанть,  то поверхность  сфер, треугольника равна 
сферическому избытку.

Такъ какъ сфер, октантъ =  £ . 4г2.г , то г2я  — 2 Сфер, октантамъ. 
Ветавивъ это выражеше въ выведенную выше Формолу

л А иг  A + B + C - 2 R  ,Д  АВС =  ---------- ' г“ 7’ получнмъ

л  лиг / А  +  В +  С - Ж ЧД  АВС — у  g 1 c®ep. окт.

Но И и СФер. октантъ единицы меры, след.

Д  АВС =  А +  В +  С — 2.

Если напр. каждый изъ угловъ сфер, тре-ка АВС равенъ В, 
то Д  АВС =  | X   ̂ — 2 =  2, т. е. равенъ 2 сфер, октантамъ или 
четверти поверхности сФеры.

4) Если обояначимъ чрезъ А отношеше угла сфер, двусторониика Ъ
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къ прямому углу, то п о в ер х н о сть  дву сто ро к инка Z равна 2А 
шарі) в ы м ъ о к т а н т а м ъ.

Уто предложеиіе выведется изъ пропорцій Z : 8  =  A : 4 ,  слід. 
Z =  2 А.

о) П оверхн ость  сфер, т р е — ка р авн яется  поверхности 
сфер, д в у с т о р о н н и е ,  которого уголъ  равенъ половині сфер, 
избытка этого тре — к а.

Ооозначимъ нрезъ х угол ь са>ер. двусторонника, равновелпкаго 
данному са>ер. тре— ку, и прнравняемъ вьіраженія этихъ поверхностен; 
тої’да получимъ (§ 264, 2 и § 256, 1.)

\г- / А ;• И (’ — 2ІІ
!• ~  2К

х =  і  (А +  В +  С) — И.

г 2/г, с л і і д .

§ 2 5 8 .  1) На irr и поверхность сфер, м ногоугольника,
т. е. части шаровой поверхн ости , ограниченной бодЪе ч'Ьмъ 
тремя дугами больш ихъ к р уговъ , если дано число сто р он ъ 
Си), сумма у гл о в ь  (S) и р а д i у с ъ шара (г).

Проведя изъ какой либо вершины много—ка дуги большихъ 
круговъ въ остальном его вершины, мы получимъ (п— 2) СФерическихъ 
тре— ковъ. Если ооозначимъ чрезъ в, в', в" . . . суммы угловъ каждаго 
иль этихъ тре— ковь, то поверхности ихъ оудутъ (§ 256, 1):

s — 180° 
180°

180°
180°

г2/г, 180°
180°

слід.

мно— къ
s +  s ' - f s " . . . — (п—2) 180° S — (п—2)180°

180° " _ ■ г л — 180 хгп

гдЬ в должно быть выражено въ градусахъ и частяхъ градуса.
2) Если принимать за единицы мЪры прямой уголъ и сферическш 

октантъ, то поверхностъ сфер, мно—ка равна Б— 2 (п—2).§ 2 5 0 . Н ай ти ооъемъ шаровой пирамиды, т. е. ч аст и  
шара, ограниченной сфер, м ного— к о л ь  и плоскостями, п р о 
веденными ч р езъ  стороны сфер, мно —  ка, если даны р а д іу с ь  
( г )  шара и углы м н о го — ка.

Можно представить ееоЁ, что шаровая пирамида состоить изъ без
конечно большего числа безконечно малыхъ пирамидъ, который и м ё ю г ъ  

общую вершину въ центрЪ шара, основаній которыхъ составляютъ огра 
нпчивающій пирамиду сфер, мно—къ, а высоты равны радіусу (г) шара. 
Изъ этого слЁдуеть, что о о ъ ем ъ  шаровой пирамиды р авн яется  
по верх носи сфер, мно — ка, умноженной на г̂.
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Если основаній с®ер. пирамиды будетъ сфер. тре — къ, котораго 
углы А, В, С, то объемъ шаровой пирамиды (§ 256, 1)

_  А 4- 6 +  0 — 180°
“  ..540" ....

Г3 Я

Если же основаніе мно — къ, въ которомъ п сторонъ и сумма 
угловъ — S, тогда объемъ шаровой пирамиды (§ 258, 1)

__S — (п—  2) і 80°
~~ ;;4,, , 1‘ '’Я .

§ 2 0 0 .  Л  а  д а  ч и.

1) На данномъ шарВ провести большой кругъ, котораго нолтеомъ 
была бы данная точка А.

2) На шарЪ начертить кругъ, котораго полюсъ и радіуса даны.

3) Провести дугу болыиаго круга чрезъ данный двё  точки на шарЁ.

4) Продолжить данную дугу большаго круга.

о) Найти полюсь большаго или малаго круга, проведеннаго на inapt.,

6) Построить счер. мно— къ, который былъ бы симметричеиъ дан
ному С ф ер, мно—ку.

7) Чрезъ данную точку на дугЁ большаго круга провести дугу, 
перпендикулярную къ первой.

8) Изъ данной точки, лежащей пні; болыиаго круга, провести къ 
этому кругу перпендикулярную дугу.

9) Разделить пополамъ данную на шарЁ дугу.

10) Разделить пополамъ данный СФерическій уголъ.

11) Чрезъ данную на шарі точку провести большой кругъ, кото
рый бы пересЁкъ другой большой кругъ подъ данными угломъ.

12) При данной точкі большаго круга построить сфер, уголъ, рав
ный данному.

13) Около даннаго сфер, тре— ка описать кругъ.

14) Въ данномъ сфер, тре—кё вписать кругъ

15) Построить сфер, тре—къ по даннымъ 1) тремь сторонамъ. 
2) тремъ угламъ, 3) двумъ сторонамъ и заключающемуся между ними 
углу, 4) двумъ угламъ и лежащей между ними сторонъ.



16) Чре.чъ данную на шарі точку Р провести большой кругъ, ко
торый бы касался даннаго малаго круга.

17) Провести большой кругъ, который бы касался даннаго малаго 
круга К, и имЪлъ бы полюсомъ точку Р.

18) Провести большой кругъ, который бы касался двухъ данныхъ 
малыхъ круговъ.

19) Доказать, что меньшая дуга окружности большего круга, за 
ключающасн между двумя лежащими на шарЪ точками, меніе дуги вся- 
каго малаго круга, заключеющейс-я между гбмъ же точками.
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В в е д е н і е.
§ 1 Если дано столько частей треугольника, сколько 

нужно для его опред1>ленія, то остальном части могутъ быть 
найдены двоякимъ способомъ: или в ы ч и с -
л е н і ем ъ . Если части, н р § ^ ^ В Д 4 ж > а д ,Ьленія тре— ка, 
даны на чертежЬ, то съ помощію
построенія. Способы такфо даетъ Геом е
трія. Если же д а н н ы й ч и с л о м ъ  въ  
какихъ либо опред'Ьленньгкъ ■ е д й п м і ^ і ^ ^ ^ ^  а углы даны 
въ гр ад усахъ , минутахъ іГ  секуи .х^Д <.*9Ь/и ском ьш  части  
могутъ быть вычислены, т. а  ' г,ы[>а'»щ%л>^ъ соотв’Ьтствую- 
щ ихъ имъ единпцахъ.

Наука, которая учитъ вычислять по достаточному коли
честву данныхъ частей тре— ка остальном его ч асти , на
зывается п л о ск о ю  т р и г о н о м е т р і є ю .

Такъ какъ въ число данныхъ и пекомыхъ частей  
тре— ка входятъ стороны и уйлы, —  величины разно
родный, то од н і изъ нихъ не могутъ быть вычислены не
посредственно изъ другихъ. Для устраненія этого неудобства 
въ Тригонометрія вместо угловъ вводятъ въ вьічисленіе 
линій, величина и направленіе которыхъ находятся въ гЬсиой 
связи съ  величиною соотвЬтствуюшаго имъ угла.

Посредствомъ этихъ то воспомогательныхъ линій легко 
выражается зависимость между сторонами и углами треу
гольника.

і
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І. Онредіілеше
тригонометрически&ъ величинъ.

§ 2 . Если будемъ описывать, произвольными радоусомъ 
A D  полуокружность, то при движенш рад1усъ будетъ образо
вать со свопмъ первоначалышмъ положешемъ в с ё  возможные 
углы, к а т е  только могутъ встречаться въ тр е— кгЁ. Разсм о- 
тримъ сначала какой нибудь острый уголъ B A D , который для 
краткости будемъ обозначать буквою А .

Опуетпмъ изъ конца ( В )  вращающа-
^ ..... .. _ гос-я рад1ус-а на A D  перпендикуляръ В С  и
/.у  \  обозначимъ черезъ а, Ъ, с чпсловыя вели-

/  4  \ чины сторонъ тре— ка А В С , тогда отно-
L - . j  ,, ..Ау, . , — .— —i  . д

В С 5 А шеше с называется с и н у с о м ъ  угла А

Отношеше
пишется

ъ_
с

и пишется 
sin А =  -I

называется 

cos А =

к о с и н у с о м ъ
ь

угла А и

sin А а b
Отношеше ^  т - е- ~  = Г

с о м ъ  угла А  и обозначается
, 1 sin А
t g А

называется т а н г е н -

Отношеніе
cos А т, е.

cos А 
1) а

sin А с с
г е н е о м ъ  угла А  и обозначается

coto' А

называется к о т а н -

cos А   Ь
sin А а

Эти четыре отношешя, которыя суть числа отвлеченный, 
называются т р и г о н о м е т р и ч е с к и м и  в е л и ч и н а м и  угла А  
или соответствующ ей ему дуги B D .

В ъ  частномъ сл учае, когда рад1усъ с =  1
авеличина синуса А ,  равнаго , совпадаешь

величиною перпендикуляра В С ,  такъ что sin А  
томъ же случае cos А  =  Ь.

числовая 
еъ числовою 

а. В ъ
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§ 3 .  Изъ определения тригонометрических'!, ве.шчинъ 
следуетъ, что пт, прямоугольном^ тре— К'Г,

1 )  с и н у с ъ  остраго угла равняется про- ■ в  
тиволежащему катету, разделенному на гипо
тенузу, л

я I)-  ; С~sin А =  — , sin В
с

2 )  ко с и н у с ъ  остраго угла равняется прилежащему 
катету, разделенному на гипотенузу,

. b „ аcos А =  — , cos В =  — ; 
с с

3 )  т а н г е н с ъ  остраго угла равняется противолежащему 
катету, разделенному на прилежащШ катетъ,

tg А =  > to- В =  — ;
e b а а

4 )  ко т а н г е н с ъ  остраго угла равняется прилежащему 
катету, разделенному на протпволежащШ катетъ,

Ь . п аc o t g B = ¥ .cotg А

§ 4. Такъ какъ въ прямоугольномъ тре— не острые 
углы А и В  служатъ взаимно дополнешемъ до прямаго 
угла, то вместо В  можно взять 9 0 °  —  А . По §  3 имеемъ  
равенства

sin А =
а

и cos В =
а А Ьcos А =  — И sin В = ь

с с ' с с 1
Ч  А =

а
Ь

II cotgB = а
Т 1

. ьcotg А =  — а И tg В = ь
а 1

следовательно
sin  А
cos А  

ta n g  А  
c o ts  А

cos (9 0 °  — А) 
sin  (9 0 °  — А) 

c o ts  (9 0 °  — А) 
ta n g  (9 0 °  — А)

Такимъ образомъ синусъ, косинусъ, тангенсъ и 
котангенсъ остраго угла соответственно равны 
косинусу, синусу, котангенсу и тангенсу угла до- 
полняющаго этотъ острый до прямаго.



4 _ § 5 . Разсмотримъ теперь тригонометрическая величины 
т у п а г о  угла B A D  —  А .

Опуетимъ изъ конца В  вращаю
щ егося радіуса А В  перпендикулярі, В С
на первоначальное направленіе радіуса
A D , тогда отр ізокь А С  приметь поло- 
ж еніе, противоположное том у, которое
бы онъ п м іі .п , , если бы уголь B A D  

быль острый. Такая противоположность направленій выра
ж ается въ Геометріп отрицательнымъ знакомь, такъ что
при числовой величині b отрізка А С  должно поставить  
знакъ минусь ( — ) . Соображаясь съ §  2  получимъ:

• * а А — Ь 1>sm А — , cos А = ------  =  ---------
с с с

По преды дущ ему для остраго угла В А С

sin ВАС =  — , cos ВАС — — , слід, с с
sin А =  sin ВАС, cos А =  — cos ВАС.

Такъ какъ углы B A D  =  А  и В А С  служать взаимно допол- 
неніемь до 1 8 0 ° ,  то уголь В А С  ^ = 1 8 0 ° —  А , сл ід .

sill А  =  sill (ISO 0 — А)
co s А • •• — co s (ISO0 — A ) 

ta n g  A  — — ta n g  (1 8 0 °  — A) 
c o tg  A .... c o tg  (180° — A)

Два посліднія уравнепія слідую ть непосредственно изъ 
двухъ первыхъ, такъ какъ тангенсъ всякаго угла равенъ 
частному отъ разділенія синуса этого угла на его косинусь, а котангенсъ обратному частному.

Изъ предъидущихъ равенствъ с л ід у єт е , что т р и г  он. 
в е л и ч и н ы  с м е ж и ы х ъ  у г л о в ъ , н е з а в и с и м о  о т ъ  з н а к а ,  
р ав н ы  м е ж д у  со б о ю .

Косинусы , тангенсы и котангенсы двухъ смежныхъ 
угловъ отличаются знаками, а синусы совершенно равны, 
такъ что каждый синусъ можетъ принадлежать двумъ угламъ. 
По этой причині опреділеніе угла съ помощію одного только 
его синуса невозможно.•і



5

§ 6. Тригонометричеегая величины тунаго угла мо- 
гутъ быть выражены еъ помощно тригоыометрнчеекихъ 
величинъ остраго еще и другимъ способомъ.

Проведемъ въ полуокружности, при р
центр* которой находится тупой уголь  
В  A D  =  А , лишю B C X D C ,  радаусъ 1 -,
А Р ±  A D  и изъ точки В  лишю B M _ L  А Р . _ _ _ _ \L. f j
Тогда въ прямоугольник* А С В М  лишя J - ù ü
AA I =  a B M  b. Такъ какъ

sin А — а
і cos ВАМ — AM _  а

с с ~ ~ с  ’
Ъ sin ВАМ = вм ьcos А =  — с с ~  "с ’

и уголъ В А М  =  А  —  9 0 , то
sin  А  =  cos (А  — 9 0 ° )  
cos А  =  — sin  (А  — 9 0 ° )  

to n s  А  =  — c o tg  (А — 9 0 ° )  
c o ts  А  • • t a n s  (А — 9 0 ° )

Такимъ образомъ с и н у с ъ тупаго угла равняется  
к о с и н у с у  угла, который меньше его на 9 0 ° ;  к о с п н у с ъ  
тупаго угла равняется отрицательному синусу угл а, на 
9 0 °  меныпаго и т. д.

§ 7. Вообще с и н у с ъ  п к о с п н у с ъ  можно опреде
лить такъ:

Синусъ угла или его дуги есть дробь, которой числитель 
есть перпендикуляръ, опущенный изъ одного конца дуги на 
діаметрі.. проходящій черезъ другой конедъ, а знаменатель 
радіуси, д уги ; коспнусъ есть часть радіуса, заключающаяся 
между оеновашемъ этого перпендикуляра и центромъ дуги, 
разделенная на весь радіусі,.

Между тригон. величинами употребляютъ иногда 
с е к а н с ъ  и к о е е к а н с ъ , величины обратный косинусу и 
синусу, именно

*  1 1
sec а = ------- , cosec а — —:------>cos a sin а

но мы не будемъ разематривать эти величины, какъ совер
шенно НЗЛИШНІЯ,
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§ 8. Тригонометричесыя величины могутъ бытъ пред
ставлены ВЪ ВИД'Ь нрямыхъ линШ сл'Ьдующимъ образомъ.

G JP 

Е

в

Опишемъ изъ вершины оетраго 
угла а  произвольнымъ рад1уеомъ, кото
рый принимается за единицу мЕры, чет
верть окружности; проведемъ изъ око
нечностей ея Е  и G  касательный до 
перес'Ьчешя н хъ съ продолженной сто
роной А С  угла а, и опустимъ С В  _L А Е ,  
тогда s i n  а  выразится лишею С В , 
a c o s  а лишею А В . Такъ какъ

tga СВ DE . АВ FG тг 
АВ ~  АЕ ’ с0^ а ~  СВ “  AG ’

АЕ =  AG =  1, то tga — I)E, cotga — FG.

Если уголь С А Е  —  а т у п о й , то 
описавъ точно также изъ А  раддусомъ, 
равнымъ едшищЕ, окружность и возста- 
вивъ изъ А перпеидпкуляръ А С  къ А Е ,  
проведемъ черезъ 6  и Е  касательный до 
перес'Ьчешя и хъ въ Е  н Б  съ продолже- 
шемъ стороны А Е  и опустимъ С В  1 .  А В ;  
тогда в т а ^ С В ,  со в а  =  А В , t g a = :D E ,  
co tg  а  =  Е С . Что двЕ п осл Е дтя л и ш и  

отрицательны, видно изъ ихъ направле- 
ш я , противоположнаго т о м у , которое 
было бы въ оетромъ уг.гЬ.

II. Выводъ
тригонометрическихъ Форпудъ.

§  О . Е с  ли одна изъ трыгон. величинъ дана, то осталь- 
ньш три могутъ быть вычислены при помощи трехъ урав- 
нешн, который показываютъ взаимную связь тригон. вели- 
чшгь. Два таган уравнешя даны въ §  2
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( 1 )

(2) ta n g  a  

c o tg  a

sin  a  
co s a  
cos a  
sin  a

Къ этнмъ двумъ прибавпмъ выражеше

(3) s in 2»  +  c o s 2a  =  1,
которое можно вывести сл'Ьдующимъ обра- 
зомъ. Если пзъ какой либо точки В  
стороны остраго или тупого угла В А С  (  =  а) 
онустимъ перпендпкуляръ B D  на дру
гую сторону или па ея продолжение, то 
B D 2 -f- A D 2 =  А В 2. РаздЬлимъ обЬ части 
этого уравнешя на А В 2, тогда
BD^ AD2 
АВ2“ +  АВ2

АВ2
АВ2

т. е. sin2a -f- cos2a =  1.Н ужно заметить, что хотя косинусъ 
АБтупаго угла равенъ —  , но квадратъего также какъ и въ остромъ угл'Ь будетъ величина положительная.

£

С _JL
в

в

с а.
И

jj)

Съ номощйо этпхъ трехъ ур авн етй  можетъ бытъ ръ- 
шена следующая задача.§ 10. Д а н а  од н а н з ъ  т р п г о н . в е л и ч и н ъ  к а к о г о  
н и б у д ь  у г л а ,  в ы р а з и т ь  п о с р е д с т в о м ъ  е я  в сА  о е т а л ь -  
н ы я т р и г о н . в е л и ч и н ы  т о г о ж е  у г л а .

I. Д а н ъ sin а.
Изъ уравнешя ( 3 )  слвдуетъ

(4) cos а  =  V i  — s i n 2a
Вставивъ это выражеше въ урав. ( 1 )  и ( 2 ) ,  получимъ

sin  а
0>)

(6)

ta n g  а  

c o tg a

V T
V i

s»n2 а
s in 2 а

s m a
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II. Д а  и ъ  cos a.
Изъ уравнения ( 3 )  сл^дуетъ

(7 ) sill а  =  } / i  ^- c ö s 2a

Вставивъ это выражение въ урав. ( 1 )  и ( 2 ) ,  получимъ

(8) t g a _  і f  — c o s 2 a  
“  cos a

(9) co tg  a
co s a

~  1 1 — c o s 2 a

III. Д а  н ъ tg а.
Изъ ( 1 )  еліідуетт, c o s 2a =  

вс-тавимъ въ ( 3 ) ,  тО получимъ

s in 2a

tff2a
Если это выражение

sin 2a - f  ’SJin.,a =  1 или sin 2a ( 1  -f- t g 2a )  =  t g 2a, сл'Ьд.tg 2a

(10) sin  a t g a

. —  , , ------- = ,  а изъ ( 1 )tg a у  \ +  tg2a

І І t g 2a

Изъ ( 1 0 )  слЪдуетъ 1

sin  a  .cos a = ---- , слъд.
tg a

(11) c » s a  =

(12)

1
T ,™  4 l/i

V T + W » cos a  *
sin  a c o s  a  -

, .  c o t g a  = -------- • —  =  1, TO,° c o s  a sin  a

cot я a  = «
t g a

IV. Д а и ъ cotg a.
Изъ ( 1 2 )  сдВдуетъ, что

Д
c o tg a

(13) t g a  ==
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Если обЬ ч аста  урав. ( 3 )  раздйлимъ на s'm‘-a , то получимъ 
1 +  cotg2a =  , елбд.

sin2a

(14) sin  а
К 1  +  c o tg 2a

Умножпвъ об), части этого уравнешя на cotga., получимъ
cotg- а

sin а . cotff а — — —
у  1 +  cotg2a

и такъ какъ изъ ур. ( 2 )  слъдуетъ, что sin a  c o tg a  =  cos а , то
c o tg a(15) cos а =

К Т  +  c o tg 2a
В ъ  уравнеш яхъ ( 4 ) ,  ( 5 ) ,  ( 6 ) ,  ( 1 1 )  должно брать 

передъ радикаломъ положительный или отрицательный знакъ, 
смотря по тому, будетъ ли уголъ а острый или тупой.

В ъ  уравнетияхъ ( 7 )  и ( 1 4 )  слйдуетъ при радикалй 
всегда братъ знакъ - f , такъ какъ синусы всй хъ  угловъ, 
меныпихъ 1 8 0 ° ,  положительны.

Такъ какъ въ урав. ( 1 0 )  t g a  положителенъ для а с 9 0 °  
и отрицателенъ для а > 9 0 ° ,  a  s in a  для всй хъ  угловъ мень- 
нш хъ 1 8 0 °  положителенъ, то для знаменателя слйдуетъ вы
бирать такой знакъ, чтобы во всякомъ случай выражеше sin а  
было положительно.

В ъ  урав. ( 8 ) ,  ( 9 ) ,  ( 1 5 )  имйютъ значеше только положи
тельные знаки при радикалахъ, такъ какъ tg a , co tg a , cos а  при 
одной и тойже величинй угла а гогЁютъ одинаюе знаки.

§  1 1 . П о  д а н н ы м и  S i n u s  и C o s i n u s  д в у х ъ  у г 
л о в ъ  а и b н а й т и  S i n u s  и C o s i n u s  и х ъ  с у м м ы  ( a - f b )  
и л и  р а з н о с т и  ( а — Ь).

Положпмъ, что сумма угловъ а 
и b , приложенныхъ одинъ къ дру
гом у, будетъ менйе 9 0 ° . Опишемъ 
изъ и хъ общей вершины С ра.нусомъ, 
принятыми за единицу мйры, д у гу ; 
проведемъ пзъ А  л и тю  AD J_ СН 
и A F .L C G , потомъ пзъ D линш  
D B  ±  CG и DE A  AF, тогда Д  AED  
cvj CBD, слйд. Д  DAE =  BCD =  а.
И зъ чертежа видно, что

А
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AF =  DB +  AE И.Ш

sin  (a -j- b) =  CD . sin  a -)- AD . c o s  a, T. e.
(16) sill (a +  Ii) =  sin  a  cos b -j- cos a  sin  b
ДалЬе CF =  CB — DE или

c o s  (a  - f -  b )  =  CD . c o s  a —  AD . sin a , T. e.
(17) cos (a  +  b) =  cos a  cos b — sin  a  sin  b.

Положпмъ, что уголь G C H  =  a  
менЬе 9 0 ° ,  и часть его А С Ы  =  b, 
сл'Ьд. A C G  =  а  —  Ь. Опишемъ пзъ С  
радхусомъ, равнымъ ед и н и ц !, дугу, 
проведемъ пзъ А  линпо A F  _L C G  и 
A D  А  С Н , D B  A  C G  и A E  A  DB, 
тогда A  A D E  ° °  D C B , сл'Ьд. A  A D E  
=  D C B  =  а. Изъ чертежа видно, что

AF =  DB — DE или
sin (а — b) =  CD . sin а — AD . cos а, т. е.

(18) sin (a — b) =■ sin  a  cos b — cos a  sin  b .
ДалЬе . C F =  СВ +  АЕ или

c o s  ( а  — b )  =  CD . c o s  а +  AD . sin  а , Т. е.
(19) cos (a — b) — cos a  cos b +  sin  a  sin  f t .

Х о тя  Формулы ( 1 6 ) ,  ( 1 7 ) ,  ( 1 8 ) ,  ( 1 9 )  выведены подъ 
услов)емъ, что а  A  b <  9 0 ° ,  и а < 9 0 ° , -но онъ приложимы 
и къ тому случаю, когда а  +  Ъ и а  тупые углы. Стоить 
только соответственно измЬнить Фигуру и повторить преж 
нее п о ст р о ет е , чтобы убЬдиться въ справедливости сказан- 
наго. Общность этпхъ формулъ можстъ быть также доказана 
съ помшш'ю уравнешй §  4  и §  5 , подставляя вмЬсто а и Ъ 
дополнешя ( 9 0 — а) и ( 9 0 — Ь), или ( 1 8 0 ° — а) и ( 1 8 0 ° — Ь.

§ 12.

(20) I

Если положимъ въ урав. ( 1 6 )  а =  Ь, то 
sin  2  а  =  S sin  a  cos а  пли

. , ,  . я аs m а  = 8 sin  c o s „m m

В ъ  второй ФормулЬ углы а  и i  а  находятся въ томъ 
же отношеши, какъ углы 2 а  и а  въ первой Формул!.
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Положивъ въ урав. ( 1 7 )  а  =  Ъ, получимъ

f cos ‘Z a  c o s 2 а  —  s in 2 а  или

^  | c o s a  c o s | - s i n |

Если последнее уравнеше прибавимъ къ урав. ( 3 )  1 =  
c o s 2 ^ +  s in 2 ® и отнимем* отъ тогоже уравн еш я, то 
получимъ два слПдуюпия :

(22) 1  +  cos а  =  £  c o s 2
т

(23 ) 1  —  cos а  =  S s in
т

Изъ этихъ двухъ урав. выводятся Формулы:
а  1 / 1 4 - c o s a  т„„  1 / ^ l + c o s * a(24 ) cos — =  I /  — ---- или cos а  =  1 /  — --- - - - - - -

« а  1 / 1  —c o s a  ТТТТ1 . 1 /  1 — cos З а(25) sin  ^  =  у - - - - - - ^ ----- или sin  а  =  у  -------- ^ -------

Сложеше и вычиташе уравнешй ( 1 6 )  и ( 1 8 )  даетъ:
(26 ) sin (а  +  Ь) +  sin  (а —  Ь) =  3  sin  a  co sb
(27) sin  (а +  to) —  sin  (а —  to) —  3  cos a  sin  to

Черезъ сложеше и вычиташе урав. ( 1 7 )  и ( 1 9 )  получимъ:
(28) cos (а  — to) 4  cos (а 4  to) =  3  c o s a  co sb
(29) cos (a —  to) —  cos (a -j- to) =  3  sin  a  sin  to

Положивъ въ четырехъ посл'Ьднихъ уравнеш яхъ a - f - b  =  A 
и а  —  b =  В , сл’Ёд. а  =   ̂ (А +  В), b =  | (А —  В ), по
лучимъ :

(30) s in  А  sin  В  =  3  s in l  (А  4 - В ) cos 1  (А  —  В )
(31) sin  А  — sin  В  =  *  cos i (А  -4- В )  s in  1 (А  — В )
(32) cos В  4  cos А  =  *  cos Н А  -f В ) c o s - J ( A - B )
(33 ) cos В  — cos А =  3  sin  i  (A  -j- В )  sin  i  (A  —■ В )§ 13. Изъ урав. ( 1 ) ,  ( 1 6 ) ,  ( 1 7 )  слЬдуетъ, что

lg (a +  b) =
sin (а 4- Ь) 
cos (а -(- Ь)

sin a cos b 4  cos а s‘n Ь 
cos a cos b — sin a sin Ь
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РаздЬливъ числителя и знаменателя на cos a  cos Ь, получимъ

tg  (а  +  Ь )

sin a sin b
cos а ' ' cos b 

sin a sin b
— cos a cos Ь

т.е.

(34) %  (а +  Ъ) < g a  +  t g h
A — t g a . t g b

Положивъ здесь а =  Ъ, получимъ

(35) t g 9 а  =  _**  * * *  ИЛИ t g a = . * t g ^ a
t g

Точно такими же образомъ 

tg (а .  sin (а — b) sin a cos b — cos a sin b
* cos (а — b) cos a cos b -f- sin a sin b ’

и разд^ливи числителя и знаменателя на cos a  co sb , получимъ
t g a  — t g b(36) %  (а — Ъ) 4 +  t g a .t g b

Такими же способомъ можно найти

(37) co tg  (a -j- Ь) =

(38) co tg  в а  —

(39) co tg  ( а — Ь) =

c o tg a  c o t g b ~ t  
c o tg a  +  c o tg b  

c o tg 2a  — t  
£  c o tg a

c o tg a  c o tg b  -f-1 
c o tg b  — c o tg a

Ви §  1 6 , 1 будете доказано, что tg  4 5 °  = c o t g 4 5 ° =  1 . 
Если вставимъ в ъ у р а в . ( 3 4 ) , ( 3 6 ) , ( 3 7 ) , ( 3 9 ) а = 4 5 ,  то получимъ

(40)

(41)

(42)

(43)

tg  (4S° +  b) =  

t g  (45° — b) =  

co tg (4 5 °  +  b) =  

c o lg (4 5 °—b)-=

*  + 4 g b  
І  — tg  b 
4 — tg  b
*  +  tg  b 
co tg b  - t  
co tg  b +  1 
co tg  b +  A 
c o tg  b — A

Черези дЬленіе у р а в . ( 1 6 )  и ( 1 8 )  на c o s  a c o s b  и н а  

s i n  a  s i n  Ъ  п о л у ч а е м ъ  Ф о р м у л ы :
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(44)

(45) 

C46) 

(47)

t g a  +  tg b  

t g a - t g b

sin (a 4 - b) 
cos a  co sb  
sin  (a — b) 
c o s a  c o s b

c o tg b + c o tg a  = sin  (a  4-  b) 
sin  a s in b

co tg b —c o tg a sin  (a  — b) 
s in a  sin b

III. Вычисление
тригонометрическихъ величинъ.

§ 14. Прежде чт.мъ вычислять тригон. величины раз- 
смотримъ измбнешя ихъ съ увеличешемъ и уменынешемъ 
угла и предълы, въ которыхъ эти измбнешя происходятъ.

1) Опишемъ изъ вершины угла а 
радтусомъ, равнымъ единиц Ь, полуокруж
ность и положимъ, что сторона AD этого 
угла остается неподвижною, а другая 
сторона АВ вращается около вершины А.
Если уголъ а =  О, то точки В  п D  еовпадаютъ и перпен- 
дикуляръ ВС =  0 , т. е. sin 0 °  =  0 . Съ увеличешемъ угла а  
перпендикуляръ В С  будетъ возрастать до т б хъ  поръ, пока 
точка В  упадетъ въ точку Е ; тогда sin 9 0 °  =  1 . При 
далыгЬйшемъ увеличены угла а спнубъ его будетъ умень
ш аться и при а =  1 8 0 °  обратится въ о.

Такимъ образомъ веб возможный величины 
синуса заключаются между пределами 0 и 1, и боль- 
ппй изъ двухъ оетрыхъ угловъ имбетъ болышй 
синуеъ.

2) Еслы стороны АВ и AD угла а еовпадаютъ, то 
точка С сливается съ точкою D и лишя АС перейдетъ 
въ лишю AD, такъ что cos 0 °= 1 . Съ увеличешемъ



14

угла а  косинусъ его А С  все уменьш ается, пока не обра
тится въ 0  при а  = 9 0 ° .  При далыгРйшемъ увеличенш  
угла а  косинусъ его становится отрицателышмъ и абсо
лютная величина возрастаетъ, такъ что cos 1 8 0 °  =  —  1.

В е л и ч и н а  к о с и н у с а  з а к л ю ч а е т с я  м еж д у  1 и —  1 , 
и больш ий и з ъ  д в у х ъ  о с т р ы х ъ  у г л о в ъ  и м 'Ь етъ  м е н ь 
ший к о с и н у с ъ .

3 )  Такъ какъ съ увеличешемъ угла отъ 0 °  до 9 0 °  сн~ 
нуеъ его возрастаетъ отъ 0  до 1 ,  и косинуса, уменьшается  
отъ 1 до 0 , а  всякая дробь увеличивается отъ увеличения ея  
числителя пли отъ уменынешя ея знаменателя и остается поло
жительною, если ея числитель и знаменатель положительны,
то изъ выражешя t g a  =  ——  едТ.дустъ, что съ увеличешемъ

COS ft
угла до 9 0 °  тангенсъ возрастаетъ и остается положитель- 
нымъ, такъ что

tg 0°
sin 0° 
cos 0°

0
1 О, tg 90°

sin 90°  і
cos 90° О

Знакъ оо обозначаетъ, что t g 9 0 °  есть величина безконечно 
большая. Такъ какъ прямой уголъ ( 9 0 ° )  можетъ произойти 
не только черезъ последовательное увеличеніе остраго, въ  
которомъ тангенсъ положителенъ, но и черезъ уменьшеніе 
тупаго, у котораго тангенсъ отрицателенъ, то тангенсу пря- 
маго угла могутъ соответствовать - f  оо и —  о о , смотря по
тому, какъ мы будемъ смотрТ.ть на его происхождеиіе. Такъ
какъ дробь t g a  =  5Ш а уменьш ается съ уменьшешемъ числи-

COS ft
теля и увеличешемъ знаменателя, то абсолютная величина 
тангенса будетъ все меньше по м'Ьр'Ь того, какъ увеличи
вается уголъ отъ 9 0 °  до 1 8 0 ° ,  пока не обратится въ

Ч 180° = sin 180°__ О
cos і  80° — і

=  О.

Т а н г е н с ъ  м о ж е т ъ  и м ’Ьть в е б  в о зм о ж н ы й  п о л о 
ж и т ел ь н ы й  И о т р и ц а т е л ь н ы й  в ел и ч и н ы  ОТЪ 0  Д О оэ, 
и б о л ь ш е м у  и з ъ  д в у х ъ  о с т р ы х ъ  у г л о в ъ  с о о т в Ъ т -  
с т в у е т ъ  б о л ь н о й  т а н г е н с ъ .

4 )  Съ помощпо такихъ же разсуждешй можно доказать, 
что изм'Рнешя котангенса и соотвЬтствующаго ему угла н а-
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водятся въ обратномъ отношеніи, т. е. при увеличеніи угла 
котангенсъ уменьшается, а при уменыненш угла увеличи
вается, такъ что

cotg 0° cos 0° __ і  __
'йпО°"—

cotg 90° = cos 90° _  0 _  0 
sin 90° 1 ’

cotg 180°: cos 180° 
sin 180° :

К о т а н г е н с и  м о ж е т ъ  й м іт ь  в с і  ч и с л о в ы я  в е л и 
ч и н ы  м е ж д у  -|— СО II --- о о  и б о л ь ш е м у  п зъ  д в у х ъ
о е т р ы х ъ  у г л о в ъ  с о о т в в т с т в у е т ъ  м е н ь ш ій  к о т а н г е н с ъ .

Эти свойства т а н г е н с а  и к о т а н г е н с а  могутъ быть 
выведены изъ построенія тригонометрическихъ величини. Такъ 
напр. изъ Фигуры §  8  видно, что съ  увеличешемъ остраго 
угла а  точка пересіченій Б  все б ол іє удаляется отъ точки 
Е , т. е. 1да =  Б Е  увеличивается. При а —  .90° точка Б  
удаляется отъ Е  на безконечно большое разетояніе, т. е. ^  а  
становится безконечно большими. Точно также легко пока
зать съ  помощію геометрическихъ построеній и остальныя 
свойства тангенса и котангенса, выведенный нами анали
тическими путем ъ.

§  1 5 .  Ч то б ы  в ы р а з и т ь  в ъ  ч и с л а х ъ  т р и г о н . в е 
л и ч и н ы  в с і х и  у г л о в ъ  о т ъ  0 °  до 1 8 0 ° ,  д о с т а т о ч н о  
в ы ч и сл и т ь  э т и  в е л и ч и н ы  т о л ь к о  д л я  у г л о в ъ  о т ъ  
0 °  до 4 5 ° .

Дійствительно изъ §  5 видно, что си н ус-ъ  тупаго угла 
равенъ с и н у с у  его смежнаго (остраго) угла, а к о с и н у с и ,  
т а н г е н с и  и к о т а н г е н с ъ  тупаго угла равны тім и  же тригон. 
величинами смежнаго угла, взятыми со знакомъ м и нуеъ; напр. 

sin 1 0 7 ° =  s i n ( i 8 0 ° — 107°)== sin 73° 
cos 9 9 ° = — cos (d8 0 ° —  9 9 ° ) =  — cos 81°; 

и таки каки всякій уголъ отъ 4 5 °  до 9 0 °  дополняется до 
нрямаго угломъ, меньшими 4 5 ° ,  а  тригон. величины остраго 
угла равны обратными тригон. величинами угла, допол- 
няклцаго его до 9 0 °  ( §  4 ) ,  то тригон. величины в с іх и  
угловъ будутъ опреділеньї, если о н і извістньї для угловъ  
отъ 0 °  до 4 5 ° .  Напр.

Sin 75° =  cos (90° — 75°) == cos І5 °  
tg 60° =  cotg (90° —  60°) — cotg 30°.



16 КрОМ'Ь того тгЬтъ надобности вычислять все тригон. величины этихъ угловъ; достаточно знать одну только, 
а съ помощно ея по §  1 0  могутъ быть вычислены и остальныя.

2>

В

§  1 6 .  Опишелъ рад1усомъ, равнымъ еди
нице, дугу и разд'Ьлимъ хорду ея А В  и соот- 
в’Ьтствуюнпй ей центральный уголъ А С В  ли
шен) С 1) пополамъ, тогда увндпмъ, что с и н у с ъ  
у г л а  А С Б  р а в н я е т с я  п о л о в и н е  хо р д ы  
д в о й н а г о  у г л а  А С В .

Съ полотно этой теоремы легко определить тригон. 
величины угловъ въ 4 5 ° ,  3 0 °  и 1 8 ° ,  т. е. такп хъ, которые 
равны половинамъ центральныхъ угловъ правильныхъ 4 ,  6 ,  
1 0 —  угольниковъ.

1 )  Если лишя А В  будетъ сторона прав. 4  —  у г о л ь 
н и к а  вписанного, то А С В  =  9 0 °  и A C D  =  4 5 ° ,  почему и 
С А Е  =  4 5 ° ,  след. А Е  =  С Е . Такъ какъ A B = J / K + ~ K  
=  ]/^ 2 , то А Е  — С Е  =  \ 1/~% т. е.

sin 45° =  i  Y 2 =  0,7071067 =  cos 45°AF
tg 45° =  =  1 — cotg 45°.Ob

2 )  Если лишю А В  примемъ за сторону прав. 6 —  у г о л ь 
н и к а , то А В  =  А С  —  1 и А С В  =  6 0 ° ,  след. A C D  =  3 0 ° .  
Такъ какъ А Е  =  \ и С Е  =  | =  у | / 3 ,  то

sin 30° =  ^ =  0,5 =  cos 60° (§ 4) 
cos 30° =  ^ Х Ъ  — 0,8660254 == sin 60°

' AF \tg- 3 0° =  =  r^r =  0 ,57 73 50 2  =  cotcr 60°
Ob If о  - w

colg 300 _  _  у з  =  1,7320508 =  tg 60°.

3 )  Если А В  будетъ сторона прав. 1 0 — у г о л ь н и к а ,  
то А С В  =  3 6 °  и A C D  =  1 8 ° .  В ъ  такомъ случае А В  есть 
болышй отрезокъ рад1уса, разделеннаго въ среднемъ и край- 
немъ отношенш, т. е.
1 :  А В  =  А В  : 1 —  А В  или А В 2 - f  А В  == 1 , след.

А В  =  у (Кб —  1 )  и А Е  =  (Кб -  1 ) ,
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СЕ =  У  і  ~  * ( Г  5 -  1)»= i j / 5 +  1 5 , Т. е. 

sin 18° =  І ( Г 5  — 1) =  0,3090109 =  cos 72° 

cos 18° =  =  0,9510565 =>іп 72°

tg 18° =  ~  =  | / =  0,3249196 =  cotg 72°

ГР _________
cotg 18“ -- v|; =  ] / ' o - \ - 2 Y 5 =  3,0776835 =  tg 72°.

§ ї ї .  Си помощію найденяыхъ тригон. величинъ мо- гутъ быть вычислены тригон. величины вгЬхъ угловъ. Посредствомъ Формулъ (16), (17), (18) и (19) можно по- даннымъ тригон. величинами двухъ угловъ вычислить тригон. величины ихъ суммы и разности, напр.
sin 12° =  sin (30° — 18°) =  sin 30° cos 18° — cos 30° sin 18°

=  0,2079117 =  cos 78°.По данными синусами и косинусами какого либо угла си по- мощію Формули (20) и (21) можно вычислить синусы и косинусы углови, которые вдвое, втрое и т. д. болИе, а пользуясь Формулами (24) и (25) можно найти синусы и косинусы угловъ, вдвое меиыинхъ, напр. изъ cos 18° можно найти:
sin 9» =  у / 1 " ,s =  0,1564345

cos 9« =  у / Х +  g-S 1Ь° =  0,9876883

sin 4° 30' =  — 0,0784591.

Продолжая такими образомъ мы доидемъ до тригон. величинъ
. . 45' • 45' . 45'очень ма.тыхъ угловъ, sm 4.г , s i n - - ,  sm ^ , s m ,s i n ^ ,  s i n - ' =  0 .00040905, sin ~  =  0 ,00020452 и т. Д. 16 32 64

Разсматривая ряди полученныхъ такими образомъ тригон.величини весьма малыхъ угловъ, мы замЬтимъ, что углыотносятся какъ ихъ синусы, и это зак.ноченіе тими
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справедливее, чёмъ меньше взяты углы. Такимъ образомъ 
sin 1 ' определится изъ пропорцій:

sin і ?  : sin l ' =  ^  : 1 ', след, sin l '  =  0 ,0 0 0 2 9 0 8 8 .
64 64

Зная sin 1 ' мы можемъ получить cos 1 ' ( §  1 0 , 4 ) ,  потомъ 
sin 2 ' ( §  1 2 ,2 0 ) ,  далее ( §  1 1 ,1 6 )  sin 3 ' ,  sin S' и т. д., 
переходя отъ однаго угла къ другому минутою большему. 
Такимъ образомъ можно вычислить в се  трпгои. величины.

I V .  Обь употреблении 
тригоношетрическихъ таблиць.

§ 18. В ъ  тригон. таблицахъ для в с ё х ъ  угловъ огь  0° до 9 0 °  даются логариемы соотвЁтствующихъ пмъ тригон. 
величинъ, такъ что для каждаго угла можно найти с о о т в ё т -  

ствующія тригон. величины и наоборотъ для какой либо тригон. 
величины— соответствующей ей уголъ. В ъ  дальпЁйшемъ изло- 
женіи мы будемъ ссылаться на таблицы В е г а ,  обработанный 
Б р е м и к е р о м ъ ; при этихъ таблицахъ есть описаніе и хъ  
устройства и употребленія.

1 )  С и н у сы  ї ї  к о с и н у с ы  вс-ё х ъ  угловъ, т а н г е н с ы  
угловъ отъ 0 °  до 4 5 и и к о т а н г е н с ы  угловъ отъ 4 5 °  
до 9 0 °  меньше единицы, потому логариемы пхъ н м ё ю т ъ  

отрицательный характеристики; т а н г е н с ы  же угловъ отъ 4 5 °  
до 9 0 °  и к о т а н г е н с ы  отъ 0 °  до 4 5 °  н м ё ю т ъ  положительные 
логариемы; по этому для установленія едшіообразія въ  
таблицахъ в с ё  л о г а р и о м ы , н м Ёю ш де о т р и ц а т е л ь н у ю  
х а р а к т е р и с т и к у , у в е л и ч е н ы  1 0 ™, напр.
sin 3 0 °  =  0 , 5 ,  слёд. log sin 3 0 °  —  log  0 ,5  =  0 ,6 9 8 9 7 0 0 — 1, между тёмъ  какъ въ таблицахъ написано 

log  sin 3 0 ° =  9 ,6 9 8 9 7 0 0 .
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Такимъ образомъ дл я п о л у ч е н ! я и с т и н  н а г  о л о г а -  
р и е м а  к а к о й  ли бо т р п г о н . в е л и ч и н ы , м е н ь ш е й  е д и 
н и ц ы , д о л ж н о  в ы ч е с т ь  1 0 , т. е. прибавить — ■ 10  къ 
логариему, найденному въ таблицахъ, иапр.

log sin 1 2 °  =  9 ,3 1 7 8 7 8 9  —  1 0  =  0 ,3 1 7 8 7 8 9  —  1 . 
Соответствующее логариему число, sin 1 2 ° =  0 ,2 0 7 9 1 1 7 ,  
находится съ  помоидю обыкновенныхъ логарнемнчеекихъ 
таблицъ.

Если нужно определить угол ь, соотвктствующШ дан
ной тригон. величине, наир. t g x  =  0 ,3 2 4 9 1 9 6 ,  то на
добно найти логариомъ этой величины 0 ,5 1 1 7 7 6 0  —  1 , 
прибавить къ нему 1 0 , потому что онъ им еетъ отрицатель
ную характеристику, такъ что получимъ 9 , 5 1 1 7 7 6 0 ,  и 
тогда найдемъ въ таблицахъ для tg  х  =  9 ,5 1 1 7 7 6 0  соот- 
ветствующШ уголь 1 8 ° .

2 )  Х отя въ таблицахъ углы сл-Ьдуютъ черезъ каждыя 
10  секундъ, но можно вычислять тригон. величины и для 
промежуточиыхъ угловъ, выраженныхъ въ секундахъ или 
доляхъ секунды, съ  помоидю граФЫ, обозначенной въ триг. 
таблицахъ буквою d или d c (d ifferen tia  co m m u n is), гд е  
дается и зм Ъ н ете логариема тригон. величинъ при изменеш и  
угла на 10  секундъ. Это вычислеше основывается на 
т о м ъ , ч то  р а з н о с т и  м а л о  р а з л и ч а ю щ и х с я  у г л о в ъ  
о т н о с я т с я  к а к ъ  р а з н о с т и  л о г а р и е м о в ъ  е о о т в е т -  
с т в у ю щ и х ъ  и м ъ  т р и г о н . в е л и ч и н ъ .

При вычислен!!! нужно всегда иметь въ виду, что с-ъ 
увелнчешемъ остраго угла его сп ы у съ  п т а н г е н с ъ  увели
чиваются, а к о с и н у с ъ  и к о т а н г е н ъ  уменьшаются (§  1 4 ) .

При употребленш триг. таблицъ могутъ встретиться  
задачи двухъ родовъ: къ данному у г л у  пршекать соответ
ствующую тригон. величину, или прШскать у гол ь , соот- 
ветс-твующШ данной тригон. величине.

Н айти тригон. величину, соответствую щ ую  
данному углу.

§ 19. 1 )  Н а й т и  l o g  s in  3  7 °  1  5 У 2 6" , 3 .
В ъ  тригон. таблицахъ мы находпмъ, что log sin 

3 7 ° 1 5 '2 0 "  =  9 ,7 8 2 0 2 1 7 ;  съ увелнчешемъ угла 3 7 ° 1 5 '2 0 "
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на 1 0 ", поелідніе десятичные знаки его log  sin увеличатся  
2 7 7 ™ , потому изменяя этотъ уголъ на 1 ", измінш гь послТ.д- 
ніе десятичные знаки его lo g  sin на 2 7 ,7 ,  а при увеличеніи 
даннаго угла на 6 " ,3  поелідніе десятичные знаки увеличатся 
на 2 7 , 7 X 6 , 3  =  1 7 4 ,5 1 ,  такъ что

log sin 37°15'20'' =  9,7826217 
27,5X 6,3=  +  174,51

lo g s h T 3 7 °1 5 ^ 2 6 ^ 3 ^ ^ 7 8 ^ 3 9 2  —  1 .

Если  требуется найти sin 3 7 ° 1 5 ,2 6 " ,3 ,  а не его лога- 
р и ем ъ, то прШскиваютъ въ логариемическихъ таблицахъ  
число, соответствующ ее логариому 0 ,7 8 2 0 3 9 2  —  1 , и тогда 
получается sin 3 7 ° 1 5 '2 6 " ,3  —  0 ,6 0 5 4 9 5 5 .

2 )  Н а й т и  l o g c o s 4 5 ° 4 1 ' 4 4 " , 2 5
log cos 45° 41'40" =  9,8441569 

2 1 ,6 X 4 ,2 5 =  — 91,8

logcos 45041'44;',25 =  0,8441477 — 1.

При увеличеніи угла 4 5 ° 4 1 /4 0 "  на 1 0 " поелідніе десятичные 
знаки его log  cos уменьшаются 2 1 6 Ь®, сл ід , при увели
ченіи угла на 1 " они уменьшаются на 2 1 ,6, а  при увели
ченіи на 4 " ,2 5  уменьшаются на 2 1 , 6 X 4 , 2 5  =  9 1 ,8 .

3 )  Н а й т и  l o g  t g  5 6 °2  2 '3 " ,  8 9
log tg 56022' =  0,1770234

45,7X3,89 =  +  177,773

logtg 56022737',89 =  0.1770412.

4 )  Н а й т и  l o g  c o t g  1 4 ° 5  5 '1 8 " , 0 2
log cotg 44« 55' 10" =  0,5743959

84,6X8,02 =  — 678,482

log cotg 14°55' 16+02 =  0,574328E

§ 2 0 .  Тритон, величины т у п ы х ъ  угловъ находятся  
по Формуламъ §  5 и §  6 двумя способами: о т н и м а ю т ъ  
д а н н ы й  у г о л ъ  о т ъ  1 8 0 °  и о т ы с к и в а ю т ъ  т р е б у е 
м у ю  т р и г о н . в е л и ч и н у  п о л у ч е н н а г о  в ъ  о с т а т н і  
о с т р а г о  у г л а ,  или о т н и м а ю т ъ  о т ъ  д а н н а г о  у г л а  9 0 °
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и п р п ю к и в а ю т ъ  д л я  п о л у ч е н н а г о  в ъ  о с т а т к Ъ  о с т р а г о  
у г л а  т р и г о н . в е л и ч и н у , о б р а т н у ю  т р е б у е м о й .

1 )  Н а й т и  l o g  s i n  9  8° 3 '2 " .

Если обозначили, для краткости 9 8 °  3 ' 2 "  черезъ а ,  то 
отыскивая по первому способу получимъ:

sin а =  sin (180° — а) =  sin 81° 56' 58" 
log sin 81° 56' 50" =  9,9956964 

2 , 9 X 8  =  + 2 3 ,2

log sin 98° 3' 2" ^=П)+95698Т—-T.
По второму способу:

sin а — cos (а — 90°) =  cos 8° 3' 2" 
log cos 8°3' =  9,9956993

2,9 X  2 =  — 5,3

log sin 98°3' 2" -- 0,9956987 — 1.

2 )  К о е и н у с ъ , т а н г е н с ъ  и к о т а н г е н с ъ  тупаго  
угла, какъ величины отрицательный, не ттЬ ю ть логариемовъ; 
но въ такомъ случай отыскиваютъ логариемы и хъ абсолют- 
ны хъ велпчинъ и приписываютъ къ нимъ букву ( п ) ,  чтобы 
показать, что соотвЗ.теткуюнця этимъ логариемамъ числа 
должны быть взяты со знакомь минусъ. Напр.

Н а й т и  l o g  c o s  1  4 4 ° 4 '  5 1 " ,  3 .

Е сл и  обозначимъ уголъ 1 4 4 °  4 '5 1 " ,  3 черезъ а, то
cos а =  — cos (180° — а) =  — cos 35°55'8",7 
log cos 35° 55' =  9,9084159

15,3X8,7 =  — 133,11

log cos 144° 4'51",3 =  0,9084026 — 1 (n).

По второму способу:
cos а =  — sin (а — 90°) =  — sin 54°4‘51“,3 
log sin 54° 4' 50" =  9,9084006

15,3X1,3 =  +  19,89

log cos 14404751"7з^0^084026 — 1 (n).
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Чтобы найти самый косниусъ, должно иршскать число, 
соответствующ ее логорпему 0 ,9 0 8 4 0 2 6  —  1 и написать пе- 
редъ ш ш ъ знакъ мпнусъ, такъ что

cos 144°4' 51 ",3 == — 0,8098463.

3 )  Такнмъ же образомъ находпмъ
logtg- 4250 24' 34 " =  0,1481980 (п)

tg 125024'31" =  — 1,4066886 
log cotg 109°2'28" =  0,5379852 — 1 (и)

cotg 109°2'28" =  — 0,3451304.

Найти у голь, соотв  йте гву лощш данной 
грнгон. величин!».

§  3 1 .  Если дано будетъ
log sîn х --- 0,6389576 — 1,

то прибавивъ къ логарпому 1 0  получпмъ 9 ,6 3 8 9 5 7 6 .  В ъ  
таблпцахъ отыекпваемъ между логарпомамп син уса, мень
шими 9 , 6 3 8 9 5 7 6 ,  такой, который бо.гЬе в с ё х ъ  подходнтъ 
къ 9 ,6 3 8 9 5 7 6 .  Такой логарпомъ будетъ 9 ,6 3 8 9 3 7 6 ,  мекЬе 
данного на 0 ,0 0 0 0 2 0 0 ,  и ему соотвТтствуетъ уголь 2 5 ° 4 8 '5 0 " .  
В ъ  таблпцахъ же находимъ, что съ увелпчеше>гь 4 3 6 ьто 
иос.тЪднихъ дееятичныхъ знаковъ логарнома 9 ,6 3 8 9 5 7 6  уголъ  
2 5 ° 4 8 '5 0 "  увеличится на 1 0 " ,  е.гЬд. увеличивая логарпомъ 
4 3 , 6 Ь® , мы уве.шчимъ уголъ на 1 " , а потому, если приба- 
впмъ къ 2 5 ° 4 8 '5 0 "  столько секундъ, сколько разъ 4 3 ,6  
заключается въ 2 0 0 ,  то получпмъ искомый уголъ х . Та
кнмъ образомъ

log sin х =  9,6389576 
log sin 25°48'50" '=  9,6389376

х =  25° 48і 54", 59.

Такъ какъ (по §  5 ) синусъ остраго угла есть въ тоже 
время синусъ смежнаго съ нимъ тупаго, то п

х =  180°— 25°48' 54",59 =  154° 1В 5", 41.

2 ) Такнмъ образомъ данному с и н у с у  могутъ еоот- 
вЬтствовать два различные у гл а , между гЬмъ какъ к о с и -
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н у с ъ ,  т а н г е н с ъ  п к о т а и г е я е ъ  могутъ принадлежать 
только одному определенному углу, потому что по знаку 
( - { - и л и — ) этихъ трпгоп. велпчипъ можно судить, СООТВ'Ьт- 

ствуютъ ли one острому или тупому углу. Такъ наир, 
cos х  =  О, 5 соответствуете х  =  6 0 ° ,  a cos х  =  —  0 , 5 
соотвЬтствуетъ х  =  1 8 0  —  00° =  1 2 0 °. Если бы cos х  былъ 
данъ въ виді, логарнома, то въ первомъ случае онъ выра
зился бы черезъ log  cos х  —  0 ,6 9 8 9 7 0 0  —  1 ,  а въ второмъ 
черезъ log cos х --=  0 ,6 9 8 9 7 0 0  —  1 (п ) пли log  ( —  cos х )  
=  0 , 6 9 8 9 7 0 0 —  1.

3 )  Если дал ь log cos х 0 ,7 3 9 0 1 9 3  —  1, то имЄом'ь

loo- COS X =  9 ,7390193  
loo cos 56°45 ' —  9 ,7390129

64  
32,1

x =  5 6 ° 4 4 '5 8 " ,0 1 .

I ", 99 =

Точно также напдемъ, что

ДЛЯ log- to- х  =  0 ,03 28 56 4  
для log co tg x  =  0 ,4771213

x =  4 7° 9 '5 5 " ,0 1  
x =  18° 2 6 5 " ,8 2 .

§ 22. Т у п ы е  у гл ы  могутъ быть определены по 
дапиымъ трпгоп. велпчпиамъ (§  5 и § 6) двоякимъ спо- 
собомъ: о п р е д Ь л я ю т ъ  о стр ы й  у г о л ъ , с о о т в е т с т в у ю щ и й  
д а н н о й  т р и го н . в е л и ч и н е  и в ы ч и т а ю т ъ  е г о  н з ъ  1 8 0 ° ,  
—  или п р и н и м ая  дан н ую  т р и г о н . в е л и ч и н у  з а  ея  
о б р а т н у ю , (s in  за c o s ,  tg  за c o t g )  о т ы с к и в а ю т ъ  у г о л ъ ,  
с о о т в е т с -т в у ю ш Ш  э т о й  п о с л е д н е й  и п р н б а в л я ю т ъ  къ  
н е м у  9 0 ° .

1 )  Если дано log  cos х  =  0 ,9 0 8 4 0 2 6  —  1  (п ), то имбемъ

log cos (180° — х) =  9 ,9084026  loo- cos 35° 55' 10" =  9 ,9084006

1",3 =

180° — х =  3 5 ° 5 5 'З " ,7, х

J20 
15,3

180° —  3 5 °5 5 ' 8" ,7  
=  1 4 4 °4 ‘ 5 1",3 .
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По второму способу имйемъ
log sin (x — 90°) =  9,9084026 
log sin 54°4'50" =  9,9084006

x — 90° =  54°4‘ 51",3, x =  54°4'51"’ з + 9 0 °=  144°4' 54,y, 3.
2 )  Если дани будетъ tg  x  =  —  2 , то отыскиваютъ сна

чала log  2 . И зъ log  tg  x  =  0 ,3 0 1 0 3 0 0  (n ) слйдуетъ, что 
x  =  1 1 6 °  3 3 '5 4 " ,  1 9 .

3 )  И зъ log ( — co tg  x )  =  0 ,5 3 4 6 2 9 4  елйдуетъ, что
x =  163°43' 21",46.

§  2 3 .  При опредйленіи угловъ, близко подходящ их!, 
къ 0 °  или къ 9 0 °  по данной тритон, величині; или при 
опредЬленіи тритон, величины по данному углу такого рода 
нужно принять къ свйденію следующее.

Если с и н у с ъ  и к о с и н у с і ,  близко подходить къ единиц!;, 
то величина ихъ изменяется очень мало съ увеличеніеми пли 
уменьшешемъ угла т. е. измйненіе с и н у с а  около 9 0 °  и к о с и 
н у с а  около 0° очень незначительно. Если же с и н у с ъ  и 
к о с и н у  с ъ  приближаются ко своимъ наименьшими значе- 
шямъ (т. е. синусъ около 0 °  и косинуси около 9 0 ° ) ,  то они 
изменяются быстро. Такими образомъ различіе между
log cos 3 ' и log cos 4 ' или что тож е, между log  sin 8 9 ° 5 7', 
и log  sin 8 9 ° 5 6 ' ,  начинается только съ 7 го десятичнаго 
м іст а , между т!;мъ какъ log  sin 3 ' и log  sin 4 ', пли что тоже, 
l o g c o s 8 9 n 5 7 ' н log  cos 8 9 ° 5 6 ' ,  отличаются уже своими 
характеристиками. Чймъ быстрее изменяется какая либо 
тригон. величина съ измйпешемъ угла, тТ.мъ еъ меньшею 
погрешностью определяется изъ нея уголъ. П о т о м у  для  
о и р е д Є л е и ія  о ч е н ь  м а л ы х ъ  у г л о в ъ  д ол ж н о п р е д 
п о ч т и т е л ь н о  у п о т р е б л я т ь  и х ъ  с и н у с ы , д л я  у г л о в ъ  
б л и з к и х ъ  к ъ  п р я м о м у  —  к о с и н у с ы  или же въ пер- 
вомъ случай тангенсы, а  во второмъ котангенсы.

§ 24. Разность между десятью и логариемомъ назы
вается д о п о л н е н і е м г  логариема, наир.

ДОП. log 4 =  10— 0,6020600 =  9,3979400.
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Чтобы получить дополненіе логариема, имйющаго отри
цательную характеристику, должно вычесть его мантиссу пзъ 
10 и къ остатку прибавить характеристику, взятую съ 
положительнымъ знакомь, напр.

ДОП. log 0,03 =  10 —  (0,4771213 —  2) =  10 — 0,4771213 +  2
=  11, 5228787.

Такъ какъ а — Ь = а4- (10 —- Ъ) — 10, то для вы
пит а н і я однаго логаро ом а и з ъ д р у г а г о доста
точно къ уменьшаемому прибавить дополненіе 
вычитаемаго логариема и изъ найденной суммы 
вычесть 10.

Такая замена вьічптанія еложешемъ преимущественно 
употребляется въ такомъ случай, когда отъ логариема 
пли отъ суммы нйсколькихъ логариемовъ вычи
тается нисколько другихъ логариемовъ, напр.

____sin 39°15‘ X  tg 117°14'
Х “  tg 95° X  cotg 93°30 ''

Знакъ этого выражешя зависитъ отъ того, будетъ ли 
число отрицательныхъ производителей четное или нечетное, 
и такъ какъ при- логариемахъ отрицательныхъ производи
телей ставится буква (п), то если буква (п) повторяется 
четное число разъ, искомое число х будетъ положительно, 
если же нечетное, — то отрицательно. Такимъ образомъ 
имЪемъ:

log sin 39° 15' =
logtgH7°14' =
CD . log tg 95° =
CD . log tg 93° 30' =

0,8012015-1 
0,2884746 (n)
8,9419518— 10 (n) 

11,2135139 — 10 (n)

log x =  — 0,2451418 (n) 
x =  — 1,7584976.
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W. Тригономстрическія величины 
угловъ, болыпихъ 180° и отрица- 

тельныхъ.

с

о /'
А

/
/ £

G

§ 2 5 . Чтобы применить тритон, 
величины къ углам'!,, большими 1 8 0 ° ,  
оппшемъ радіусомь, принятыми за еди
ниц}', окружность п раздЕш мъ ее двумя 
діаметрами на четыре равныя части  
А С , С Е , E G , G A . П р и м ет. АО за не
подвижный радіуси, а точками B ,D ,F ,H
обозначимт, положеше нодвижиаго paaiyca  

въ разлшшыхъ четвертяхъ окртчкиости, пзъ которыхъ А С  
будемъ считать за первую, Е С  за вторую п т. д. Тогда 
sin А В  =  BP, cos А В  =  OP, sin A C D  =  D Q , cos A C D =  OQ; 
далТе sin A C F  =  FQ , n cos A C F  =  O Q, , паконенъ 
sin A C E H  =  H P  II  cos A C E H  =  OP.

Такъ какъ мы приняли, что с и н у с ы  1 ой п 2 ой чет
верти положительны, а лшііи Г О , п Н Р  шгЬютъ направ- 
лсніе, противоположное литпямъ Б О  и В Р ,  то синусы Зей и 
4 ой четверга должны считаться отрицательными. ДалЪе лиши 
О Р  и 0 0 ,  гогЬютъ противоположное направленіе, и такъ какъ 
к о с и н у с ы  1 ой четверти положительны, то косинусы 4 ой 
четверти будуть также положительны, а 2 ой п Зей четверти 
отрицательны. Нзъ знаковъ снпус-овъ н коспнусовъ слЪ- 
дуетъ, что т а н г е н с ы  и к о т а н г е н с ы  1 ой и Зей чет
верти положительны, а 2 ой и 4 ой отрицательны.

Подобными разсуждепіями какч. въ § 1 4  можно 
вывести слЬдующіе пределы для тритон, велнчинъ ВС'ЬХЪ 

угловъ отъ 0° до 3 6 0 ° .
О« 9()о 18«jo 270° 360°

Синусъ 0 1 . 0 — 1 0
Косинусъ 1 0 — 1 0 1
Тангенеъ 0 +  ^  “ 0 _|_ -?о 0
Котангенсъ -)- со 0 — со + 0 —• со
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§ 26. Опред'Ьлеше тригон. величинъ угловъ, боль- 
шихъ 180°, можетъ быть приведено къ определенно тритон, 
велпчпнъ острыхъ угловт., при чемъ достаточно только раз- 
смотр’Ьть с ни усы п косинусы, потому что тангенсы 
и к о т а н г о и с ы получатся пзъ нпхъ черезъ простое дЪлеше.

Назовемъ черезъ а въ сгагурЬ § 25 уголъ АОВ =  ЮОЕ 
=  EOF =  АОН; тогда BP =  DQ =  ЕО =  HP, OP =  00 
п уголъ Зей четверти, измеряемый дугою АСЕ, будетъ 
а-(--180°. Принимая въ с-оображеше знакт, тригон. вели
чины мы получнмъ непосредственно пзъ чертежа следующая 
Формулы:

[ sin  (а +  f  80°) =  — sin а
1 ̂  | cos (а +  180°) =  — cos а .
Если обозпачимъ уголъ a -f- 180° черезъ А111, тогда 

а =  А111 — 180°, след.
( s i l l  А ш =  —  S i l l  (А Ш  -  180й)

2) \ cos А ш =  — cos (А111 — 180°).
Наир, sin 196°= — sin (196° — 180°) =  — sin 16°. 

Такъ какъ log sin 16° —. 0,4403381 — 1, то log sin 196° =  
0,4403381 — 1 (n), след, sin 196°= -  0,2756374. Точно 
также cos 228° = — cos 48°, tg 234° =  tg 54°, cotg 216 =  
cotg 36°.

Если сравнпмъ тригон. величины дуга ACEH, соответст
вующей углу 360°—- а, съ тригон. величинами угла АО В =а, 
то пайдемъ, что

I sill (8 6 0 °  — а) =  — sin а
 ̂ \ e o s (3 6 O 0- a ) =  cos а .

Этюгь Формуламъ можно придать другой впдъ, под- 
ставпвъ вместо а его донолнеше 90° — а, тогда 

sin [360° — (90° — а)] =  — sin (90° — а) 
т. е. sin ( 2 7 0 °  -f- а) =  — c o s  а,
и точно также cos (270° -f- а) =  sin а.

Обозпачимъ уголъ 270° + а черезъ А1У, тогда 
а =  А1У — 270°, след.

Г sin  А 1У =  — cos (A IV~ — Э ? « 0)
4> \ cos A 1V =  sin (Aiv — 270°).
Напр. sin 340° =  — cos (340° — 270») =  — cos 70°; 

cos 293° == sin 23°, tg 308° =  — cotg 38°, cotg 301° =  — tg31°.
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§ 27. О т р и ц а т е л ь н ы й  у г о л ъ получится, если мы будемъ вращать подвижный рад1уеъ отъ его нанальнаго поло- жешя въ сторону, противоположную той, въ которую мы вращали этотъ радйусъ для получешя положительныхъ угловъ. Опшпемъ по обеими сторонами неподвижнаго рад1уса А О  равные углы А О В  =  + а  и А О Н  =  —  а ( ф и г . § 25) ,  тогда изъ чертежа увпднмъ, что
sin  (— а) =  — sin  a, cos (— а) =  cos а, слТ.д.

%  (— а) =  — tg  a, co tg  (— а) =  — co tg  а .

§ 28. Если мы, описывая положительные углы, будемъ продолжать вращеше pa.iiyca и за 360°, то онъ будетъ принимать вй> положешя, которыя онъ шнёль при первомъ вра- щеши отъ 0° до 3 6 0 ° ,  и оттого для угловъ а +  360°, a - f  2 . 3 6 0 °  и т. д. получатся тТ.же тритон, величины, кашя мы получали для угла а, менынаго 360°. Такими образомъ, обозначивъ черезъ п какое либо цЬлое число, будемъ гогЬть
s i u ( a + i b 3 6 O 0) = $ i n a ,  cos (а + и . 3 6 0 " )  — cos а  

t g ( а + п .3 6 О 0) =  t g a ,  co tg  (a--f-и . 3 6 0 (>| — c o tg a .Такъ какъ во вс1;хъ углахъ, большихъ 180°, С и н у с ъ и Е о с и н у с ъ  образуютъ, точно также какъ въ углахъ менынихъ 180п, катеты прямоугольнаго тре— ка, то веЬ Формулы § 10, выведенныя изъ уравнешй sin2a~f- cos2a =  1,tg а =  sina и cotg a =  -°s -  > гогЬютъ Ml;сто и для в сё х ъ  
cos a sin аугловъ, большихъ 180°. Годность Формулъ § 11 и вывел еиныхъ изъ ннхъ въ § 12 и § 13 следствий для веЬхъ возможныхъ угловъ легко доказать такими же образомъ, какъ можетъ быть доказано годность Форму лъ § 11 для тупыхъ угловъ.
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V I ,  PliiiiiMiieп р я м о у г о л ь н ы м , треугольников!»

§ 29. Ее ли въ прямоугольномъ тре—КЙ КрОМ'Ё пря- 
маго угла, который всегда уже изв'Ьстенъ, даны еще д в В 
катя либо части, а именно: острый уголъ и одна сторона, 
или дк1, стороны, то можно вычислить веб оетальныя части 
тре—ка. При этомъ могутъ быть даны 1) гипотенуза и 
острый уголъ, 2) катетъ и острый уголъ, 3) гипотенуза и 
катетъ, 4) оба катета.

Будемъ постоянно обозначать прямой уголъ буквою А, 
гипотенузу буквою а, острые углы черезъ В и С, а противо- 
лежанце нмъ катеты черезъ Ь и с, площадь тре—ка 
буквою Е.

П е р в ы й  с л у ч а й .
§ 3 0 .  Да ны гипотенуза а и острый уголъ В; 

найти С, Ь, с, F.
РЪш. 1) С = Э О ° - В  2) Ь a v i i l l

3) c  =  a c o s B  4) F = ^ b c  =  4 a2sinBcosB. 
По § 1 2 , 2 0  sin В cos В =  y sin 2 В, СЛ'Ьд.

F  -  - |a  м п З » .

с
h

A M

Пример. Если a =  9 8 7 ,3 1  Футъ, B =  4 6 ° 2 8 '3 5 " ,2 ,  тогда 
1) С =  43 °3 1 ‘24",8

2) log а — 2,9944535 3) loga =  2,9944535
log sin В =  9,8603927 — 10 log cos В =  9,8380003 — 10

log b =  2,8548462 
b =  715,8898 ФТ

4) log b =  2,8548462 
log c =  2,8324538

log c =  2,8324538 c =  679,9137 Футъ
log 2 F — 5,6873000 

2 F  =  486743,33 
F =  243371,665 □ ® утъ .
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Если  В  близко къ 9 0 °  и посему Ь =  a sin В  не мо
ж ет* быть точно вычислено (§  2 3 ) ,  то определяют* сна
чала с  =  a  cos В  и потомъ уже вычисляютъ b по Ф о р м у л *  

b =  | / ( а + ) ^ ( а ^ ) )  Если Hte В  близко къ 0 ° ,  то сначала 
вычисляютъ Ь == a sin В  п потомъ с по Формул* 
с  =  Ь)~(а— Ь).

В т о р о  и с  л у ч а  й.§ 31. 1 )  Д а н ы  к а т е т ъ  е и п р п л е ж а ш Д н  к ъ
н е м у  у г о л ъ  В ;  н а й т и  С,  b,  a,  F .

Р б ш .  П L  i W  SS 2 ) b  =  e t g B
3) у — c o s  В,  сл*д. а  =  4)В,= £ Ъ с = £ c 2tg B .

Если с =  1 3 7 8 , 1 4  Ф у т ъ , В  =  3 ° 3 7 '4 9 " ,  то С== 8 6 ° 2 2 '1 1 " ,
Ь =  8 7 ,4 3 6 4  Ф ., а = 1 3 8 0 , 9 1 1 Ф „  F = 6 0 2 4 9 , 8 0 5  п®.
2 )  Д а н ы  к а т е т ъ  с и пр  о т и в о  л е ж а щ п !  е м у  

т г о л ъ  С ; н а й т п  В ,  b, a, F .

Р * ш .  1 ) В  =  9 0 °  —  С 2) у  =  tg.C, сл ід , h  = с
t g C

3)
с

<д =  sin С , сл ід . а = с
sill С 4) Ж  =  i l i e  = с 2

S t g C *

Вторая задача въ сущности совершенно сходна съ  
первою, если мы будезгь р азсм атрш ш * уголъ В  как’ь данную 
величину.

Если В  близко къ 0 °, ел*д. С  близко къ 9 0 ° ,  то гипо
тенуза а не будеть точно определяться ни пзъ — ---  , ни изъ

cos В

— В ъ  такомъ случай вычисляютъ а изъ выражешя 
sin  L
. _  ь__
а sin В

Т р е т і й  е л  у ч a  ft.

§ 3 2 . Д а н ы  г и п о т е н у з а  а 
н а й т и  В ,  С,  с, F .

п к а т е т ъ  Ъ;
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P t ш. і ) s i n  В =  “  2) c o s  С  =  или с  =  9 0 « - в'  1» а
3) с  =  a  c o s  В  или с  =  K f a + 1 » Н а  ^ » )
4) 1Г =  - * -1 » с  ^  | / ( а  +  Ь )  ( а — В )

Если а  =  2 4 6 ,  7  Ф., Ь =  1 3 5 , 9  Ф., тогда В  =  3 3 ° 2 5 '  3 6 " ,  6, 
С =  5 6 ° 3 4 '2 3 " ,4 ,  с =  2 0 5 , 8 9 3  ®., F =  1 3 9 9 0 , 4 5  □  ®.

Если -  приближается къ 1 ,  то вычисляют!. сначала
а

с =  | ./ ( а + 17)(7Г-7ь) и потомъ В  и С изъ уравпенія 
tg  В  =  --- —  cotg  С. Если же —  приближается къ 0, то опре-

С Я

д'Ьляютъ с  изъ c =  l / ( a  +  b ) l i .^ b )  или изъ с =  b co tg  В  
=  Ь tg  С.

Ч е т в е р г и и  с л у ч а и .

§  33. Д а н ы  о б а  к а т е т а  h ,  с ;  н а й т и  В , С ,  a , F .  

Р гЬш . 1 ) t g B  =  ** 2) c o t g С =  ~  или С = Є О °  — И

3) - — s;nв слЪд. а  -= . *’ или а =  У Ь Н Г с 1
J a S ilt  І І  у 1

4)  F  —  *  Ь с .

Если Ъ =  5 6 3 , 3  ®., с =  3 7 8 , 2  ф . , то В  =  5 6 °  7 '2 1 " ,  2 3 ,  
С = 3 3 ° 5 2 ' 3 8 " , 7 7 ,  а =  6 7 8 , 4 8 5 6  ф. , F  =  1 0 6 5 2 0 , 0 3  □  ®.

§ 34. Треугольникъ можетъ быть вычпслепъ не только 
но дапнымъ сторонамъ и углам ъ, но такж е, если будутъ 
известны такій условія, который виражають связь между 
частями тре— к а , такъ наир, если даны площадь и острый 
у го л ь , плошать и одна сторона, гипотенуза и опущенный 
на нее изъ противолежащей вершины перпендикуляръ, сумма 
двухъ сторонъ и третья сторона и т. д. Р іш ен іе  задачъ 
такого рода всегда можно привести къ одному изъ разс-мо- 
треиныхъ нами случаевъ, если число данпыхъ условш рав
няется числу искомыхъ частей тре— ка.
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V I I .  Ріш іеніе 
равнобедренныхъ тре—ковъ.

§ 3 5 . Б } гдемъ обозначать основаніе 
равнобедреннаго тре— ка буквою а и про- 
тиволежащііі ему уголъ буквою А. По при
чині, равенства сторонъ b =  с  и угловъ  
В  —  С  для ріш еній тре— ка достаточно знать 

только д в і  ч асти , а  именно 1 )  или основаніе н однпъ 
у гол ъ , 2 )  или боковую сторону и одинъ угол ъ , 3 )  или 
основаніе и боковую сторону.

Если проведемъ высоту A D  =  h, то уголъ B A D  =  {А,  
линія B D  —  д а и площадь F  —- .tali. Такъ какъ В  =  С , то 
А +  2  В  = 1 8 0 ° .

§  3 6 . Да  ны о с н о в а н і е  а и у г о л ъ  В  и л и  А.
Р і Ш .  1) А =  І 8 0 ° — 2Б ИЛИ В =  9 0 ° — ДА

2) Изъ Да =  с  c o s  В С Л ІД . с  =  п а ,- =-- п .2cosB  2 sin ДА
3) По h =  Д a tg В =  Да cotgДА сл ід у етъ.

F =  Д ah =  £a2tgB =  ^a2cotg| А.

§  31. Д а  ны  б о к о в а я  с т о р о н а  с  и у г о л ъ  В  
и л и  А.

Р і ш .  і)  А =  180°— 2 В или В =  90°— ДА
2) а =  2 с cos В =  2 с sin ДА
3) F =  ДаЬ, НО а =  2 с  c o s  В, h =  с  sin В, С Л ІД .

F =  c 2cosBsinB =  c2sinyAcosyA =  | c2sinA (§12,20).

§  3 8 . Д а н ы  о с н о в а н і е  а  и б о к о в а я  с т о р о н а  с.

Р і н і .  l ) c o s B = ^ -  2) А =  1 8 0 °— 2 В

з» р= 1Л= 4« | /( ;т |)Дт : 0
П р и м Ь р ъ .  а = б Ф . ,  Ь =  с = 5 ф ., А  =  7 3 °  4 4 '2 3 " ,  2 4 ,  

В =  С = 5 3 ° 7 ' 4 8 " , 3 8 ,  F  =  1 2  ф .
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няется при ВЫЧНСЛеНШ правпльныхъ многоугольниковъ, ВПІХ- 
санныхъ въ кругъ и описанныхъ около него.

П о  д а н н о й  с т о р о н е  s п р а в и л ь н а г о  п —  у г о л ь 
н и к а  о п р е д е л и т ь  р а д і у с ь і  г  п R  к р у г о в ъ  в п п с а н -  
н а г о  и о п и с а н н а г о  и п л о щ а д ь  F  м н о  —  к а.

Р е ш . Пусть В А С  будетъ одннъ изъ равнобедренныхъ 
тре— ковъ, на которые разделяется п— угольнпкъ линіямп, 
проведенными изъ центра А  къ верншнамъ угловъ, тогда 
перпендикуляръ А І) =  г , А В  =  И , В С  =  э , В  В  =  у 8,

В А С = 360° и B A D  = 180°

Такъ какъ A D  =  г =  B D  cotg  B A D ,
^  =  sin B A D , след. А В  =  R — . 1’! ’ ,
АВ sinBAD

180°
1 ) г =  . cotg

2) R =
2 sin 180°

3) F =  n \ s2n. cotg 180°

П р и м е р ъ . Если s = 6 4  ф., n = 9 ,  to r  — 8 7 ,9 1 9 2 8  Ф., 
R =  9 3 ,5 6 1 7 4  Ф., F — 2 5 3 2 0 ,7 5  0 ®.§ 4 0 . П о  д а н н о м у  р а д і у с у  г к р у г а  о п р е д е 
л и т ь  с т о р о н у ,  п е р п м е т р ъ  п п л о щ а д ь  в п и с а н н а г о  
и о п и с а н н а г о  п р а в , п —  у г о л ь н и к а .

Р е ш . Пусть въ Фигуре § 3 9  В С  и E F  будутъ стороны впис. и опис. п — угольника, тогда А В  =  A G = r ,  2 С B A G

=  В С  =  2 B D  , B D = r s i n  —  .п п
след, во в п и с а н н о м ъ  п — угольнике:

180°

A D 180°г cos ---- ,
п

1 )  сторона B C  =  2 r s in  ----  2 ) периметри == 2 nr sin 180°

О
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. 180° 180°3 )  площадь =^пер. X  A D  =  n r 2 sm  . cos ——  =

^ n r2sin (§  1 2 , 20 )
<йл° 180°Такъ какъ EF =  2EG, EG =  AGtg ^  =  rtg ,

то въ о п и с а н н о м ъ  п — угольник!;:
і 8 0 °4 )  сторона E F  2 rtg  ^  -  , 5 ) периметръ =  2 n rtg 180°

П

6)  Площадь =  А  X  перим.
ы

=  n r 2tg 180°
п

180°П р и м Ъ р ъ . Если г= \ ,  п =  2 1 6 0 0 ,  сл'Ьд. ——- = 3 0 " ,
тогда находпмъ, что перпметръ' вписаннаго и описаннаго 
мно— ка =  3 ,1 4 1 5 9 2 6 ,  изъ чего слЬдуетъ, что п окружность, 
заключающаяся между обоими периметрами, должна выра
ж аться тъмъ же чшелошъ.

V I I I .  Pkiueiiie косоугольныхъ 
треугольников!».

§ 41. Разсмотримъ сперва некоторый предложенія, 
на которыхъ основано рішеніе косоугольныхъ тре—ковъ.

Если изъ вершины С оетроугольнаго 
или тупоугольнаго тре—ка АВС опустимъ 
на противолежащую сторону АВ или ея про- 
должеше перпендикуляръ h, то въ обоихъ 
случаяхъ h =  b sin А и h =  a sin В , сл’Ьд. 
b sin А =  a sin В или

a : b  =  sin  A :  sin В ,  и точно также 
я : с  - sin А : sin С  
b : с  =  sin  IS : sin  С.

Т. е. Стороны тре — ковъ относятся какъ 
синусы противолежащихъ имъ угловъ.
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§  42 . (Ф иг. §  4 1 ) .  По известному предложешю пла- 
ниметрш

въ первой Фигуре а 2 =  b 2 -f- с 2 —  2 с  . A D  
во второй Фигуре а 2 =  b 2 -f- с 2 2 с  . A D

Такъ какъ въ первомъ случае AD =  b cos А , во второмъ 
AD =  —  b cos А , то подставивъ въ предъидунця выражешя 
вместо лиши AD равный ей величины, нолучимъ для обоихъ 
случ аевъ :

1) a 2= b 2-fc 2—3 b c c o s A , след, cos А = —

2 ) b 2= a 2-fc 2—S a c c o s B , след. c o s B = a  ^
. » 2  1 1*2__л2

3 )  с 2 - а 2 ;~Ь2—  3 ab  cos С .  след, cos С== —

В о  в с я к о м ъ  т р е  —  къ к в а д р а т ъ  од н ой  ст о р о н ы  
р а в е и ъ .с у м м е  к в а д р а т о в ъ  п р о ч и х ъ  с т о р о н ъ  б е з ъ  
у д в о е н н а г о  п р о и з в е д е т я  э т и х ъ  ж е с т о р о н ъ  н а  
к о с и н у с ъ  з а к л ю ч а ю щ а г о с я  м е ж д у  н и м и  у г л а .

§  43 . Такъ какъ а  : b =  sin А : sin В , то и
а +  Ь:а — 1) =  sin A -f- sin B:sin А — sin В или (§ 12 , зо, 31, § ю, 12 )
а +  Ь  sinA +  sinB 2sin|(A +  B) cos-J(A— В) tg|(A +  B)
а — b sinA— sinB 2cos^(A-)-B)sin^(A— B) tg^(A — B)

a  -j-1» s a  - I» =  i (Л -f B ) : <»• l (Л --  B ) .
С у м м а  д в у х ъ  с т о р о н ъ  т р е — к а  о т н о с и т с я  къ  

и х ъ  р а з н о с т и  к а к ъ  т а н г е н с ъ  п о л у с у м м ы  п р о т и в о -  
л е ж а щ и х ъ  и м ъ  у г л о в ъ  о т н о с и т с я  к ъ  т а н г е н с у  п о л у  -  
р а з н о с т и  т е х ъ  ж е у г л о в ъ . •

Такъ какъ A - f  В = 1 8 0 °  —  С  и \ (А  - { - В )  =  9 0 0— ^ С , 
след. t g ^ ( A  4 - В )  =  co tg  .vC ( §  4 ) ,  то предъидущую Формулу можно представить и въ такомъ виде:

а  +  b : а  — b =  co tg  \ С s i  (А  — В ) .

§  44. Е с л и  д ан ы  с у м м а  и р а з н о с т ь  д в у х ъ  в е л и -  
ч и н ъ , т о  б о л ь ш а я  и з ъ  н и х ъ  о п р е д е л и т с я , е сл и  к ъ  
п о л у с у м м е  п р и б а в л я т ь  п о л у р а з н о с -т ь , а м е н ь ш а я ,  
е с л и  о т ъ  п о л у с у м м ы  о т н я т ь  п о л у р а з н о с т ь .
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П усть х  будетъ большая, у  меньшая величина, сумма 
и хъ  а, а  разность й, тогда х  +  у  =  й, х  —  у  == <3. Склады
вая и вычитая эти у р ав н етя  получимъ:

х =  -Н8 +  <0, У =  Д).

§ 45. П л о щ а д ь  ( F )  т р е — к а  р а в н а  п о л о в и н !,  
п р о и з в е д е ш я  д в у х ъ  его  с т о р о н ъ , у м н о ж е н н о й  н а  
с и н у с ъ  у г л а ,  з а к л ю ч а ю щ а г о с я  м е ж д у  н и м и .

Изъ Фигуры §  4 1  видно, что h  =  a  sin В ,  и F  =  ^ch  
=   ̂ а с  sin В . Точно также F  =  4 be sin А =  у ab sin С .

П е р в ы й  с  л у ч а  й.

§ 4 6 . Д ан ы  с т о р о н а  а  и д в а  у г л а ;  н а й т и  Ъ , с , Г ’
Р і ш .  Если даны два угла тре— ка, то и третій тоже 

изввстенъ. П о § 4 1 и § 4 5  имЪемъ

С

Аг г "В
_  a  sin  11  ̂ _  a  sin  С
— sin  А  ( sin  А

3) F all sin  С 
3

a 2s iiiB s in C  
3  sin  А

Изъ а  =  4 8 7 ,5  Фут., А = 1 0 3 ° 4 8 ' ,  В = 4 2 ° 2 5 '  ел!>-
дуетъ С = 3 3 ° 4 7 ' ,  Ь =  3 3 8 ,6 0 1  Фут., с = 2 7 9 , 1 3 3 6 7  Фут., 
F = 4 5 8 9 3 , 3 5  □ © .

В т о р о й  с л у ч а й .

§ 41. Д ан ы  с т о р о н ы  а, Ъ, и л е ж а щ ій  м е ж д у  
н и м и  у г о л ъ  С ; н а й т и  А , В , с, Г .

Р'Лш . Если вычиелимъ полусумму угловъ А  и В ,  то 
найдемъ ^ ( А + В )  =  9 0 °  —  у С. Полуразность этихъ угловъ  
можно получить съ помощію пропорцій въ §  4 3 , по которой
tg  у (А  —  В )  =  co tg  у С . По §  4 4  находимъЙ 4 “ о

і) А =  і(А + В)+і(А —В) 2)В =  І(А  +  В)—1(А- 
л a s in C  b s in C  _

3) siiiA  sin  В 4) F *аЬяшС.
-В)
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Чтобы избежать отрпцательныхъ количествъ, вставляють 
въ Формулу tg  я ( А — В )  =  у С  вместо а  большую,

3 ”4” О
и вм есто Ъ меньшую сторону тре— ка.

П р и м е р . И зъ а  — 1 2 9 5 ,4  Ф., Ь =  8 3 5 ,7  ®.,
С  =  7 4  °2  5 '3  О", 4  е л ілуетъ

=  37° 12' 45", 2 1од (а — Ь) =  2,6624745
(А +  Ь) _  „  н Іо8 «Яд і  С =  0,1195370

2 ’ СП1од(а+Ь)= 6,6713962 — 10
а +  Ь == 2131,1 І ^ д ^ А ^ В ^
а “  ь =  459’7 (̂А — В )=  15°51'27", 51

1) А =  68° 38‘42“31 2) В =  36° 55' 47", 29
3) 1од а =  3,1124939 4) Іо̂  а =  3,1124039

ІодяпС =  9,9837526 — 10 ІодЬ =  2,9220504 
СБІодяіпА =  0,0308905 ІодгіпС =  9,9837527 — 10

Іодс =  3,1270471 1од2Р =  6,0182070
с =  1339,822 Ф. Р =  521407,2 □  Ф.

§ 48 . Сторону с  можно определить безъ предвари- 
тельнаго вычислешя угловъ А  и В  непосредственно черезъ 
а, Ъ, С  (§  4 2 ,3 ) ,

с = | / а 2-|-Ь2 — 2аЬсов С.

Тогда ( §  4 1 )  найдемъ яіп А  = БІП В  = Ьвіп С 
с

Т р е т і й  с л у ч а й .

§ 49.  Д ан ы  тр и  ст о р о н ы  а, Ь, с ;  н а й т и  у г л ы  
А , В , С  и п л о щ а д ь  Р.

Р ен т . Изъ §  4 2  имЪемъ

В  с о *  А
Ъ2+ с 2—а 2 

ЗЪс3) С О * С : 2) со* 11 =
а 2+ Ъ2—с 2 

в а Ь

а 2+ с 2—Ь 2 
Я а с

Чтобы получить Формулы, удобныя для вьічисленія съ  
ариомовъ, по, 

уравненія §  1 2 , 2 4  и 2 5 ,

К 2 | о  2 ___о 2
помощш логариемовъ, подставимъ сое А  =  — !— - —  въ
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соз^-А =  

соэуА =  

соб^-А =  

сову А =

"|// 1+С08А н
йк1 +А =

1  / Ь 2+ 2 Ь с + с 2~ а 2 
V  4Ьс

вшу А =

1 /  (Ь + с )2— а2 
V  4Ье вШ^А =

]  / (Ь + с + а ) (Ь + с — 
У  4Ьс

— ,  8Ш^А =

I— сое А тогда
У У

1 / а2— (Ь2—2Ьс—(—оа) 
V  4Ьс

| ^ / а 2— (Ь— с)а
4Ьс

1 У7” (а + Ь -с )(а — Ь + с) 
V  4Ьс

Обозначишь а  +  1 » + с  черезъ 3 » ?  тогда Ь + с — а 
=  2 (з— а), а +  Ь—  с =  2 (я— с), а— Ь + с  =  2 (з — Ь). Вставивъ эти 
величины въ предъидунця Формулы, получишь

с»51 А =  уЩ=* И «1.1А =  ] / Е ® 3

РаздЬлпвъ 1 ое уравнеше на 2 ое получишь

А =  1  /ф Ш у Ф
У  8(я— а)

Если умножишь числителя и знаменателя подкоренной дроби 
на а— а, предъидущее выражение будетъ им'Ьть видь

4) «$ 4 А  =  ^ - 1 / ^ 8 5 = 3 5 = 5 ) ,  н ТОЧНО

также 5) В  -  - * У ^ № Ц&=°>

в) «вас = 1/Е»1ЕМЕМ
Корень въ этихъ Формулахъ должно всегда брать съ по- 

ложительиымъ знакомь, потому что половина всякаго угла  
въ тре— к1:> всегда острый уголь. Для провърки счислешя 
служить уравнеше А  +  В  +  С =  1 8 0 ° .

Для вычислешя п л о щ а д и  им’Ьемъ ( §  4 5  и §  1 2 , 20 )

р _ Ь с . я т А __ Ь с . 2 з т у А с о з 4 А __ / ( я —Ь)(з—с)"| / 8 ( 8 —а)
2 2 ЬС[ /  Бс [ /  ~ Б о ~ ’

Т) * ’ =  У Ф -  а) (8 - Ь К У - е ]
Изъ У Ьс А =  Р = ] /  . / ( э —/ У (8 ~  ьД/з —  с) с льду етъ

т. е.
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8) sin A =  p -]/ s  (s — a) (s — b)(s — c).DC

Далее изъ фиг. § 4 1  и изъ урав. 8 слИдуетъ
2 _____________________ _

9) h =  b sin А =  — ]/s (s — a) (s — b) (s — с)С

Съ помощію последней Формулы, въ которой h  есть перпен
дикулярі,, опущенный на сторону с изъ противоположной 
вершины, определяется высота тре— ка по данными тремъ 
его сторонами.

Примири. Если а =  97,5 , b =  84,5 И с =  91 Ф., тогда 
logs =  2 ,1351327  log (s—b) =  1 ,7160033

log (s —  a) =  1,5910646 log (s— c) =  1 ,6580114

log ] / ( - — =  1,4149733

logtg^A =  9 ,8239087  
logtg+B =  9 ,6989700  
logtg^C =  9 ,7569619  

log F =  3 ,5501060

A =  67°22' 48", 46 
B =  53° T  48",36 
C =  59°29 '23", 12 
F =  3549 □  Ф .

Ч е т в е р т ы й  с лу ч а й.

§ 5 0 . Д ан ы  с т о р о н ы  a, b, и у г о д и  А , п р о т и в о -  
л е ж а щ ій  о д н о й  и з ъ  д а н н ы х ъ  с т о р о н и ; н а й т и  B ,C ,c ,F .

Р іш и О sin К = to sin  А
а 2) С =  1 8 0 ° - ( А + В )

a s in C  tostnC  
sin  A  ~~~ sin  If 4) F  =  i a t o s i n C .

Выражеш я, найденныя для С , с , Г ,  зависятъ отъ 
угла В , который можетъ быть острыми и тупыми.

Е с л и  а ^ Ь ,  с л е д , и А ^ В ,  то  В  м о ж е т ъ  бы ть  
т о л ь к о  о ст р ы м и  у г л о м ъ . И зъ а = 1 5 4 , 3 1 Ф . ,  Ь =  123,84ф. 
А =  4 3 ° 1 7 '1 2 " ,3  след. В  =  3 3 ° 2 3 / 5 " ,8 9 ,  С = 1 0 3 01 9 '4 1 " ,8 1 ,  
с  =  2 1 8 ,9 9 4 7  ф . ,  И =  9 2 9 7 ,5 1 7  Ц ф.

Е с л и  а < Ь ,  след, и А < В ,  т о  В  м о ж е т ъ  бы ть  к а к ъ  
о с т р ы м и  т а к и  и т у п ы м и . В ъ  такомъ случае С, с, И 
будутъ иметь по два различный значешя и мы получимъ
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д в а  т р е у г о л ь н и к а , заключающие данный части. Изъ  
а  =  3 0 8  ф . ,  Ь =  3 7 5  ф . ,  А  == 3 7 ° 4 5 ; слЪдуетъ

log b =  
log sin А =  
CD log а —

log sin В =

1) В =  48° И '34“, 78 ИЛИ

2) С =  94° 3' 25“, 22

3) log sin С =  9,9989103 — 10 

log а =  2,4885507

CD log sinA=: 0,2130944

2 ,5740313  
9 ,7 8 6 9 0 5 6 —  10  
7 ,5114493  — 10

9 ,87 23 86 2  —  10, елгЬд.

1 ) B =  1 3 1 ° 4 8 '2 5 “,2 2
2) С =  10°26 ' 3 4 “, 78
3) log sin С =  9,2582952 — 10 

log а =  2,4885507

CD log sin A =  0 ,21 30 94 4

log c =  2,7005554 log c =  1,9599403

c =  501,8286 Ф. c =  91,18859 Ф.

4) F =  57605,28 □  Ф. 4) F =  10467,6 □  Ф.
В ъ  частномъ случай, если а  <  b и въ тоже время 

a — b sin А , то s i n B  =  l ,  слйд. В  =  9 0 ° ;  тогда получится 
только одинъ тре— къ, который будетъ им'Ьтъ прямой уголъ. 
Если же а < Ь  и въ тоже время a < b s i n A ,  сл1;д. s i n B > l ,  
тогда нельзя будетъ Найти тре— к а , который бы имйлъ 
данныя въ задача части.

§ 51. ’ Съ помоищо Формулъ въ §  4 9  можно решить 
следующую задачу:

П о  д ан н ы м ъ  с т о р о н а м ъ  а , Ь , с т р е  —  к а  А В С  
о п р е д е л и т ь  р а д 1у с ы  R  и г к р у г о в ъ  о п и с а н н а г о  и 
в п и е а и н а г о ..

Pf.ui. 1) Опишемъ около тре—ка 
АВС кругъ и проведемъ изъ центра О 
прямую ОР (_ ВС и линіи ОВ и ОС, тогда

ВС — 2B0sin4B0C =  2Rsin А, слйд.
R _  ЙС __ а 

2sinA 2sinA
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2 _____________________
Такъ какъ ( §  4 9 ,8 )  s in A  =  —  j / s ( s  — a) (s —  b) (s — c),

гді; s = 4 ( a - f  b  +  c ) ,  to (§  4 9 ,7 )
R __ abc abc

4)/s (s — a) (s — b) (s — c) 4 F

2 )  Проведемъ изъ центра къ вер- 
шинамъ тре— ка прямыя и опустимъ 
изъ центра на стороны а, Ъ, с  тре —ка 
перпендикуляры О Б , О Е , О Б , тогда

Р =  £аг  +  $Ьг +  |сг =  ^-(а +  Ь+с), сл ід .

__ 2К __ 2}/в(8—а) (я—Ь)(б—с).
а-)-Ь-{-с а—{— Ь —{—с

А

I X .  З а д а ч и .

§ 52. У гл ы  и и х ъ  т р и го н . в е л и ч и н ы  ( § 2  —  2 8 ) .
1 )  Выразить посредствомъ тригон. величинъ угла мень- 

ш аго 4 5 °  тригонометричесюя величины с-лЪдующихъ 
угл ов ъ ; a )  s i n 7 4 ° 4 1 '5 0 "  Ъ) s i n l 2 4 ° 4 0 / с )  sin  1 5 6 ° 3 0 '  
d ) c o s 7 5 ° 5 "  е )  c o s l 2 5 °  f) c o s l 7 0 ° 3 '3 5 "  g )  t g 5 7 ° 4 6 / 
h )  t g 9 5 ° 5 5 '6 "  i )  1 7 8 ° 3 3 /' k ) c o t g 5 2 ° 4 8 / 1 )  c o t g l 3 4 °  
m ) c o t g l 3 6 ° 5 ' .

2 )  Данъ sin a  =  0 ,6 ; найти cos a, t g a ,  c o tg a .
3 )  По cos a  =  — 0 ,7 0 7 1  вычислить sin a, tg a , c o tg a .
4 )  t g a  =  0 ,0 1 7 4 5 5 1 ;  найти s in a , c o s a , c o tg a .
5 )  c o tg a  = —  0 , 6 0 2 ;  найти s in a , co sa , t g a .
6)  t g a  =  3 ,1 2 4 6  ; найти tg  (a  +  4 5 ° ) .
7 )  s in a  =  0 ,2 ; найти s i n и cos ^

8)  Данъ c o s a  =  2 5 : 1 4 4 ;  найти co s-| -.
4>
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9 )  Выразить c o s 7 5 °  черезъ s i n 3 0 , s in 4 5 ° , c o s 3 0 ° , c o s 4 5 ° .
1 0 )  Вычислить sin 6 0 °  по Формуле § 1 2 , 2 0 .
1 1 )  Съ помощш s in 4 5 °  и c o s 4 5 °  вычислить sin 9 0 °  и c o s 9 0 .
1 2 )  Вычислить c o s l 5 °  ( §  1 1 , 1 9  и §  1 2 , 2 4 )
1 3 )  cos a  —  \\ найти cos 2 a  и t g 2 a .
1 4 )  c o s a  =  ^ и co sb  =  £ найти s i n ( a - f - b )  и cos (a  —  b ).
1 5 )  Найти для угла 1 0 2 ° 2 2 ' 5 6 " ,8  lo g s in , lo g c o s , lo g tg , 

log  cotg .
1 6 )  l o g ( — c o s x )  =  0 , 9 2 0 1 4 9 6  — 1 ;  l o g ( — t g y )  =  0 ,3 1 7 6 7 8 2 .
1 7 )  s in a  =  0 , 4 3 3 3 9 7 ;  найти co sa , tg a , c o tg a .
1 8 )  c o s a  =  —  0 ,9 7 8 1 4 7 5 ;  найти sin a , t g a ,  co tg a .
1 9 )  t g a  =  d t  0 ,3 7 1 5 7 1 ;  найти sin a , co sa , c o tg a .
2 0 )  c o tg ( 4 5 ° — a ) = ] / 3 ;  найти lo g tg  ( 4 5 °  - f  a ).
2 1 )  Углы тре— ка a, b, с  и tg |  (b  +  с ) =  1 ,3 1 6 8 5 2 1 ;  опре

делить a.
2 2 )  Данъ lo g c o tg x  =  1 ,0 0 3 1 1 8 7  ( n ) ;  найти x  и lo g c o s  x .
2 3 )  t g a  =  x  и x 2 - f - 3 x  =  -— 2 ;  найти a.
2 4 )  c o s x  =  — --- - -> ГД'Ь a  =  ± 1 0 ,  b  = —  7 , c =  1 3 .

J 2ab
2 5 )  lo g sin  ( a - f  9 0 ° ) =  0 , 9 9 0 4 0 4 4 — 1 ;
2 6 )  s in 2x  =  0 ,5  и t g 2 y  •= 0 ,2 9 5 5 5 5 1 .
2 7 )  l o g t g x :
2 8 )  c o s x  =

=  — 3.
cos 143° 2 8 '5 9 “
1 ^ 1 0 9 ^ 2 8 “ ‘

найти co sa .

2 9 )  lo g tg 2 a  =  0 , 4 7 7 1 2 1 3 ;  найти tg a .
3 0 )  t g x = 3 ;  найти t g | x .
3 1 )

3 2 )
3 3 )

sin 35° 13'cos 145° 50'
3tg i40°™tg эго 22'соіГЇ250

c o s x 0,5 cos 34° 10' 345 tg 13°15'50''
tg73sinl50° J sin215°

Выразить длину дуги въ 20 °  въ ч астяхъ раддуса.
3 4 )  Найти уголъ, котораго дуга равна Змъ рад1усамъ.
3 5 )  Выразить въ гр адусахъ , минутахъ и секундахъ дугу, 

которой длина равна раддусу.
3 6 )  Найти log  sin 3 0 2 ° 5 4 ' ,  log  cos 2 5 4 ° 4 7 / , tg  2 0 6 ° 3 4 ' ,  

c o t g 3 2 3 ° 5 3 /,c o s 3 4 6 ° ,  s in 4 0 0 ° , lo g c o s 7 8 5 ° , l o g s i n l 0 2 9 ° ,  
sin ( — 1 0 2 9 ° ) ,  cos ( — 3 0 0 ° ) ,
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§  53. П р я м о у г о л ь н ы е  т р е  —  ки (§  2 9 — 3 3 ) .
В ъ  сл'Ьдующихъ задачахъ буквы А , В ,  С , а , Ь , с ,  Г

всегда будутъ иметь значеніе, определенное нами въ §  2 9 .
3 7 )  Определить стороны прямоугольника, котораго діагональ 

=  3 2 5  ф. и составляетъ уголъ 2 5 ° 4 2 / съ  одной стороною.
3 8 )  Дана пропорція а : Ь : с  =  5 : 4 : 3 ;  найти В  и С.
3 9 )  В ъ  к р у ге , котораго р а д іу с  равенъ 3 ф. ,  определить 

разстояніе центра отъ хорды, стягивающей дугу въ 1 7 ° 2 0 '.
4 0 )  Определить меньшій уголъ прямоугольнаго тре— ка, въ  

которомъ катеты относятся какъ 5 : 1 2 .
4 1 )  По даннымъ сторонамъ 4 9 3 7  ф. и 3 8 7 4  ф. прямоуголь

ника определить углы этихъ сторонъ съ діагональю.
4 2 )  Тень, бросаемая вертикальнымъ столбомъ въ 2 1 ,2 Футовъ, 

равна 3 4 ,8  Футами; найти угловое разстояніе солнца 
отъ горизонта.

4 3 )  Тень, бросаемая вертикально поставленною палкою, короче 
самой палки на ^ ея величины; определить высоту солнца.

4 4 )  Діаметрально противоположный образую тся прямаго ко
нуса, котораго высота равна 4  Фута, составляютъ уголъ  
въ 7 3 ° 4 4 '2 3 " ,2 8 ;  найти діаметри основаній.

4 5 )  В ъ  прямомъ усеченномъ конусе радіуси верхняго и 
,  нижняго основаній равны 4  ф. и  1 1 ,5  ф. , и діаме

трально противоположный образующія составляютъ угол*ь 
въ 7 3 ° 4 4 '2 3 " ,2 8 ;  вычислить боковую поверхность.

4 6 )  Діагональ сЄчєнія  прямаго цилиндра плоскостью, про
ходящею черезъ ось , равна 1 7  ф. и  составляетъ съ  
плоскостью основанія уголъ въ 6 1 ° 5 5 / 3 9 " , 0 4 ;  найти  
объемъ цилиндра.

4 7 )  Чтобы измерять ширину реки, отложили вдоль берега линію 
А В  =  1 5 9  ф., изъ точки А  возетавили перпендикуляри, 
который пересекъ противоположный берегъ въ точке С, 
а уголъ А В С  =  5 3 ° Т 4 8 “,4 ;  найти ширину реки.

4 8 )  Определить угол ъ, подъ которыми виденъ вертикально 
поставленный ш ести , котораго длина въ 5 0 0  рази 
меньше разстоянія ш еста отъ наблюдателя.

4 9 )  Какой величины кажется человеки въ 5 £  футовъ ростомъ 
другому такого же р о ста, который находится отъ него 
на разстояніи 1 3 8  Футовъ?



44

5 0 )  На одной и тойже горизонтальной плоскости етоитъ 
башня А В ,  которой высота =  2 0 0  ф . ,  и  столбъ С Г), 
меньше башни. Найти высоту столба, если даны будуть 
углы при верш ині столба, В А С  =  6 0 °  и В А Б  =  3 0 ° .

5 1 )  Подъ какимъ угломъ видна башня въ 3 7 2  Фута высотою, если наблюдатель удаленъ отъ ней на 1 7 1 2  Фута и находится на высота 1 1  Футовъ надъ горизонтальною поверхностью?
5 2 )  Воздушный шаръ, котораго діаметри =  4 0  Футами, поднимается на м іс т і  А  по вертикальному направленно, и черези нисколько времени заміченп наблюдателемп, находящимся на разстояніи 4000 Футови оти м іста А , поди угломп ви ЗО7. Каки высоко находится шари ви этоти моменти?
5 3 )  Вычислить радіуси круга, впиеаннаго ви прямоугольный тре— к и , котораго катети с =  7 7  Футами, а угоди В  

=  2 5 °  3 ' 2 7 " ,  4 2 .

В и  с л і д у ю щ и х н  з а д а ч а х и  т р е б у е т с я ,  по 
д ан н ы м и  ч а с т я м и  п р я м о у г о л ь н а г о  т р е  —  ка  в ы ч и с 
л и т ь  о с т а л ь н ы я  е г о  ч а с т и .

5 4 )  Площадь Е  =  1 0 1 4 Д ф . и  уголп В  =  5 3 ° 7 '4 8 " , 3 9 .
5 5 )  Площадь Б  =  1 3 9 , 9 0 4 5  □  ф . и  катети с  =  2 0 ,5 8 9 3  ф .

5 6 )  Площадь Б  =  2 7 5  Ц ф . и гипотенуза а  =  6 2  ф .

5 7 )  Гипотенуза а  =  5 ф . и  опущенный на нее изн противо
лежащей вершины перпендикуляри її =  2 ,4  ф .

5 8 )  Сумма гипотенузы и одного катета а  +  с  =  в =  8 ф ., 
другой катети Ь =  4  ф .

5 9 )  Сумма катетови Ь +  с =  в =  1 4  Футами и угоди В  
=  3 6 °  5 2 '1 1 " ,  6 2 .

6 0 )  Сумма гипотенузы и одного катета =  1 8  ф . сумма гипо
тенузы и другого катета =  1 6  ф .

6 1 )  Площадь Г  =  6 0  □  ф . ,  сумма катетови =  3 2  ф .

6 2 )  Площадь Б = 4 Д ф. и периметри а  +  Ь 4- с  =  в =  2 0 ф.
6 3 )  Гипотенуза а  =  5 6  ф ., сумма катетови Ь +  с  =  я =  6 4  ф .

6 4 )  Периметри а  +  Ь +  с  =  9 0  ф . и  опущенная на гипо
тенузу высота тре— ка Ь =  8 ,7 8 0 4 8 7 8  ф .
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6 5 )  Площадь Е  =  1 1  Ц ф . п  радтусъ опиеаныаго круга К  =  С ,2 ф.
В ъ  с л ’Ё д у ю щ п х ъ  з а д а ч а х ъ  п р и н я т о ,  ч т о  з е м л я

е с т ь  шаръ, к о т о р а г о  д 1 а м е т р ъ  равенъ1719  геограФ.
м и л я м ъ ,  о к р у ж н о с т ь  б о л ь ш а г о  к р у г а  е я =  5 4 0 0  г е о г .
ми л. ,  г р а д у с ъ  б о л ш а г о  к р у г а  =  1 5  г е о г .  м и л ., г е о г .м и л я  =  2 4 3 0 3  русск. Ф утамъ.
66)  Зная экваторъ земли, вычислить окружность параллели, 

проходящей черезъ 5 0 ° 5 7 ' шпроты.
6 7 )  Подъ какою широтою проходитъ параллеля, которой 

окружность равна 3 2 0 8 ,4 9  милямъ?
68)  Съ какою скоростью въ секунду движется С. Петербургъ  

на 6 0 °  широты, въ елъдстрле вращешя земли около оси?
6 9 )  Е ак ъ  высока должна быть гора, 

чтобы ея вершина была видна за  
20  миль?

7 0 )  Н а какое разстояш е кругомъ м о- 
жетъ челов'Ькъ въ 5  Фут. ростомъ 
обозреть ровную мЪстноетъ?

7 1 )  Вершина ТенериФекаго Пика видна 
за 3 3 , 3  мили съ корабля, если наблюдатель поднимется 
на немъ такъ, что глазъ его будетъ на 3 0  Фут. выше 
поверхности моря. Определить высоту горы.

7 2 )  На какомъ разстоянш  кривизна земли еще позволитъ 
видеть другъ друга двумъ наблюдателямъ въ 6 Футовъ 
ростомъ?

7 3 )  Е ак ъ  высоко надъ поверхностью моря должно лежать 
м е ст о , что бы изъ него видна еще была на горизонте 
вершина Давалагири 2 7 3 4 3  ©ут. высотою, если это 
м есто отслоить на 5 0 , 3 5  миль отъ горы?

7 4 )  Н а вершинъ Ч и м б о р о з о  уголъ, образуемый горизонталь
ною лишею съ лишею, проведенною въ той же верти
кальной плоскости отъ вершины къ горизонту, равенъ 
2 ° 4 9 ' 5 0 " , 3 9 ;  найти высоту горы.

7 5 )  Е ак ъ  высоко нужно подняться надъ поверхностью земли, 
чтобы обозреть поверхность, равную холодному поясу, 
т. е. 3 8 4 9 7 7 Ц м и л ь ?

А
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§ 54. Р а в н о б е д р е н н ы е  т р е — ки и п р ави льн ы ем н о г о у г о л ь н и к и  (§ 3 5 — 40).76) В ъ  правильной четырехсторонней пирамиде плосше углы 
при вершин!', равны каждый 4 5 ° 3 5 \  а  площадь осно- 
ваш я 12 0  □  фут., какъ велика вся поверхность пирамиды?77) Образующая прямаго конуса равна 35 Футамъ и составляете еъ плоскостью основашя уголъ 2 7°19'; найти высоту конуса.78) Евадратъ длины прямоугольника равенъ двойному квадрату его ширины; подъ какимъ угломъ пересекутся .нагоняли прямо уголь ника ?79) Въ равиобедрениомъ тре— кТ> квадратъ стороны относится къ квадрату основашя какъ 3 :4 ;  определить уголъ при вершине.80) Определить рад]усъ круга, въ которомъ вписанный уголъ  =  1 4 °1 6 '1 0 " и опирается на хорду, равную 367,375 ф.81) Два землемера находятся въ двухъ точкахъ, отстоящихъ на 850 Фут. отъ вехи; одинъ изъ нихъ измеряли уголъ между вехою и его товарищемъ и нашелъ, что этотъ уголъ =  3 6 °5 2 '1 1 " ,6 2 ; на какомъ разстоянш другъ отъ друга находились землемеры?82) Ращ усь круга, описаннаго около правильнаго 151 уголь
ника равенъ 9,201 Фут., найти рад!усъ г круга, впиеан- 
наго въ этотъ мн— къ, сторону его а и площадь г.83) Площадь правильнаго 37й угольн. вписаннаго =  24127,94 □  Фут., найти его сторону в и рад1усъ г вписаннаго въ него круга.84) Определить длину круга, котораго рад1усъ =  187 Фут., если стягивающая дугу хорда =  36 Фут.

8 5 )  Если  изъ какой либо точки к руга, какъ изъ центра, 
опишемъ его же радаусомъ другой кругъ, то поло
вина хорды общей обоими кругами приблизительно 
равна стороне правильнаго 7® угольника, вписаннаго 
въ этотъ же кругъ. Какъ велика разность между 
центральными угл ом ъ , соответствующими стороне 7 “  
угольника и центральными угломъ, соответствующими  
половине общей обоими кругами хорды?
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86)  Объемъ призмы = 5 0  куб. Фугь; высота равна двойному 
діаметру круга, оппсаннаго около основанія призмы, кото
рое представляетъ правили, осмиуголыгакъ; вимислить 
сторону основанія.

8 7 )  Р іш и ть  тре— къ по данной площади И =  7 9 ,4 5  □  Фут.' 
и стороні Ь =  3 0 ,4  Фут.

88)  Р іш и ть  тре— къ, котораго высота Ь =  7 2  Фут. и сумма основанія и стороны а +  Ь =  2 1 0  Футамъ.
8 9 )  Р іш и ть  равнобедренный тре— к ъ , котораго периметръ 

=  4  Фут., а высота =  1 Фут.
9 0 )  Вычислить п изъ периметровъ 2 4 0 0 0  —  угольниковъ 

вписаннаго и описаннаго.
9 1 )  Вычислить хорду, •соотвітствующую 1 7 ° 1 3 '2 4 "  въ к р у гі, 

радіуст, котораго =  2 3 ,4  ф .

§  55. К о с о у г о л ь н ы е  т р е г о л ь и и к и  ( §  4 1 — 5 1 ) .
9 2 )  Вычислить углы тре— ка по данному отношенію его  

сторонъ а : Ь : с =  8 : 1 5 : 1 7 .
9 3 )  Даны стороны тре— ка а = 5 6 ,  Ь =  5 2 , С  =  6 0  Фут., вы

числить длину линіи, соединяющей вершину угла А  
со срединою стороны а.

9 4 )  Даны стороны тре— ка а  =  1 0 6 , 4 1 7 7 ,  Ь =  1 1 5 ,4 7 ,  
С  =  9 4 ,1 .3 2 1  Фут.; вычислить перпендикуляры, опущен
ные изъ верщинъ тре— ка на противолежащія стороны.

9 5 )  И зъ точки движутся 2  т іл о , одно со скоростію 8 3 ,4  Фут., 
другое со скоростію 7 0 ,5  Фут. въ секунду, по направле- 
ш ямъ, который составляю сь уголъ 9 8 ° 4 3 ' ;  на какомъ 
разстояніи другъ отъ друга будутъ находиться эти т іл а  
черезъ 5 секундъ?

9 6 )  Если д в і  силы, которыхъ величина 
и направленіе выражаются прямыми 
А В  и А В , дГ.йствуютъ на точку А  
подъ какимъ нибудь углом ъ, то 
равнодійствующая этихъ силъ (кото- 
рыя въ такомъ сл у ч аі называются составляющими) сов- 
падаеть по величині и по направленію съ діагональю А С  
параллелограма, построеннаго на силахъ А В  и А В .  
Одна изъ составляющихъ выражается прямою, равною



4 8

6 8 4 ,5 6 7 5 6  футамъ и образуетъ съ  равнодействующею  
и съ  другою составляющею углы 4 4 ° 4 4 '4 4 "  и 9 0 ° 5 0 '4 0 " ,  
какъ велика должна быть другая составляющая.

9 7 )  Д ве силы въ 2 0 0  и въ 5 0 0  Фунтовъ действуютъ на 
точку подъ угломъ 7 0 ° ,  определить величину равно
действующей и уголъ, который она образуетъ съ мень
шею составляющею.

9 8 )  Даны две стороны тр е— ка, а  =  9 3  ф у т ., Ъ =  1 8 1  Фут., 
и заключающейся между ними уголъ С  =  4 2 ° 3 4 '1 0 " ;  
черезъ вершину А  проведена линія, отрезывающая 1/з 
площади тре— к а ; определить величины угловъ, на кото
рые разделится этою линіею уголъ А.

Л

1 )

9 9 )  Чтобы измерять высоту башни А В , кото
рая стоить на склоне горы, отъ осно- 
ваш я башни проложена лишя В Б  = 4 2 8  ф . 

и измеряны углы, подъ которыми видна 
башня съ конца Б  лиши В Б  и изъ  
средины С , первый уголъ =  3 5 ° 2 4 '4 2 " ,9 7 ,  
а 2 ° й _  5 3 0 з з /5 2 //,0 7 .  Какъ высока башня?

1 0 0 )  Чтобы измерять ширину С Б  реки ( ф и г . 9 9 )  продол
жена лишя С Б  до точки В :  отъ этой точки проло
жена прямая В А  =  2 0 0 ,  которая образуетъ съ  С Б  
уголъ В  =  1 1 6 ° 1 1 ' ;  измеряны углы лиши А В  съ  
съ  л и е о я м и , направленными въ точки С  и Б ,  и 
найдено, что _>рВА С  =  3 7 ° 2 0 '  и ^ : В А Б  =  4 5 ° 5 ' .  По 
этимъ данными вычислить ширину реки.

1 0 1 )  Реш ить тре— къ А В Б  ( ф и г . 9 9 ) ,  въ которомъ 
2СІ) =  5 3 ° 7 /4 8 " , 2 ,  сторона В Б  =  5 6  ф . и линія А С ,' 
делящая тре— къ, пополамъ, равна 4 8 ,6 6 2 0 9  ф .

1 0 2 )  В ъ  тре —  ке основаше а  =  7 0 2  Фут., высота Ь =  5 3 7  ф . 

и сторона Ь =  6 3 8 Фут.; определить сторону С  и уголъ А.
1 0 3 )  Вычислить перпендикуляры, опущенные изъ вершины 

тре— ка на противоположный стороны, если даны сто
рона а  =  9 7 5  Фут., стор. Ь =  8 4 5  фут. и уголъ А  
=  б 7 ° 2 2 '4 8 " ,4 8 .

1 0 4 )  Вычислить объемъ конуса, если д1аметръ его основашя  
=  1 6  Фут., болшая образующая =  1 9 2 ,  а  меньшая 
образующая =  1 8 0  Фут.



4 9105) Вычислить объемъ прямой пирамиды с-ъ квадратньшъ основашемъ, если ребро при основаній =  4,2426907 ф., а боковое ребро =  5 Фут.106) Въ параллелограмм A B C D  (фиг. 96) А В  =  380 ф., A D  =  244 ф. ,  А С  =  527 Фут.; определить уголъ А  и діагональ B D .107) Если разделить пополамъ сторону правильнаго тре— ка вппсаннаго, то получится приблизительно сторона пра- впльнаго семиугольника, вписаннаго въ тотъ же кругъ; найти разность между центральнымъ угломъ, соотвЬт- ствующимъ приближенной стороне правильнаго семиугольника, и центральнымъ угломъ, соотвМтствующимъ действительной стороне прав, семиугольника.108) Решить тре— къ, въ которомъ сторона с =  2346 Фут., 
уголъ С  = 9 2 °  18' и отноніеніе другихъ сторонъ 
будетъ а : Ъ =  11 : 8.109) Р е шить тре— къ, въ которомъ площадь F =  120 □  ф., 
2 £ А  =  1 4 °1 5 '0 ",1 1 6  и 2(. В --  22°37'11",5 .110) Решить тре— къ, въ которомъ площадь F =  341,06 □  ф., сторона а =  139,3 и сторона b — 27,2 Фут.111) Решить тре— къ, въ которомъ основаніе а =  98,57041 ф., высота h =  43,8 ф. и уголъ при в е р ш и н е А =  95°39'20".112) Въ тре— ке даны уголъ А  =  95°27'9",457 и противолежащая ему сторона, разделенная па 2 отрезка въ 36 п 8 Футовъ перпендикуляромъ, опущениымъ на нее изъ А ;  решить тре— къ.113) Вычислить радіусьі R  и г круговъ вписаннаго й въ тре— къ и описаннаго около него, если одна сторона b тре— каЬ =  445,81 Фут., другая с =  443,6 Фут. и уголъ В  =  33°21'1 6".114) Даны три перпендикуляра, опущенные изъ вершинъ тре— ка на противолежащія стороны: 1Ь1й =  840 ф., 2ой == 780 ф., Зіа =  728.115) Въ трапецій A B C D  даны параллель- 1) <? с  ныя стороны а =  13 ф ., с =  5 ф., не- d/ Ж й  параллельным сторонні d =  І  5 ф . и J  / І  \  b =  17 ф.;  вычислить углы и площадь. п F  Е  **



5 0

1 1 6 )  В ъ  трапеціїї известны высота С Е  =  7 ,5 6  ф . , осно- 
ваніе а  =  3 3  Фут. и прилежащіе къ основанію углы 
А =  3 0 ° 1 4 '  1 6 "  и В  =  4 0 ° 4 0 / 3 8 //; вычислить сторону с, 
противолежащую основанію.

1 1 7 )  Пусть въ четыреуголышк'Ь A B C D  діаго- 
нали А С =  B D  =  2 8 ,7 4 5 7 8 8  ф . и  образо
ванный діагоналями уго.гьА О І) =  7 5 °  ЗО' ; 
вычислить площадь четыреугольника.

1 1 8 )  Чтобы измерять длину неприступной прямой В С , ( ф . 1 1 7 )  

провесили Ливию A D  =  4 5 5 0 1 ,6 2  Фут., определили при 
концахъ этой прямой углы B A D  =  1 0 6 ° 2 2 '4 5 , "  5, 
C A D  =  6 7 ° 1 3 '5 7 " ,4  A D C  =  6 2 ° 4 2 '4 8 " ,8  и A D B
=  4 4 ° 1 2 '3 9 ' ' ,6 .

1 1 9 )  В ъ  четыреугольншсЬ А В С  В  даны: сторона а =  2 4  ф . ,  

Ь =  2 0  Ф у т . ,  с =  1 8  ф у т . ,  <1 =  1 6  ф у т . и уголъ  
А  =  8 5 " 3 0 ' ;  найти углы В , С , О , діагональ А С  и 
площадь Е  четыреугольника.


