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> 1» 1) Геометрнческимъ тбломъ называется пространство,
ограниченное со вгвхъ сторонъ п пмЪгощее длину, ширину и высоту 
і її ли глубину). Предвлъ тъла называется поверхностью,  которая 
пмьетъ два нзмт.ренін: длину и глуопну. ПредЪлъ поверхности' есть 
пінія.  имЪюшая только одну длину, а предЪлъ линіи — точка,  не 
имьющэя никакого измБренія.

Пзученіе евойствъ ты ъ, поверхностен п линіи составляетъ предметъ 
Г е о м е т р і й .

2) Прямая л лінія есть кратчайшее разстояніе между двумя точ­
ками, а потому между двумя точками можно провести только одну 
прямую.

Лин і я, составленная пзъ двухъ или нБсколькихъ прямыхъ, не слива­
ющихся в ъ  одну прямую, называется ломаною. Линія, которая никакою 
своею частію не можетъ слиться сь прямою, называется кривою.

ДвБ ограниченныя прямыя называются равными,  когда при на­
ложеній одной на другую сливаются оконечностями, а потому и всЪми 
промежуточными точками.

3) Поверхность называется плоскостью въ такомъ случай, когда 
прямая, соединяющая двТ, произвольный точки поверхности, совпадаеть 
съ нею. Кривою поверх н остю называется такая, которая никакою 
своею частію не совпадает! сь плоскостью.

4) Разсматриваніе свойствъ плоскости и различныхъ сочетаний линий 
и точекъ, находящихся въ одной плоскости, составляетъ первую часть 
Геометріи или П л а н и м е т р і го.

§  2 .  1) Если двБ прямыя выходятъ пзъ одной точки, то ве­
личина пространства, на которое онБ отклоняются одна отъ другой, назы­
вается у гл о м ъ .  Прямыя, образующія уголъ, называются его с т о р о ­
нами,  а точка перес/Бченія сторонъ —  в е р ш и н о ю  угла.
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Четыре угла а, Ь, Ь называются вн ь ш н ими. а 

четыре угла с, (1, е, Г внутренними.
Два не смежные угла, лежагще по одну сторону 

пересЁкающей прямой, и з ъ  которыхъ одинъ в н ё ш ш й , а 
другой внутреннш, называются соответствующими,  
напр. а, е; с, g; Ь, Г; <3, й.

Два внутренше, не смежные угла, лежапре по разнымъ сторонамъ 
сЁкущей, называются углами на кре с т ъ  лежащими.  Таковы с, 3; й, е.

Два внутренше по одну сторону сЁкущей .тежапре угла называются 
односторонними.  Таковы с, е ; (3, Т.

§ ДвЪ линш АВ и СВ, пересеченный третьего ЕЕ, 
параллельны,

1) если два накрестъ лежанце угла (т = п) равны, или
2) если два соотвЬтг-твуюпце угла (т=г) равны, или
3) если сумма двухъ одностороннихъ угловъ (п + о) рав­

няется двумъ прямымъ.
1) Предположишь, что АВ и СЭ 

не параллельны , слёд. по доста- 
точномъ протяженш пересЁкутся въ 
какой нибудь точкё в . Представимъ 
себЁ, что Фигура Е Б Р  положена такъ 
по другую сторону лиши ЕР, что рав­

ные углы ю и п/Д) и р покроюгъ другъ друга, тогда лишя РБ  пойдетъ 
по линш ЕА, а лишя ЕВ по лиши РС, и потому линш ЕА и РС должны 
встретиться въ той точкё Н, въ которую упадетъ точка (х. Въ такомъ 
случае двё прямыя АВ и СБ будутъ нересъкаться въ двухъ точкахъ, 
что невозможно (§ 3, 3), и потому и предположеше, что лиши АВ и 
СБ встрътятся, также невозможно, слёд. эти лиши параллельны.

2) Если т  =  г, тогда и ш =  п ( § 5 ,  6), слёд. АВ || СБ.
3) Если п -(- о — 2 И, то найдемъ, такъ какъ и т  -Д- о =  2 В,
что т  =  п, слёд. АВ || СБ.
СлЁдетв1е.  Двё  прямыя,  перпендикулярный къ одной 

и тойже прямой,  параллельны между собою.

§ 8. Если двъ параллельныя А В и СВ перес'Ькаются 
третьего лишею ЕЕ, то

1) накрестъ лажашде углы равны,
2) с-оотвРствуюнпе углы равны,
3) сумма двухъ одностороннихъ угловъ равняется двумъ 

прямымъ.
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■2) Прямым дині», огранпчішающін многоуго.іьшікь, образуют?, сто­
роны.  а точки пересЬченія двухъ смежных?» сторон?» -вершины мяо—ка. 
Две смежный стороны пересекаясь составлнютъ внутренні е утлы 
мно—ка. Уголъ, образованный стороною мно— ка и продол,кешемъ приле­
жащей къ иен другой стороны, называется внешним?»;  онъ служить 
дополнешемъ до 2 ІІ прнлежащаго къ нему внутренняго угла мно— ка.

3) Прямая, соединяющая две вершины мно— ка и не совпадающая 
съ одною изъ его сторонъ, называется діа го налью.

4) Мно— къ называюсь р а в посторонним ъ . когда все стороны 
равны, и правильнымъ,  когда кроме того и все углы равны.

По числу угловъ (или сторонъ) мно— к» разделяются на т р е у г о л ь ­
ники, четыреугольннкн и т. д.

3) Треугольнике называется ран но сто роннимъ,  если все сто­
роны его равны; равнобедренным?»,  если две только стороны равны; 
раз ностороннимъ,  если все стороны различной величины.

Въ равнобедренномъ тре—кЬ обыкновенно сторону, не имеющую себе 
равной, називають основаніемт»,  а точку пересЬченія прочихъ стороне 
-- вершиною.

6) Тре—къ называется прямоугольным?»,  туноугольнымъ или 
остроугольнымъ,  смотря по тому, имЬетъ ли онъ прямой или тупой 
уголъ или все острые углы.

Въ прямоугольномъ тре— кЬ сторону, противолежащую прямому углу, 
називають г ипотенуз ою,  а две другій стороны катетами.

7) Четыреугольникъ, въ которомъ только две стороны 
параллельны, называется трапеці єю ( фиг. 1), а въ 
которомъ каждый две противолежащія стороны параллельны, 
парадлело грамом ъ ( фиг. 2— 5).

Параллелограмъ, іш Єющій прямые углы, называется 
прямоугольникомъ ( фиг. 3), ПМВЮЩІЙ же равныя сто­
роны, — ромбом?» ( фиг. 4).

Параллелограмъ, въ которомъ все углы прямые и все 
стороны равны, называется квадратом?» ( фиг. 5).

8 ) ГІлоскія Фигуры называются р а п н ы м и  (2 2 ) , если они при нало­
женій другъ на друга совпадаютъ ве/Ьми своими частями.

Изъ этого следует?», что въ ������	�� мно —  кахъ стороны и углы 
одного мно —■ ка по однначкЬ равны сторонамъ и углам?» другаго. Вер­
шины равныхъ угловъ, также и стороны и діагоналі, соединяющія 
вершины равныхъ угловъ, называются соответствующими.
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`=� '���� ����������� +c*� c3*� f3*� ������ f+� w � f3*� �� ��"�� "�"��
cf� u � f3� D � 13*� ��� �� c+�D �13�

9� :@�� G�� � � � � � " � �2 �	 �%� � -#0�� ) 6 & � �� #� �� � � � � �"	�	�/ �
	��	�	� �#��/� �	�	.�%� � �2 � �� �" 	 � 	 �#� �� � �2�#�	 '� #� .#-�E,#E!���� �
��C�2� ����� 2��/� ��� �#��/'� "	� *	�%���2� 2��2� �� 	"� �	� �C �"�� � �
*	�%�#�� �"	�	�#�

'���� +3�w � �G*� + �w ����� +�D � ��� ��� 3 �D � G��
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�� / � �� В ъ  параллелограмм А В Р  С діагонали дЬлятъ другъ 

друга пополамъ.
Такъ какъ АС =  ВО, АСЕ =  ОВЕ, 2ССАЕ =  ВОЕ, ^

то Д  АСЕ ^  БВЕ, слід. АЕ — ОЕ и СЕ — ВЕ. л- -• С

�� / 5 �� Діагонали въ прямоугольникі  равны,  въ к о с о • 
угольномъ параллелограмм неравны,  въ р о мб і  и к в а д р а т і  
перпендикулярны другъ к ъ  другу.

Доказательства слідують изъ § 1 1 ,  § 19 и § 31.

II. О круті.
�� /3�� 30� Кругомъ называется плоская Фигура, ограниченная кри­

вою линіею, в с і точки которой равно удалены отъ внутренней точки, на­
зываемой ц е н т р о м ъ.

Кривая, ограничивающая кругъ, называется окружностью или 
круговою линіею.

Если въ плоскости обращается прямая линія около одной изъ ея 
точекъ, то всякая другая точка этой линіи опишетъ круговую лиш'ю.

2) Прямая, проведенная отъ центра круга къ точкі, лежащей на 
окружности, называется ра ді ус омь  или полупоперечникомъ,  а прямая, 
проходящая чрезъ центръ и ограниченная съ обмихъ сторонъ окруж­
ностью, называется д і а и е т р о м ъ или иоперечникомъ.  Такъ какъ въ 
одномъ и томъ же круг і  всі радіуеьі равны, то и в с і діаметри, какъ 
двойные радіусьі, должны быть равны между собою.

В) Всякая часть окружности называется дугою,  а прямая, соеди­
няющая ея оконечности, хордою.  Каждой дугі соотвітствуеть одна 
хорда, но каждой х о р д і-д в і дуги, а именно т і ,  который имМютъ общія 
съ хордою оконечности и взаимно дополняютъ другъ друга до цілой 
окружности.

4) Неограниченная прямая, проходящая чрезъ кругъ такъ, что 
одна часть лежитъ внутри, а другая вні круга, называется с і  кущею.

5) Если прямая иміеть только одну общую точку съ окружностью, то 
она называется касательною,  а общая точка-точкою прикосновенія.

Два круга касаются,  если ихъ окружности имтлотъ только одну 
общую точку.

6) Если уголь образуется двумя радіусами и слід. имЬетъ вершину 
въ центрі крута, то его называютъ центр альнымъ угломъ;  если яіе 
уголъ убразуется двумя хордами, и вершина его находится на окружности, 
то онъ называется вииеаннымъ угломъ.



@>

,����������� �� ���������� ����� � � � � � )� � � � ��� � � � � � � � � � � � ) � � ) �
���� ����*� ��� ��� ��� ��� ������ �"��������*� "������� ��"�)������� ������ ����
����������

.=� 7����� "����*� ��"�)��)������ ������ ����)� �� ������ ���	�����*�
������������� "�� �"������������ ����*� ����������� � �" � � � ����� ���� ��W�
�K�"� ��* � �� ������ "����*;� ��"�)��)������ ������ ����)� �� ��� �����)� a�
� � � �� � � � �� � ���� � � �K� "� �� �

0=� M���������@"�� � � � � � � � � ��� "����*� ����� ��/	� �������� ����
��������)��� ������ b����� "������ 3�� ��"���� ������� F�������*� ���� "�����
�������� �"���� ���a "��

M���������@"�� � � � � � � � � �"���� "����*� ����� всё  �������� ���� "���W�
�������� "�� �"���������� 3�� ��"���� �����d� "����� �������� ��� ���Wa"��§ 38. 6��- �B� ��#��"�$Y'� ) 6 � �3���" � - �2� � �� 	-�2C�	�"% �
�#� ��3�� �#��/�� ,#�"��

-�������@��� ���QR*� ���� Фигура будетъ перегнута ���
�$I6I� +3*� ������ "������ iknl� �� +'3� ���������*� потому 
���� всё  ���"�� ихъ ������� �������� ���� центра.

D�#��"��'� ) 6 � *	����� ���-	B� 0	��/� ` a � � � � � �� 9� : R �?

'���� проведемъ ���	���� jk� ��  '*� тогда kj�WXW� '�D �/='*� слёд . 
�� +3�D � kn�§ 4 0 . Q���#�� ������ �	C�"%� � � � � � �-#"%� 	-�2C�	�"%� �� �
* 	 � �A � -#- � � � � �20 � "	,-#0 �

'������ � � � � �	�	d� � % � � � � ���K�� ������ ������� ����"�*� ������ ���
������ ��� ���� (������ "�� �����d� ��������� ����K�� ������ �������� �	�@	*�
���� ��� ��������� Eg� `2�=§ 41. 6  � 	��	� � -�2�Y$'� ���� � � �#��/0 � - �2 �#0 � 1 ? � �#�3 �
�/� � ���"�#�%�/� � 2��#�  � �	 	"��"�"�2E" � �#��/B� �2��� �� 0	��/' �
�� �������*� ` = � �#��/� � �2�#�  � �	 	"�G"�"�2E0 � �#��/�� ���"�#�%�/B �
2��/� �� 0	��/�

	
/=� '���� +��  �w � �*� ��� ��� ��������� ���/������ �����

"����� ������ ��"�� ��������� ��� �����d*� ���� ���"�� +*� 3*�  *�
���������� ��� ���"���� �*�G*� �*� �� ���� ����� ������ �� ����*�
�����f�����@�(�� �������  � �� �*� ����)����

`=� '���� ����� +3�w �yz*� ��� �� ������ ���� ��"��� ������
�� ������� ! �+3 �` ` �yz{� Eg� `9=*� ��H���� +�� �w � ��
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g� 9 ` � �  � � � � � � 	 � � � / = # � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ) � � � �� � � ��
�mF66*� ����� 5�5�U3� ��� �� � � � �@�� ���� � � � � � � � � � �� ��@�� �����
� � � � � � � � � � �

`=� # � � � � � � � ( � � � � � � � � �� � � �� �� ��� ���� �� � ����� � � � � � � �
� � � � � 3 � � � � � ) � � � � � � � �� � � � " � � � � � �� � � � �� �� ��

4=� c�� �@��� � � � � � � � � � � � ( � � � � � ���� � � � � � ������������ ��������W�
� 3 � � � � � � � � � � � � �@�� � � � � � � �� �������*� "�"�� ������ ���� �������	��
����d� 7,����� ��� 1����:�

�� � / �� 6  � )1�)�*� & � � �%� ,�,� �*� �����8*� &����8*� 30� 2)�";

-�<� =��>� ?..@�A	!�@���!>� 2)�"-��� 8)�1��� �� ��� �������*� ` = � 2)�";

-�<� 8)�1B� �))!�C	!�!���!*� 2)�"-��� 1����� D� ���,� �����,�����<�

1��,� ��-	�� �)��)&��E�)�!,�

/=� -����� ����� iol� �io�� '���� ����������� ��W
�/���� ƒi� �� ƒl�� ƒo*� ������ ���a "�� iƒl� �� iƒo� ��3)���
��� ���� ������� �������*� "�����d� �������)��� ��e
������� ����*� [ ’ i ƒ l D i ƒ o < � ������ il�D � io� Eg� 4/=�

`=� '���� i l D i o * � ������ ���� ����� ��� ���a "����
��f�����*� ���� +� 3� �D� iƒo� Eg� 4`=*� �� ������� �����
iol�D �io�

' � � � � ������������������������������ � � � � � ?�����f��� � � � � � " � � � � � � � �* � ���
����@�d� � � � � � ������������ � � � ���� � � � �� ��@�� � ������

�� ���� F�G<��*� G & �� ������1,&������<� &*�

1��,!�� 8)�1�� �� 1���� ��� ) & 6 � �)�)���*�

H�"�� "�"�� ! �ikn� lkn� Eg� `?=*� ��� i[=� w �lk*�
�� ������� + � w � 3 � Eg� `0*� `=*� �������������� �� �����
+ �w �3 � Eg� 9`*� 9=�

g� 9 ? � �  �f�� ��/�� � /=� ,� � � � � � " � � � �* � � � � � ��� � � � � � � � �
� � � � � � � � ��� � � � � � ������� ��� � � � �d� �����d*� � � � �� � � �" � � � � � �d�
"�� � � � �QR* � � � " � � ���� ������* � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � " �* � �� � �� � � ���d� �� �� � � � � � � �����)�

`=� -����������������"����������� ������������������������d� "��� �������� ���� ���������HD�
��*� � � �d� � � � � � � � � � � ( � � � � � � " � � � � � �� � � � � � � � � ��� �* � � � � � � � � �e
��d� � � � � �)�

0	���'� ) 6 '
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����� Eg� 9/=*� ��� �� • �+ �̂ ���������� ?� ����� ��� • �+3� ��
9� ����� ��� �•h� �G�� 5��)��� �����*� ���� ����� ����� ����������
������ ����)� "�"�� ���� (����� �����*� ��� �� �����	�����)�	��
���� ����� ������� ����������*� "�"�� ����� ������

f�"���� ��� ��� ����� ����@��	�� ������ ������*� ���
���"���� �����d� ���� ������� ����������� "�"�� ������ -�W�
������*� ���� ������(	�� ` + 3<� ` ��G� w � +3<� �G� ��� ��W�
���������*� �� ������������ ������(	�

������ �� �	��� �������� ����
���� ��	�D � �G�� -����������� ���d*� ���� +3� ���������� ��� ������ ������ ���e
��d� �����*� ���� "������ ���� ����� ����@�� ����� G�/R� ������ ���� �������	d�
b����� �����d� ��� ����� ��	� "�"��� ������� ���"�� �d���	���� ����������� ��������
������ /=� �� �	�� H�"�� "�"�� +3� �� ��� ���������� "�"�� (����� �����*� ��� ���
������������� ������� ��H���

��+ 3� <� ` � ���� a � +3� <� ���

$��� ������� ������(	d� ��������
KB�y{z�<�KB�����w � ��	<� ��*

���� ��� ��������*� ������� ���� y{z�~ � ���*� �� ��Q�D ����� H����� ��"���� ���
��������� ������ ��"�����*� ���� ��������d� ������ ������(	d� ��� ��W�
����� ����� ���d�� �GR� ������ ��� ������ ��������� ������������ ������(	��
� �)*+�,� -./�0�� �,� �1�

9� [> ��  �������������� ����G���	)� �������� ����� ��� 2S� ���������
���������� �� ��������� �"��������*� �������� ������ ���������� ��������
����*� �������� ��� 2S� E��	�*� (	���� �"��������� ��� 41S=� ��������� ���������*�
"����d� �������� ��� 1S� ������*� �� ������� ��� 1S� ��"������ H�"�� "�"��
(���������d� ������ ��"�)������ ��� ����� �����"�� ��������� ����������
�"���"�� ���� ����� ��������*� ��� ��� � 	 � � � ����� ������� � � � � � � � � � * �
� �� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 	 � � � � � � � � � � ����L���� �����
�� �� � � � � �� � � � � � � � � � * � ���� ����"���� ������� �������� ���������� ���
��"���� ������*� ���� ����*� �����������)���� ����*� ��"��������*� �"���"��
��������� ���������� ��"�)������� ��� �����

9� [ [ �� 6���#��%B� 2�	�  � ) 6 & � ���	�� � ����� ���"�#�%�#�	 �
2��#'� 	���#E!#�	��� �#� "2C�� �#�2E� �2�2�

5 � '���� (������ k� ������� ��� ����d� ���� ��������
�������� ����*� ��� Eg� /2=� ` �3�w � � �� ` �+F= }�3� u �  � a� `� 3�
Eg� /9*� /=*� ������ 3�aW� /� ikj�

`=� '���� k� ������� ������� ����� +3 * � ��� �������� �:O�W�
������ ln� ������� � �& � ' � ( � � ��	 �
������ �� +3 

��  3'�w � •� jkn�
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JN § 6 0 . Изъ данной точки  *� лежащей ��d� прямой +�3*�опустить на эту прямую перпендикуляръ.
$��� ���"��  � ���@���� � � � �*� "������� ��� ����W�

��� �'"��� �����)� +3� � � � ���"���� k� �� '�� #���'����� kn� ��W

j  \ \� ������*� ������ ������� jƒ*� �������)���� �����)� ���"�

+„� D�Oa Ž r �•WW/?� � � � ���"�)� �'��@�*� ������� ��"���d� ��������"�����<� ����

! � jkƒ�``� jn�ƒ� Eg� `9=*� � � ' � �� `’� jƒk� W � jƒn�§ 61. Изъ данной точки &'� лежащей на прямой АВ, воз- ставить к’ь ней перпендикуляръ.
�� 3� зьмем ь д в е  ���"�� k� �� '� � � � �������� ��������@

����  *� �� ���@���� ���� ����� ����*� �����'"�)������

� � � точке ƒ*������� ������� jƒ� ������� ��"���d� ��������W�

„0� "�����*� ������� ���� ! � jkƒ�``�jnƒ� Eg� `9=*� �� �������

` � ƒjZ=�w �ƒ '�
о к

§ 6 2 . Изъ конца прямой АВ возставить къ ней перпен­дикуляръ, не продолжая прямой.
$��� �����������d� ���"��  *� ��'� �����d� +3*� ��@W�

@���� ���/������  +� �"��������*� "������� ���d����� ������

H57f$� +� �� $� �����d� +3�� '���� ������� ���������� ������

5� ��  � �����)*� �� ���������� ���"�� '� �����'��@�� ��� ���

�"��������)� � � � ���"�)� +*� ������ '+� ������� ��������d� ��������"�������

��� ����� ���� ������ †+A=� �����d� Eg� ?1*� 4=�§ 63 . На прямой А В при данной точк Ь С отложить уголъ, равный данному углу И.
$��� ���"�� #� ���@���� �������������� ���/������

� � ��*� "������� �����'����� �������� ����� � � � ���"����

 � �� f�� 5��@���� � ���  � �'��� ��� ���/������ ����*�которая пересЕчетъ +3� ��� точке '*� и изъ '� ���/������

 f� ���������� �����)� � ���*� "������� �����'����� ���e

��)� � � � точке О *� ������ `š/� ' 9=� =  ¥, � ������� ���

! �  c'�• �†f5� Eg� `9=�§ 6-4. Разделить данную дугу или уголъ пополамъ � � � � �� §44).
/=� 7����� ����'����� ����� + 3� ��������*� ������� ���� �������� ���

������ +3� ����������� ��������"������ - *� ������ • � + � w �• /� 3 � Eg9?*`=�
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ною ш, н изъ точки В радь 
усомъ равными н оппшемъ 
дугу, которая перес-Ьчетъ 
другую сторону ВТ, ТОЧКЁ С. 
Тре-къЛВС будетъ требуемый.

'2} Если угон, Л про- 
тиволежитъ меньше!! сторон!, 
ш, то при построен!!! тре—ка 
стоить только переменить 

Н1 на п. Смотри по величин-6 лиши ш могутъ ооразоваться или два 
тре ка ЛН!> и ЛВС, удовлетворяющее треоовашнм ь ладами, какъ по 
второй ФИГурб, пли одинъ прямоугольный тре—къ, какт, 1П> третьей ф и - 

гурт,, гдЬ ш равно перпендикуляру ВС изъ В на линии АС, и ш наконец-!, 
не образуется ни одного тре— ка, какъ въ четвертой Фигурб, гдб т  
менбе перпендикуляра ВС,

§ 7 0 . Н аш и центръ даннаго круга пли данной дуги
(ФИГ. §  71) .

Бозьмемъ на окруашости или на дугб три произвольный точки 
Л, В, С, ироведемъ хорды АВ и ВС и возставимъ иль ередин-ь этихъ 
хордъ перпендикуляры DO и F 0 , тогда точка ихъ нсрссбчемн будетъ 
состав !ЯТЬ искомый центръ (§ 45, 2).

0лбдетв1я .  1) То же самое построен!е служить рбшешемъ задачи: 
Иропестн ок ружно с т ь  чрез ъ  три данный точки А, В,  С, не 
л с ж а щ i я на одной прямой.

2) Чрезъ три точки,  не лежащ!я на одной прямой,  можно 
провести только одну окружность ,  потому что предъпдущимъ 
рбшешемъ определяется только одшгь центръ и одинъ рад1уеъ.

3) Д вб  окружности мо г ут ъ  н е р е с б к а т ь с я  только въ 
д в у х ъ  точкахъ.

§ 71. Описать окружность около даннаго треугольника А В С .
Возставленные изъ средшгь двухъ сторонъ 

тре— ка перпендикуляры 1)0 и ЕО опредблнютъ 
центръ О иекомаго круга, потому что ВО =  АО =  СО 
( §  28, 2) .

0л' Ьдств1е.  Три пе р пе н д ик у л я р а ,  в о з ­
ставленные изъ с рединъ стороиъ тре — ка. 
пересекаются � � � одной т о ч к е , равно � � � � �

ленной отъ трехъ верш инь тре — к а.
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не можетъ оыть выражено ни цълымъ числомъ, ни дрооою, а есть вели­
чина ирраціональнан.  Но такъ какъ остатки будуть становиться все 
меніе и меніе, то при досгаточпомъ продолженін вышеизложеннаго 
иріема мы можемъ сь незначительною погрішності«) отбросить ПОСЛІДНІЙ 
остатокъ и предшествуїощій ему принять за общую міру. Гакимъ образомъ 
нолучимъ приближенное ОТНОІНЄНІЄ, и оно тЬмъ точніе, Ч’ЬМЪ да ліс будетъ 
продолжено описанный пр]’емъ.

§ 77. Задачи безъ ръшешя.
1) Чрезъ точку С, данную вні прямой АВ, провести прямую, которая 

бы составила сь линіею А В уголъ, равный данному углу т .

2) Разделить прямой уголъ на три равный части.

3) Построить параллелограмъ, если даны д ві емежныя стороны 
а и Ь, и уголъ т , заклочающійся между ними.

4) Построить тре— къ по данной стороні а, прилежащему ей углу х 
и противолежащему углу у.

5) Провести къ данному кругу дві касательный, который бы пересіклись 
подъ даннымъ угломъ ш.

6) Построить равнобедренный тре—къ по данной вьісоті с и одной 
изъ равныхъ сторонъ Ь.

7) Построить ромбъ по даннымъ діагоналями

8) На данной прямой АВ найти точку, равно удаленную отъ даиныхъ 
точекъ С и D, лежащихъ вні прямой.

9) Чрезъ точку А провести сікущую къ двумъ параллельнымъ ВС и 
DE, такъ, чтобы часть еікущей, заключающаяся между этими параллель­
ными, равнялась прямой гп.

10) Построить прямоугольный тре—къ 1) по данной гипотенузі а, и 
одному катету Ь, 2) по данной гипотенузі а, и одному острому 
углу т .

11) Чрезъ точку А внутри угла BCD провести прямую такъ, чтобы 
она пересікла стороны угла въ равныхъ разстояшяхъ отъ его 
вершины.

12) Даны д ві непараллельный линіи, которыя не могутъ быть продол­
жены до пересіченій по недостатку міста. Провести линію такъ, 
чтобы она по достаточномъ продолженіи ділила пополамъ образуе­
мый этими прямыми уголь.

13) Построить тре—къ по данному основанію а, вьісоті b, и углу m 
при вершині.
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��� ��� ��� " � � � �d� �� �� � � � � � � � � � � �@* � � � � � � � � � � �������� �� � ��e
�� ��� ��"� � 3-*� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��� ����d* � ���������������
������@)� E��aW�G= �̀ a� �� �̀a�`� �G�aEa�A= �̀

9� R>�� 6  � ����	2�	�"%�	� � "��2�	�%��-$YX� ) 6 & � -�#��#" �
���	"��2./ � �#���  � �2� � � � -�#��#"	� � -#"�"	�  '� ��� ��� +I� a�+'� W��  '�
E-��������=

� '���� ���������� ���� ���@���� �������� ����� 3�
�����)� 3f� •¡� + � �� ����������� ��� ���"�� A*� �������
����������  ̂� �� 3G*� ������ ! � #+ �w �•�+'� ��
h‰�3+G�a�•�+/� Eg� 0S=�� F�"�� "�"�� ` �c+ �w � 3+ *�
+5� w � +3*� + �w � +'*� ��� ! - +  • 3 + G * � ��� ���
� �+'�w �•� +/* � ������ +'�a�+/�� H�"���� ��� ����W�
����� ������ ��"������ *� ����  '�w �fI*� ������
+/�u � fI�w �+I�w �+'�u �  '� ���� + �̀ W � +3 �̀u �3 �̀

g� 0 ? � �  � � � � � � 	 � � � /=� f � � � � � � � � � � � � � � � " � � � � � � � � � � � � �
" � � � � � � � � � � � � � � � � � �� � � � � � " � � � � � � � � � � � � � � � � "��� � ��

5������� ����������� ������ �*� �� "������ ������ G� �� �*� �������
�� �̀w �G� �̀ u � �� �̀ G� �̀w ��� �̀a � �� *̀� �� �̀w � �� �̀ a� G� `

`=� f � � � � � � � � � � � � � � � � � �� � � � � � � � � � � "�� " � � � � � � � � � � � � � � �
" � � � � � * � " � " � � � � � � � � � � � � � " � � � � � � � � � � � � � � " � * � ����� �� �� ���
"�� b����� "���� ��

H�"�� "�"�� +'� +6� �� +I� <� +6� a� + � <� +f� Eg� 0/=*
+I� <� +'� w � + � <� +f�

��� �
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3) Квадрат ы кат е т овъ от нос ятс я  какъ прилежащіе къ 
нимъ о т р і з к и  гипотенузы,

Такъ какъ АЕ =  АІ, СЕ =  НК и АІ : НК =  АК : СК, то и 
АЕ : СЕ =  АК: СК.

4) Кв адрат ъ,  построенный на ді агонали другаго ква­
драта ,  в д о е  б о л і є  поелі дняго.

5) Ді аг ональ  квадрат а  несоизмерима с ъ  стороною его.

Пустъ а будетъ стороною, а (1 діагональю квадрата, то мы будемъ
(I2 й

йміть й2 — а2 +  02 =  2а2, и потому - - — 2 или —  == |/2, слід, отно-
8̂  8

шеніе между й и а ирраціоиальное.

�� 6 5 �� �*� !����)�"�,&�� M � ? � &��1��!*� &�&)<� �,2)� �!)�)���

( � ? � \ � �0�� ��)!��� �)� !)���� ��)!,�)��E,!*� �,� )��� ) � ! � ) � � � ,�,�

! � � ) � � � ����� ( M 0 �� �����*� � � ] � ] N�<�1��!)�A"� ��)J,8*� �!)�)�*�

(M � �\ � � �� M ? � D� 	0�� � � � � " ^- ! ���� )A<AC] ] ] ] � � � , J � � � )< � �1�)��C�

O_̀>� ��),���1�-��*� .=O.a� IP>� b@ac>def3gF>� (M � 0 � ,� ��)L&K,�

( M h � \ � ! 0 � ��� ���� 1���)<� �!)�)��� ( M ? ] iH �j � �
ВС2 =  АС2 +  АВ2 ^ З А В А Р  или' а2 ±А?У2 с2 +  2ст.

1) Если уголъ А остры й , , то пернендику^/ 
ляръ СИ можетъ упасть внутри 89 :!+���
такъ что на первой ФигурЪ ВБ = с — т ,  а на 
второй ВО =  т  — с, слвд. въ ооонхъ случаяхъ

г ?

В А

BD2 =  с2 — 2 cm -j- т 2. Такъ какъ
а2 =  BD2 +  CD2 =  с2 — 2 cm +  ш2 +  СО2,
но CD2 =  b2 —  т 2,  то иміем'ь
а2 =  с2 — 2 cm -f- т 2 +  b2 —  т 2 =  b2 -f- с2 — 2 cm.

2) Если А тупой,  то CD упадетъ вні тре-— ка, такъ 
что BD =  с -|- ш, слід.

а2 — CD2 —f— (с —{— m)2 =  CD2 -f- c2 -f- 2cm -f- in2,
но такъ какъ CD2 =  b 2 m 2 , 0 1

a2 =  b2 — m2 c2 -f- 2cm m2 =  b2 -p- c2 -f- 2cm.

c

It

§ 81. Если въ тре-кЬ A B E  соединимъ вершину В  съ  
срединою С  противолежащей стороны ли шею В С , то сумма ква- 
дратовъ двухъ другихъ сторонъ будетъ равна удвоенному квадрату 
проведенной лиши и удвоенному квадрату половины разделенной 
стороны.
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g� M : ��  ����‚���� � � ����[���� /=� !��� ����a �"�� � � � � � � �* � �� ��� � � � �
� � � � � � � � �� �� � �� � �����������* � ������� ���� ��� ��"���� ������*� ����
����� ������ Eg� /S�=

`=� !��� �� ��a�"��� +3 � �� yz{� � � � � � � �* � �� ��� � � � � � � � � � � e
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! G � � WvWYy‘�w � `x*� ��� ! � +� w �zy{� � H����� ��"��� ������ ��"�����*� ����

3� w � yz{*� ���G��� ! � ilj� ���yz{�� a� -��������/���� �������� �������
���a "�*� ������ ��"��� ��������� ����������"�*� "�"�� ��� �����d� %����H*��
H�"�� "�"�� ! 3 � � � � G � � * � ��H*��� `Ž � �3 � �w � ¤zš* � ��� �� ! � +3 � w � yz{��
-��������� ��������� ������ ��"�����*� ���� � ����� � �*� ��"���� ��H������*�

���� �� ilj� ¦ � yz{�

4=� -���������� ������� ���� � � � ����� � � � � � � � �" � � � � � ���� � � �������
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � a " � � � � W� � � � � � � � � � � � ) � � � �
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9� M>�� H==�?� D�#� "��S -#� �	�	*�/'� -	��#� ���E"�� �	� �#�L
�	�2� 2��2'� .#-�E,#E!��2��� ��C�2� ��	�	�!	�#�%�/��� �"	�	�#� �

Если Д А = а, и AB : al) — АС : ас, то А ABC ос abc. 
Отлолшмъ AD =  ab и АЕ =  ас, тогда Д  АРЕ ggabc

__  __(§ 17). Такт, какъ по условно AB : ab =  АС : ас, то и
АВ -. AD — АС: АЕ, слид. DE || ВС (§ 89) и . В -  АПК. 
а потому (§ 92) Д  АВС со ADE или Д  ABC ос abc.

9� M[�� H = = = �? � D�#� " � �S -#� �	�	*�/'� ��3��� �0� � �"	�	�/� ��	3  
�	�!	�#�%�/�� Если АВ : нЬ -= АС : ас =  ВС : Ьс, то Д  АВС се аЬс. 
(Фиг. 1, § 94.)

Отлолшмъ АО =  аЬ и АЕ =  ас. тогда по ус.ювіні будемъ имТ.ть 
АВ : АП =  АС : АЕ, слт.д. Д А В С с о А О Е  (§ 94), а потому 

АВ : АП ■= ВС : ИЕ. Но такъ какъ 
АВ : аЬ =■■■ ВС : Ьс, и АП =  аЬ,

то и ПЕ =  Ьс, слъд. Д  АПЕ 22 аЬс (§ 24), а посему и Д  АВС оо аЬс.

9� M;�� 5��	!#�%� "�#����B� )�6 & � ? � �#� � � �"�� � ��	�.�������  
�/�	"/� G G � �#� �	�2�2��2� �#�#����%�/0 � �"	�	��� )�6 � �� H� Y? � ���  
�#� ����E� H k '� �	�����E!2E� ������/� ���#�#����%�/0 � �"	�	���

Проведемъ діагональ ВП, тогда Д  АВП =  А АВ. ЕР 
и Д  ВСП =  \ СП. ЕЕ, слъд.

АВСП =  і  (АВ Д  СП).
1 Если точки С и К средины стороні. АО и ВС, то

вК || АВ и I! ПС (§ 89). Такъ какъ Д  АВП ос СНП, и ДСВПсоКВН (§ 92), 
то вН = Д А В  и КН=ДСП,ел1зд. СК =  КА В+ГЛ )) а посему и АВСО=ЕР.СК.
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9� M>�� G � ���� �. � ������/� ����#�	� 2��#� " � �S -#� ) 6 & � 	 �2�3  
"�� � ��������-2��� � )�O � �#� �� � 	 "��2.2'� "	� � ?� -#C�/B� -#"�"  
*2��" � ������E� ��	�	�!	�#�/EE� ��C�2� ���	"��2.	E� �� �����L
C#!���� -�� ���2� 	"�]�.-	��� �� � 	"��2./ '� � ? � ��������-2��� � *2L
��" � ������E� ��	�	�!	�#�%�	E� ��C�2� 	"��.-#��� ���	"��2./ �

д_ Тре—къ АВСосОВА,  потому что Д  В обцрй,
,/\ а Д ВАС =  И =  АПВ: точно также Д  АВС оо ПАС,

'Ч слт,д. и Д  РВА ос ПАС.
] Д -------А— 1) Такъ какт, Д  АВСосПВА и Д  АВС ос ПАС.

то оудетъ
ВС : АВ =  АВ : ВП II ВС : АС =  АС : СП.

2) Такъ какъ Д  ПВА ос ПАС, то ВП : АI) - АО : СП.
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����E� ��� ,#�"�	� f ` �

Если проведемъ ВС и ВІ), тогда ABD -v ЛВС, 
ому что 2у. Л =  А її Д  ABI) =  С (§ 57 и § 56, 1); 
д. АС: ЛВ =  АВ:Л1).

9� @ N ; �� 6"'� � � �#�E� � ,�"/��?$�	�%��-$�� f�g h ` � �� 	� .� �3  
(Єніє� ��#�	�#��B� o����E� �2���$�� ��	�.������B� ��	"��	��C#!�0 
сторопъ, т. е. АС , BD =  AD . ВС - f  АВ . CD. (II то л 

Отложимъ дугу СЕ =  AD и проведемъ BE, тогда 
. .л. ABI) =  СВЕ и 2С ADB =  ВС А (§ об, 2), сдъд, 
_\ А131) 'Tv ВСЕ, откуда

Л1): СЕ =  ВВ: БС иш ЛI>. ВС =  CF. BD.
Латке .Л- A BE =  DBC (iwo w  АЕ — CD),
Cl. ВАС =  BDC. слъд. Д  ABF >с DBC, откуда 

АВ : BD =  АЕ : CD ,ш, АВ. CD =  AF. BD.

о м е  й . )

В

Сложпвъ оба равенства, получимъ
А В. ВС +  АВ. СБ =  (СЕ +  АЕ)ВО =  АС . ВЭ.
Ниеагорова теорема (§ 84) составляетъ только частный случай 

выведенной нами теоремы. Положимъ что А ВСІ) прямоугольник!», тогда 
А В — СО, А О = В С ,  АС =  ВО п тре — къ АВО прямоуголенъ при А, 
слЬд. полученное нами выше уравненіе приметь видь : АБ2 -(- АВ2 =  ВБ2.

§ * 0 7 .  Д ля точнКйшаго излгЕренш прямой какого ниоудь едини­
цею длины употребляется мае штаб ъ. Употреблеше масштаба будетъ по­
нятно изъ следующего. Возмемъ принятую за единицу лишю аЬ и изъ 
ея конца возетавимъ неопределенную прямую ас, на которой, начиная отъ 
точки а, отложимъ 10 равныхъ прямыхъ одна возле другой до какой ни- 
будь точки с, проведемъ прямую Ьс и изъ точекъ делешя пря­
мой ас проведемъ параллельный къ аЬ : <1т еп .......... . тогда
видно, что Д  сс1т >о саЬ, а посему ей : са =  йт : аЬ, то есть 
1: Ю =  йт : аЬ,  след. йш =  т'гт аЬ. Подобнымъ же ооразомъ 
будетъ еп =  Лп «*!), К) =  т% аГ> и т. д., такъ что эти нарал- 
юдьныя прямыя представляютъ десятыя части данной прямой 
лЬ. Чтобы найти сотый части принятой единицы аЬ, нужно только съ ли­
шен йш сделать тоже, что мы сделали съ аЬ. Построеше масштаба про­
изводится такпмъ образомъ. Берутъ прямоугольную линейку н отклады- 
заютъ на ея верхнемъ и нижнемъ основашяхъ, начиная съ праваго конца, 
И) разъ принятую единицу аЬ; положимъ, что она отложится на верху до
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���"�� �� �� ��� ����� ��� ���"�� �R� ������*� �������� ���� ���"�� �� ��$����
��"������)��� ���"���"�� ����� ���d�� �Ÿ� �� ���� "������� �������@� ���

�� ]*� "��(�� b��d� ��@�� ���W

^ Е т г р 1 �"�)��� ��������"������ ���
\� ������� ������@�R� ������!6�¬

������ ����d"�� ��� �������*

��*W� ��������@�����������������
�� �� ���� �������	d� ����d"�*

����������� ������� �������������� ������@���� ���	d� /*� `*� 4� �� �� �� �� �� ��"�W�
��(�� ���"�� �	���	�� ��������� �������	�*� ��"�)��)�	���� ������ �� ���Ÿ*�
�������)���*� "�"�� ��"������ ��� ������Op*� ��� ���"���� �f���	�� �������� ��W
�����	�� /*� `*� 4 ������������ H����� ����*� ���� � � w / 4 �‰* � �G*� (�� /4��*� �GR
���w � 6Ÿ�•��G*� \х,� w � /1�.?� �G�� '���� ��� �����(�� ����� ��� �������� ���	)�
�~/*� ��� ��� �����	)� b����� ���@����� ������ ��������� ������� ��� �������	)�
��� S*S/� �������d� �����(��� H����� �� �w �`*04��/*� хъ�w / * S . � �Ÿ� ��� ��� ��

V. Задачи.

g� /S0�� РаздЪ лить прямую А Е  на ч аста , который относи­
лись бы какъ данный лиши.

5� -��������� ������ "���(�� +� �@�@� +'� ���W�
‰� ‰� ‰� ����������)� �����)� # � *� ��������� ��� ��d� ������

+ � 3 � }  � T � 8� ���@� '*� I/*� /f*� f �*� ���������� ���"�� � � �� '*
������� ���� ����"�� f*� /*� I� ���������� ��@�*� �����������d� �����d�  '��
������ ������ �����d� +'� ������� ����������*� "�"�� ������� ���@� Eg� 2S=�

`=� 7����� ���������� +'� ����*� ��� 9� ��� ��� � �����*� ��������� ���
�������������)� �����)� $$� ������� ������*� �����������d� ��������*� ������*�
���������� "���(�� ��������d� �����d� ��� '*� �� ������� ���������� "�"�� ���
�������� �����f�

§  Ю 9 .  Къ тремъ даннымъ лншямъ а, Ь, с найти четвер­
тую пропорціональную.

I�� ���������� �������������� ����� +� ���������
*� '� +3�w ��*� 3  w G * � +�c� w � �*� ���������� 3�F=� �� ����  � ���	)

E /�  '� ]]� 35*� ������ c'� ������� ��"����� 9��� ������(	�W
‰ a� WWWWa� �������*� ������� ���� Eg� 00=� +3� R� 3 �a��6=� <� A='� ���

а  : Ь —  с  ; Э Е .
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J� �7)� ��"��� ���� ((�  �������� ��� '(� ��%�'� ��  0��  
�" �=/E =  га  и  п .

1) На неограниченной примой откладываемъ АВ =  ш, ВС =  п, и 
опиеыпаемь на АС, какъ на діаметр!;, полуокружность-, тогда перпен­
дикуляра, ВО, возставленный п.п, точки В къ АС 
и продолженный до окружности, оудетъ искомая про- 
норціональнан, потому что (§ 59, 3 н § 97, 2)

АВ : ВО =  ВО : ВС или Ш : ВО =  ВО : п.
2) Молімо также отложить на 66льшеіі линіи Е С = т  

меньшую ЕС =  н, потомъ на ЕС описать полу-окруж­
ность п провести изъ Е літію PH р ЕС, тогда хорда 
ЕН оудетъ искомая ������F&2���G"/�  потому что (§97, I)

‘ ЕС : ЕН =  ЕН : ЕЕ или ш : ЕН =  ЕН п.

§ 111. ��/������� ��  '(� ��*(� �;� �&� ���" ��&� �� ����4  
 ��&� �� �*� *.� �)� �)�  �� ���8� ��42� 3����.� 3��� �0� ����*�8� �0��  
���� �(� ��������� ��� �(� ��%�'� ���(� ��*�(� �� �8� �� �*�(  
3��� �)

Возставимъ на АВ въ В перпендикуляръ BE =   ̂АВ, / ^ \ р
оппшемъ ИЗЪ Е окружность рад1у|-ОМЬ ЕВ, проведемъ )
чрезъ точки А и Е прямую AF и отсЬчемъ отъ АВ часть J  �
АС =  АО, тогда С оудетъ искомая точка двлеш'я. Такъ 1 •'
какъ АВ есть касательная к�  кругу, то (§ 105)

AF : А В =  АВ : AD, а потому 
AF — АВ : АВ =  АВ — АО : АО или 
AF — DF : АВ =  АВ — АС : АС, т. е.

АС : АВ =  ВС : АС пли АВ : АС =  АС : ВС.
СлЬдств1е.  Ct KynyanAF въ точкЪ D дЪлится въ крайнемъ 

и е р е д н е мъ  отношенш.  Такъ какъ AB =  DF, toTAF : OF =  DF : BD.

§ 112. U�  0"� �������������&� �B� ���� ���V�&� �;B  
��������� �&� �������&)

1) Найдемъ среднюю пропор- 
цшнальиую РС между основашемъ 
АВ и высотою ОЕ паралледограма, 
тогда квадратъ, построенный на 
ЕС оудетъ равновешкъ параллелограму АС, потому что

АВ : Рв =  РС : ОЕ или АВ. ОЕ =  РС2.
2) Если возьмемъ среднюю пропорцюнальную РС между основа­

шемъ А В тре— ка АВС и половиною высоты СЕ, то она оудетъ сторона 
иекомаго квадрата, потому что

АВ : Р в =  РС : £ СЕ ши £ СЕ. АВ =  Е в 2.
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§ 117. Построить много — къ,  который бы былъ подобонъ�
данному много— ку Р  п равноведикъ данному квадрату К 2.

5�������� Eg� //4= � ���a"�� A/� ��� "�������� M`*� �� ��������� ���e
�����)� ������()������)� +3� "�� �@����� M*� °� �� ����d� ����� �������� �G�
���a "�� #�� '���� ��� ���������� ��� +/4� ���a "�� � *� �������d� ��������
#� �� ���� ����� ��"�*� ������ �G� �� +3� ����� ������������� �������*� ���
���a"�� �� ������� ������������ a� H�"�� "�"�� Eg� /SS=

#� <� �̃ w � �G �̀ <� +3 *̀� �
M<� °� w ��Q=<� +3� ���� M �̀<� f �̀w ��G �̀<� +3 �̀ ��
#� <� �� w � M �̀ <� +O �̀� I�� ��"�� "�"��
#� w � M*̀� ��� �� ��w �° �̀

W 3 �+

§ //0�� По даннымъ тремъ сторонамъ ЕС.— а, АС — Ъ,�
А В  =  с, тре--ка АВС найти высоту (Л) и ��)K�1"� Р тре —ка.

-�������"������  5� ������� ������� �������  �  
���� ���� ���a"��� I�������� ��� ������� ���������
+/=� ������� � � � ������ ��� �����d� %����G�35�a � a�@*� / � ��
�� ��� �����d� 3/=� w �@a �*� слёд. в ъ  оооихъ ���e
������ 3- �̀w � �` a C̀�///� WEW�@ �̀� 3�� ���a "����� + 5� �� 3 /=� ��†����

 5 �̀a�G �̀ a � � *̀�  3 �̀w � � �̀ a � � �̀ 9 � `�@� a � � *̀� слёд.
G �̀a�@ �̀ a� � �̀a� � �̀ 9 � ` � � �a� � *̀� �� �������

A= �̀9 � � �̀ aW� `
a W� WWWWWWWW� H������ �������

ыС

�̀ 9G �̀ � �̀a� EG �̀ 9 � � �̀a� �`=`
9�`

т

� � � w � �� „
• �A= �̀9 W � �̀a � � �̀ �

/
 5� w � • � У �E`G�� u �G �̀ u � � �̀ a� � =̀� E`G��a�G` u � �`=

 5 *̀ �� A� ¡EG� u � �=`Oa� � :̀� ¡� �̀ W � EA��W � �= :̀

?.� \ � CDnG� (�� � � 	� � � �0� (	� C(C� ��D� �0� (�� � � ��D� 	0� (�� k � 	�D��0�

H�"�� "�"�� #� w � ~ � 5*� ��

C U / � /� E� �9 �G�9 � =� EG�9 � ��W �� =�E � 9 C � G = E � � G�W � �=�

'���� ����������� ������ �� �� ��� ���� � �������� ���a "�*� ���
�� 9 � G�9 � �� w � `� C* � /T� 9U�S� a � �� w � `� E�� W�W � � =*� �� u � �� a � G� w � `� E�� a � G=� �

�� 9 � G� a� �� a� `�E�� a� �=*� слёд.

 5�w � \/$ � E�� a� �=� E�� a� G=� E�� a� �=

�� w � \� �� E�� a� �=� E�� a�G=� E��a� �=�
'���� ��w � 4S*� G� a� `2*� ��w � `?� ������ ��� ��d�����  5�w � `09� %���� ��

#�w � 41S�, �Футъ.
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J� 119. S����3 � ��/&� ��*�� �8)
1) Построить квадратъ, который - быль ом равновелики половши; 

даннаго квадрата.
2) Обратить данный квадрата, и л и  данный треугольникъ вь равно­

бедренный треугольникъ.
4} Данным грс— къ Л (Л) обратить въ другоіі тре —къ, который оы 

ИМЄЛ'Ь стороною ЛН11ІШ 1П.
4) Чрезъ точку I) внутри даннаго угла АВС провести между его 

сторонами прямую такт., чтооы она разделилась этою точкою пополамъ 
или вь отношеиіи ш : и.

53 Трапецію обратить вь нараллелограмъ топ же высоты.
В) Данный нараллелограмъ АВ(Л) обратить въ такоіі, который оы 

имБлъ стороною данную линіш а.
7) Разделить треугольники на три равный части, а) .інніпмп, про­

веденными, пзъ вершины какого нпбудь угла, Ь) линінми, параллельными 
основанію.

8) Описать кругъ, который бы проходить чрезъ две данный точки 
С и 0, и касался данной прямой АВ.

9) Даны два подобные много—ка; построить много—къ подобный 
имъ и равный ихъ сумме или разности.

10) Въ данную полуокружность вписать квадратъ, такъ чтобы одна 
сторона его совпала съ діаметромь.

11) Построить прямоугольник и, равновеликий данному квадрату 0, 
такъ чтобы сумма или разность емежныхъ еторонъ прямоугольника оыла 
равна данной лнніїї АВ.

12) Выразить отношеніе а) между двумя квадратами, построенными 
на линіях'ь ш и п, Ь) между двумя прямоугольниками, стороны которыхъ 
ні, п и р, Ц, — гюсредствомъ отношенія двухъ ГфЯМЫХЪ.

13) Построить два квадрата, которые бы относились одинъ къ дру­
гому какъ ш : и.

14) Данный квадратъ обратить въ два равные квадрата.
ЬЗ} Построить тре— къ, который бы былъ подобенъ данному 

тре—ку АВС и имелъ высоту а.
16) Найти площадь треугольника по данному периметру р и радіусу 

г круга вписаинаго.
17) Разделить треугольникъ АВС на две равнове.шкія части ��=�=N2� 

проходящею чрезъ данную точку Г), лежащую па одной изъ его еторонъ.

18) Описать кругъ, который оы касался еторонъ даннаго угла 
АВС и проходнлъ бы чрезъ точку 1), лежащую внутри этого угла.
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/=� 7����� ���� ���"�� +*�3*�  *� ���@���� "����*� "�����
(����	*� ������� 5*� ���������� ������� +5*� 35*�  5� � � ��
�� ���������� ���� 5� ��� �������� ���a "�� ��������"�e
����� •ƒ*� •\�� �� �� H�"�� "�"�� +3� w � jk�� lƒ� w � jƒ�
Eg� 99=*� ` � ilƒ� w � OP�� � !� � jƒ•� w � jƒ•* � ��� ��W�
�����������"�� •kjƒ� •ilƒ* � ��	��� Sk� w � 5+� ��
���"�� k� ������� ������� ��� �"��������*� ���������d� ������ ���"�� +*� 3*�  ��
H����� ��"��� ������ ��"�����*� ���� �� ���"�� '� ������� ��� ���� ���
�"���������

�� � 3�hK � �������� +3*� 3 *� jk� �� �� �� "�"�� �����d� �����*� ������ ���e
����� ���� (������ 5� Eg� 9S=*� ������� �� "����*� ��������d� ���� ���"�� 5�
���	����C� •ƒ� "�������� "����d� �������� ����a�"��

F	���	 ����	 �� � H��"�� �*� ���	d� (������ ��@�������� �� ��@��������
"����*� ������� ����� ��������������� "�"�� (������ ���a"��� 3�K� (� �e
� � � � � � �� � �� ��� +53*� 3 5  � � � � � � �a "�� �� � ��� �� ���� � ���)�

9
3�� �������� �� ��� ��a���� � � � ��"�K� " � �� �d� �� � � ��� � � a� a� x�

J� /`/ �� ����:���� ������� ���� � �V��� ]^_`a� �8� 8���8 �
������ �� ����/���� �8� �/&� ���� ����������  �� ���='�&� ��'�� �
�����  ���� � � � � �� J� =KbM)

-������� "������� ���� ���a "���� +53* � 35 � �� �� �� ������ �������C�
����������	�� �������	�� ��� ������������ ������������ ���a "�*� ��� ��� ��� ���	��C�
"����� ��@�������*� ��� ������! �+53�w � il�oS*� ������� ������ � � 	�C� ���a "����
���� �������� ���a"�� iljkn� a� •� E+3� a 3 � aEa� jk� WZW� kn� WvW� '+=� o•�

J� /`` )� �M� ������� 0�� � ��V��� fgh̀a c� �� \dZeZf� ��� �4 �
������� 3����� ����� &� ����� 0)� KM� ;&� ��'+&� ����+&� �*�V��+& �
��������0� �� ��8��8� ���&� ����'��� ��'���&� �����  0+&� ���� ���4 �
.���-D��� �� ���Q� �� ���� � �������0� 6��+&� ����'����.)
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A=� 91���� ��"���� ���� W�"���� �����*� ������� ���
35� 3 If5MK� $�&7]�/±Œ‰M*� �� a� �������"C� "����d�

�/
P=�����

правильном))

x� Eg� $T*� O`=� ��� ��� ��������� ����"�
�

���� ������ �������R� ������()���������� ��� ��������
{[§R*E­…^*� ���� ����*� ���� ��� "������� ���W � "C� �� 1R�
�������� �����*� ��/R��� ���� "�� �������� Eg� .0*� 4=�

`=� 5����������� ���������� ���a"���� ������ •� �� �W�
������ Eg� /S`=� •�<� �� w� +3� <� yz�� -����� +5� �� ���

������� ���Q���� ����������*� o•� ��  �� ��������
"������* � ��� ��� ���������� ������� ! � �53� ��� ytz� �

78 � �9�:� ;� ����� ��!<��
+3� R� �G� w � +5� <� ��� a� �5� <�  �� ����
A;� <� (� w � +5� <� ��� a�  5� <� ���

-������� ���W"��� � ���������� Eg� /S/=� "�"�� +3C� <� �Q= *̀� ������ �� "�"��
+5 �̀ <� �� �̀ ����  5 �̀ <� ��4�

§ 123. 1)  По данному правильному мно -к у  вписанному
описать около круга подобный ему м п о - к ъ ,  �� �������*� ` = � но�
данному описанному мно— ку найти подобный ему втшсан-
ный мно— къ.

/=� -����� yzt|…� ������� �����d� ��������d�
����a�"��� '���� ������ �������� ƒ*�  *� I� � � � ����� ���
yz*� � � � � � � ���������� "���������d� +'*� + 3 � � � * � ���
��f� ������@��� ��������d� ���� "��� il•kn�� a�
-������ •o� ��������"������� "�� +3� �� "�� �QD�
Eg� 9?�� /=*� �������������� +�3� ]]� yz�� H����� ��"��� ��

3 � Q� z…*�  -� ]]� {|� �� ��� ��� -�� b����� ��� ������a"�"�� iljkn� �� yzt|…�
� �C� ����� ������� -��� ���������� ���� W"���� ������� ���"�� ��"�����*� ����
+3� w � 3 � w � jk� �� �� ��  ������������� ���a"�� il•kn� ���������d� ��
��f���� ������"����� ��� yzt|…� ������ �������*� ��"���� ����*� ����
il•kn� �‰b� yzt|…� Eg� /``*� /=�

`=� '���� il•kn� ������� ���������d� ��������d� ���a "�*� ��� ����
���������� ���������� ���� ��@�������� мноa"�� ������� ����"�� ���������
������� 5+*� 53*� 5  � � � �� ���������� ���"�� ���������@� Э Т И Х Ъ  �@dd�
��� "�������� -��������d� ��"���� ��������� ���a "�� yzt|…� ������� ���e
�����d� �'=� ����� ���a "�� yzt|…� �����*� ������� ���� ���� ������)����
���������)� �������� ������ �����"�� ����*� �� ���������� �������� ������
���� ���������� ���a "���� ytz*� {tz*� �� ��� ��

M����� ��"��� ��������� ��������d� ���a"�� yzt|…� *� �������� ���"��
"���@�� ƒ*� o*� I� �� ��� ��
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Сліз^ствіе.  Около даннаго круга можно � � � . � "G  вс'Ь п р а ­
вил ь н ьт е мн о — к и, к о т о р ы е м о г у т ъ быть вписаны в ъ к р уг ъ , и 
на о б о р о т ъ.

§ 124. По данному радіусу ( А В  — г ) круга и стороні. 
( В С  =  а )  правильнаго вписаннаго мпо— на вычислить сторону 
( E F  =  А ) подобнаго ему мно— ка описаннаго.

Проведемъ A G J _ E F ,  тогда BD =  у а,
EG =  у А, и

At) ��� M  г2 — -— =  у �S" �� �T�

Изъ подобія тре — ковъ EAG и BAD следуете
_ A D : B _ D = A G : E G  или

У � �  г2 — а2 : У а =  г : у А, слід.
. 2аг

А =  — — •
| /’4га — а 2

При г =  1 оудемъ иметь

А =
у  4 — а2

§ 125. По данному радіусу ( А Е  г )  круга и стороні', 
( А В  =  а )  вписаннаго правильнаго мно — ка вычислить сторону 
(А С  =  Ь ) вписаннаго правильнаго же мно— ка, имъющаго вдвое 
�����  сторони.

Подояшмъ, что дуга АВ разделена вт, точке С 
пополамъ, тогда АБ =  уа и линія АС ( =  ВС) будетъ 
сторона Ь искомаго мно— ка. Изъ тре— ка АСБ имеемъ 

Ь2 =  У а2 -)- СВ2 ши 
Ь2 =  у а2 +  (г—БЕ)2,
Ь2 =  у а2 +  г2 — 2 г . БЕ +  БЕ2. _

Но БЕ2 =  г2 — У а2, слід. БЕ =  у � 4г2 — а2.
Вставивъ эту величину въ выражеше Ь2, получимъ
Ь2 =  у а2 А" г2 — г � �U!&# — а2 -)- г2 — | а2, или
Ь2 — 2 г2 ...  г � 4г2 — а2, следовательно

!) — �  2г2 — г | 4 г ' - а2 .

§ 126. Сл е д с т в і я .  1) Если г =  I, то

Ь =  �  2 —  К 4 - - - а 2 .
2) Эта Формула, решенная относительно я, даетъ 

а — Ь � �U — Ь2 .
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������������ ������a�"��� ������ ��d��� ��� � � � � � �������������������� ��� ����a�"��*�
�����)������� � � � � � � ����†�� ���������T�

J� � 	�� � ;&� ��'�E� �������� ������� 0�� � �V��.� ���)(���� �
9*� 0*� / 1 * � � � �� ����� &)

-��������� ���� ��������"�������� �	������� + � ��
3-� �� ���������� ���� �"���������*� ������ il•k� �� �������
��������d� "������	T*� ������� ���� ����� +3 �� 3 6=� �� �� ��
������� Eg� ?1*� �=*� �� �������� +3*� 3 � �� �� �� ������ ��� ���
���������� ���� "���T� +3'*�  3'� � � �

#�������� ��������� ����� +3*� 3 � �� �� �� �� ����������
���"�� �H���	�*� ������ ��������� ���������d� 6a �������"��� '���� ������� ���e
�������� ���HT�� �3���	�*� ��� ��������� ���a"�*� ��3)�	�� /1*� 4`� ���� ��������

�� / `0 �� !��� ������@�� �������� "�������� ��� �����(���� ���	����
"����� ����������� ������� �������	�� +3 �̀ w � +' �̀ WvW� 3' �̀ w � `+'`*� ���� ��
+3� w � +'�Zh`*� �� ����� ���	���� +'� w � /*� ��� +3� w � :� `�

'���� ��� ��������� ��� 7)������ g� /`1*� /� ������� �� ��������� :� `*� ���
�)��J,�*� �!)�)��� 6 a ��)�"�,&�� ������,��)�� ����E����:� ��� �1,�,+�8*�

��1������ \ � (G� A'�D � jG ' �

3�������� b��� �������))� ��������� ��H����� �� �� � ����� ����)� %��e

����*� ��������� �������� /1�W��������"�� w � ��M � �̀ a� VM&�9� a� E`� a� L� �`=

� � �� � � � � �� �� ���� ����

9� @JM��6  � -�2�YP� ��� �#"%� ��#���%�/�� � � 	S - � '� ��GE!��
: '� � '� � � ' www�"	�	� �

�����)� (HT���d�
@����d� ������
1� ���	T�� l…‚*�
�������� �����

Ÿ��H����� ��� �"��������� 1� ���	T� �����*� �����)� ��e
�	���� +5*� �� ��������QT� ���"�� 1@������� +�� 3*�  � � � * � ������
��������� ���������d� @�����������"QT� iljknƒ�� -������
J!)� ��� ��������������QT� ���a"HT� +53� "�����d� �������
������� ]3� ���� ]Wx*� ��� ��� ������ +53� ����������� @����)�

�"��������*� ������� �� ���	��	T� +5� a� +3� ����������QT� ������
o@p�!)<� �"��������*� � � � � �� ���������� ��� b��d� ��������d�

����� +3 *� 3 5 Q = � � � �� �����*� "�"�� ����������� ���������)�

������QT� �����

'���� ��������Q*� �qOmI� + *�  '*� ��� �������� � �� ���������d� ����a"���
J����*� �����†����������� �������HT� ����� +3*� ������� �������� ������������

/`a ��������"�� ��� ��� !�
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§ 130 . '���� �������� �b������ ��� �����(�*� ��� �������� F=a �����e

��"�� �����������w � /�

-�������� G w / � � � � %�����QR� g� /`S* � ` * � ��������� �������� ����*�

���a "�� �����������w � ]h4�

-�������� ��w � /� � � � %�����QR� g� / `S* � /*� ��������� �������� ������

/ `a �������"�� w � ] h ` �a� ]h4�

'���� b��� ���������� ������@�� ��������� ������ � � � ����� %������� �������

�*� ��� ��������� �������� ������ ` 9 a �������"�� w � A� `� a � `�W]W� ¡ O 4 �

§ 131. В ъ  к р у г ! вписать правильные мно— ки, имі.юшіе�
5, 1 0 , 2 0  . . . сторонъ.

'���� ���������� ���/����  +� ��� ���������� �� "��d�����
����@��@� ��� ���"�� 5� �� �������� ������ +3*� �����)�
����@���� �����"��  c*� ��� +3� ������� �������� �����������e
��"��� -���������  3� �� 35*� ������ ��K���� Eg� /S2=

АС : СІ) =  СО : АО или�
АС : АВ =  АВ : АО,

�� ��"�� "�"�� ���a "�� +35� �� + 3� "����� ����� ���)��� ������ (� ���	d*� ���
���� �������� Eg� 24=*� ��	��� ` � ъ�w � ��� I�� "�"�� ! �+ 3� ����� ��������e
�����d*� ��� �� ��� ! � +35� ������� ����� 35� a� +3� w �  -*� �� ������
`=/� ��w �  ¡*� ��w ���w � г.� 3��@�	d� ������ ��w ��� WœW���w �`��*� ������ �� ` �,�w �`����
3�� ! �+ 3� ������� Eg� /4=

��u ���u � �� u � (� w � `f� ����
�� -{- х � �� `��a� `�c*� ��� ��� ?���w � `�d*�

��	�*� ��w �]$�w � H«3�� $��� b����� ��������*� ���� �����������)���� ����� �̃
����� +3� ����� (���d� �"��������� �� ������� �� +3� ������� ������ ��e
����d� ������ �"���������

'���� ��� ����������Q�� /Sa�������"�� ���������� ���@���� ������
����*� ��� ��������� ������ ?a�������"��� 7����� ����������������� ��� ��W�
���	�� ����*� ������������� ���������� /Sa �������"�*� ��������� ���a"��
�� `S*� 9S*� 0S� � � � � �� ����������

§ 132. 7����� ��������� �������� ������ /S a�������"�� ��� �����(����
���	���*� ������� ��d��� ����@�d� ���H���"�� ���	���*� ����3�������� ��� ����W�
����� �� "��d����� ����@��	��� -�������*� ���� ������d� ������"�� a� �� ��
���	���� } � /*� ��������� ������(	)

/ a ��<���w ��� <�/* � ��"���� �� w � •� E:h �?a /=�

'���� ��� ��������� b��� ��	�����	�� ������� G� ��� %������� g� /`S*� `*� ���

��������� �������� ������ ?a �������"�� E]h? a /=� ]h9a / �E ]h�? a /=W*іС Г я -іЖ н 'з '+ К З ) ' - � � 'І
#�#
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§ 1 3 3 .  Въ крупі. вписать правильные мно-- іш , ��������

Засечемъ на круге отъ точки А по 
одному и тому же направленію хорду АВ, 
равную стороні} прав, (і—угольника, и хорду 
АС, равную сторон-]} прав. 10— угольника : 
тогда разность СО соответствующихъ дугъ 
равняется -,1— у1̂  =  целой окружности,

след. хорда ВС будетъ сторона прав. 15— угольника.
Деля Дугу ВС последовательно пополамъ мы нандемъ стороны М Н О---- К О В Ъ , ИМ ТзЮ Щ ИХЪ 30, 60 . . . .  сторонъ.

§ 134. Для пьіраженія стороны ВС прав. 15— угольника въ еди- 
ницахъ радіуса нмеемъ АВ - 1 и АС =  I � 5 — 1) (§ 132): и такъ 
какъ 2С. АСП =  АВЇ) =  Б, то (§ 84) получимъ

ВО =  ]/ и СО =  | 4 - 1 I �  5 — I)2 =  і  � � S W # � X Y X 
по § 105 АО . ВС Д- АС . ВО =  АВ . СО, т. е.

2. ВС -4- (К о— 0  КЗ =  і  I •" "  2 Г  6. след.
ВС =  I ( ]/  10 +  2 �& 5 — '  15 -)- � ZL  =  0,4158234.

§ 133. Съ умноженіемь числа с т о ронъ периметръ 
вппеаннаго прав. мно — ка увеличивается,  а описаннаго

Пусть  ' �"G  АВ сторона какого ниоудь 
вппеаннаго прав, мно— ка, а АЕ и ВЕ стороны вин- 
саннаго мно— ка двоіінаго числа сгоронъ, тогда 
АЕ -(- ВЕ д> А В, пзъ чеі’о слТ.дуетъ, что периметръ 

втораго вписан, мн—ка более периметра перваго. Далее, если АО и ВО 
будетъ половины двухъ сторони описан, мн — ка, а СЕ сторона описан, 
чн -ка двоіінаго числа сторонъ, то СО -|- І)Р >  СР , след, периметръ 
втораго описаннаго мн—ка менЬе периметра перваго

Такъ какъ съ умноженіемь числа сторонъ вгшеаиныхъ и описан­
ії ыхъ м и — ковъ ихъ периметры все более и более приближаются К'Ь окруж­
ности, то можно получить такіе два мн—ка, одинъ вписаниміі, а другой 
описанный, что разность ихъ периметровъ будетъ менее всякой данной 
величины, какъ оы мала она нп была. (.ледовательно величина окруж­
ности, заключащенея между периметрами соответствующих!, вписапныхъ 
и описанныхъ мн—ковъ, еще менее будетъ различаться отъ периметра 
одного пзъ этихъ мн — конь, нежели периметры самыхъ МП ковъ между 
собою. Посему всегда возможно оудетъ найти такой вписанный или они- 
санный мн къ, что разность между его перпметромъ и окружностью 
будетъ менЬе всякой данной по произволу величины.

умень-  гнае тся .

15, 30, 60 . . . стороні}.
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Иериметръ вписаннаго мно— ка будегъ увеличиваться съ увели- 

ченіемь его сторонъ, между твмъ какъ иериметръ описаннаго мно—ка 
въ томь же случаи будетъ уменьшаться, но первый всегда менве, 
а второй оолВе окружности. Чрезъ аослВдователытое увеличение числа 
сторонъ одного изъ этихъ мно—ковь величину его периметра можно такъ 
приблизить къ величин  ̂ окружности, что разность между ними можетъ 
быть сдВлана менВе всякой данной величины; потому кругъ можно раз- 
сматривать к а к ъ  правильный мно— къ с ъ  безконечно боль- 
шнмъ числомъ безконечно малыхъ сторонъ.  Если мы предста- 
вимъ два круга какъ два правильные мно—ка одинакового числа сторонъ, 
то кь нимъ можно приложить теорему § 122, 2, а именно, что периметры 
правильныхъ мно—ковъ одинакового числа сторонъ относятся какъ радіусьт 
круговъ вписанныхь пли шшсанныхь, слъд. и круги оудутъ относиться 
какъ ихъ радіусьг, или тоже самое, какъ ихъ діаметрьі.

Другое доказательство.  Полонишь, что про­
порція окр. АВ : окр. аЬ =  АВ : ab не справедлива, 
а будетъ существовать пропорція

окр. АВ : окр. ab =  АВ : ас,
гдв ас >  ab. Впишемъ вь кругв радіуса ас нрав, 
мно— къ но какому нибудь вышеописанному сиосооу. 
Чрезъ послВдовательное двлепіе дугь, стягпваемыхъ 
сторонами, можно наконець получить мно—къ съ такими 
малыми сторонами, что онъ не будетъ достигать круга 
al). Обозначили» иериметръ этого мно—ка чрезъ р и 
впишемъ въ кругв АВ подооныи ему мно—к ъ , котораго 
вемъ чрезъ Р, тогда но § 122, 2 оудемъ имвтъ

Р : р - АВ : ас.
Изъ этихь двухъ ироиорцш слвдуетъ, что

окр. АВ : Р =  окр. аЬ : р,
что невозможно, потому что окр. АВ >  Р , а окр. аЬ <  р, слВд. и наше 
иредиоложеше, что четвертый членъ пропорцш окр. АВ : окр. а1) =  АВ : аЬ 
чолпе аЬ, не возможно. Точно также можно доказать, что этотъ членъ 
не можегь быть менве аЬ.

§ 1 3 ? .  СлВдств1е.  �%��� АВ п аЬ р а з н ы х ъ  круговъ» 
с о отв 6�тот ву юпДя равнымъ центральнымъ угламъ,  от нос ятс я  

ихъ рад1усы АО и а о � ��� �� �� 122).
По § 53 2С АСВ : 4 11 — дуга АВ : окр. АО 

и 2+1 асЬ ; 4 В — дуга а!» : окр. ао,

& � & �*
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2) П о с т о я н н о е  о т н о ше н 1 е о к р у ж н о с т и  к ъ д 1 а м е т р у О б О 3- 
нача е т с я  ч р е з ъ  � �  такъ что, если р оудетъ окружность какого нибудь 
круга, а г его рад1усъ, то

3) Изъ сего слідуеть Формула

I» =  3  г # 1.
т. е. окружность круга равна удвоенному раді усу,  умно­
женному на постоянную величину ��

4) Если діаметр и крута оудетъ ~  1, т о  окружность равна величині � �  
потому что, вставнвъ въ нредъндущей Ф о р м у л і  2 г = 1 ,  получимъ р =  ��

о) Если ооозначнмъ чрезъ F площадь круга, чрезъ р его окруж­
ность, а чрезъ г радіусь, то (§ 138) F =  -£pr. Но такъ какъ р =  2гтг, то

V  =  г3 I t ,
"�  е. площадь круга равняется квадрату ра д і у с а ,  умно­
женному на постоянную величину � �

В) Если о о о з н а ч н м ъ  чрезъ d діаметрь круга и вставимъ въ предъ- 
ндущую Ф о р м у л у  в м В с т о  г величину 4d, то получимъ F =  ^ d 2 Tt-

§ 141. Площади круговъ относятся какъ квадраты ихъ  
радіусові или д іам етр ові

Если F и f будутъ площади двухъ круговъ, R и г ихъ радіуси, 
D и d діаметри, то

F ~  R 2 гс —  ̂D2 /�  f =  г2 �  =  �  d2 ��  слід.
F f =  R2 : г3 =  D2 : d2.

§ 14®. Секторы А В С  и D B E  разныхъ 
к р уговъ , югЬющіе равные центральные углы, 
относятся какъ квадраты радіусові круговъ.

Такъ какъ АВС : DBE — �  АВ X  АС :  ̂ DB X  DE, 
но \;�\  АС X&�& 1>Е =  АВ : DB, то 
ABC :DBE =  АВ2 : DB2.

§ 143. Найти приближенное отношеніе [  окружности 
къ діаметру.

Вычисляя последовательно периметры вписанныхъ и описанныхъ прав, 
мно—ковъ все съ ббльшимъ н оольшимъ чиеломъ сторонъ въ единицахъ 
радіуса, мы получимъ два ряда чиселъ, изъ которыхъ одни будутъ меніе, 
а другія боліє окружности. Съ увеличеніемь числа сторонъ мно— ковъ

U�



	�J

эти ряды сближаются все более и более. Если начнемъ еъ прав. 6 —уголь­
ника вписаннаго, то получимъ сторону его a — J , а сторону опиганнаго

2
6 —угольника по § 124 А =  j Следовательно периметръ вписан.

12
6 —угольника =  6, а периметръ описан, 6 —угольника =  =  6. 9282 .

Между этими двумя числами содержится ветчина окружности. Чтобь
получить более тесные пределы, перейдемъ къ мно—камъ о 12. 24 .
сторонахъ. Пусть будутъ а', а", а"'. . . стороны вписанныхъ 12, 24, 48 .
угольниковъ, и А', А", А“‘ . . . стороны соответствующих!! МНО— ковъ опи
санныхъ. Если въ Ф о р м у л у  § J25 вставимъ а =  1, тогда а' =  \/ 2 — ]ЛЗ,
и когда эта величина будетт> вставлена въ формулу  ̂ 124, то получимъ

����� �� �
А' =  Продолжая такимъ оора.чомъ оудемъ иметь следующую

таблицу:
е р и м е т  р Ы-

«' = 1 / 2 - К З =  0,517638090205 12 а' =  6,2116571

А' =  - у  J j L  . =  0.535898.384826 12 А' == 6,4.307806
1/ 4  — а'2

а" = 1 / 2 — У  4 -- а ' 2 — 0,261052384440 24 а" =  6,2652572
2 а“

I � �  — а"2
=  0,26.3304995174 24 А" =  6.3193199

Продолжая вычислеше такимъ образомъ напр. до 12288— угольника, 
найдемъ, что периметръ вписан. 12288—ка =  (1.2831852 

периметръ описан. 12288— ка =  6.28-31854.
Изъ этого видно, что разность между периметрами вписанныхъ и опи- 
санныхъ мно—ковъ становится менее и менее, такъ что периметры 
12288—ка различаются между собою только двумя десяти— мил.понными 
долями. Первыя семь циФръ 6.28-3185, оолцля обеимъ числамъ, будутъ 
выражать самую окружность въ едншщахъ радлуса. При этомъ ясно, что 
продолжая вычислеше еще далее, мы могли бы определить величину 
окружности гораздо точнее.

Взявъ за окружность среднее арпометнческое между периметрами 
12228—угольниковъ вписанныхъ и опиеанныхъ, мы получимъ для ней 
6,28-3185-3- Такъ какъ мы приняли сторону вписаннаго 6 —угольника 
или рад1усъ круга =  1, то дламетръ круга = 2 ;  след, приблизительно 
л =  6,28-31853 : 2, т. е. 11�� � 3�1415996� 22Архиме де  вычнсливъ периметръ 96 —угольника, наллелъ п — - " 

,355 7‘
Более точно отношеш'е 7Т — и з

Въ новейшее время отношеш’е п вы­

числено Клаусеномъ (въ ДерптЬ) съ точностно более 500 десятич-
ныхъ знаковъ-
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17) Построить тре— къ по данному углу а, прилежащей къ нему 
стороні АВ и перпендикуляру р, опущенному изъ нершины данного угла 
на противолежащую сторону.

18) Построить тре—къ по данному упу а и перпендикулярамъ ш и н, 
опущеннымъ изъ концовъ прнлежащихъ къ нему сторонъ другъ на друга.

19) Рад1усомъ г описать окружность такъ, чтобы она отстояла отъ 
данной точки Р на разстояніе р, и отсікала отъ данной линіи АВ 
хорду ш.

20) Секторъ, котораго центральный уголь прямой, превратить въ 
полукругъ.

21) Построить прямоугольный тре— къ, котораго гипотенуза рав­
нялась бы линіи ш, а площадь — квадрату р2.

22) Построить тре —къ по данной стороні а , и перпендикулярамъ 
т  и п, опущеннымъ изъ ея концовъ на противолежащія стороны.

23) Чрезъ точку А привести прямую, которая оы отрізала въ дан- 
номъ кругі дугу, Ь вміщающую уголъ ш.

24) Изъ точки А данной окружности провести такую хорду, чтобы 
соотвітетвующій ей центральный уголь быль равенъ углу а.

25) Построить прямоугольный тре — къ по данной гипотенузі ш и 
условію, чтобы одинъ изъ осгрыхъ угловъ быль вдвое боліє другаго.

29) По данной суммі Б двухъ смежныхъ сторонъ построить прнмо- 
угольникъ, равновеликий данному квадрату ш2.

27) Разносторонний треугольники превратить въ равносторонній.
28) Въ данный тре—къ вписать квадратъ
29) Построить тре—къ по тремъ перпендикулярамъ а, Ь, с, опущен­

нымъ изъ вершинъ тре — ка на противолежащія стороны.
30) Изъ точки А провести къ данной окружности сікущую такъ, 

чтобы она разділилаеь окружностью поиоламъ.
31) Изъ точки А (фиг. § 111) провести къ данной окружности с і ­

кущую (АР) такъ, чтобы она разділилаеь окружностью въ крайнемъ и 
среднемъ отношеніи, и именно хорда (ИР) была большая часть разділен- 
ной линіи АР.

32) Данъ уголъ АВС и внутри его точка М. На стороні АС найти 
точку, равно отстоящую отъ стороны АВ и данной точки М.

33) Провести линію, которая бы отсікала отъ двухъ данныхъ 
окружностей дуги, вміщающія первая уголь т , а вторая уголъ п.
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I. О прямыхъ ЛІНІЯМ» II плоскостяхъ 
въ пространств ̂ .

§ 145. 1) Стереометрія разсматриваетъ различный сочетанія
плоскостей и лпнііі въ нроетранстві,, изучаетъ геометрическія твла и 
поверхности и даетъ способы И Х Ъ  ИЗМ'ВренІЯ.

2) Провести пло с ко с т ь  ч р е з ъ  данную прямую значить 
провести плоскость такъ, чтобы съ нею вполнВ совпала данная прямая.

Если прямая имВетъ съ плоскостью тодьку одну общую точку, а 
всВми остальными точками лежить вн1з плоскости, то говорять, что прямая 
пе рес вкаетъ плоскость.

Если прямая линія пересвкаетъ плоскость и перпендикулярна къ 
всВмъ прямымъ, проведенным:, въ этой плоскости чрезъ точку переси­
ченій, то она называется перпендикуляромъ къ плоскости,  а плос­
кость п е р п е н д и к у л я р н а къ прямой линіи.

Прямая лишя и плоскость параллельны,  если он В при произволь- 
номъ продолженщ въ обв стороны не иересвкаются; точно такъ же и 
двВ плоскости параллельны, если не пересВкаются, сколько бы онВ не 
оыли продолжены.

3) ДвВ прямыя, лежапря въ одной плоскости, всегда параллельны, 
если при произвольномъ продолженш не встречаются. Но въ про- 
странствВ двВ прямыя могутъ имвть такое положелпе, что не 
в с т р В ч а ю т с я при пр и зво л ьиомъ про до лже н а ,  а в с е т а к и не па­
раллельны.  Положимъ что двВ плоскости С и П) про- 
ходятъ чрезъ прямую АВ, и что изъ двухъ какихъ. ни- 
будь точекъ этой прямой возставлены кт, ней перпен­
дикуляры АС и В !), одинъ въ плоскости С, другой въ
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Соединимъ ДВІ произвольны» ТОЧКИ С (1 О пря- 
чыхъ ВС и ВО ллніею СО, которая переськаетъ ВЕ 
въ тонкі Е, продолжимъ Л В по другую сторону 
пюекости М такъ что ВЕ — АВ. п прове, демъ 
АС, АЕ, АО, ЕС, ЕЕ, ЕО. Такъ как.,

АС— ЕС п АО =  ЕО (§ �#_�� #L�  то (§ 24).
А  А СО 22 ЕС 0, с л ід . Еі АСІ) — ЕГО, п (§ І Ї )
Д, АСЕ 22 ЕСЕ, с л ід . АЕ =  ЕЕ, потому (§ 24)
Л  АВЕ 22 ЕВЕ, слід- 2С АВЕ — РВЕ. п потому 

)6� . |_ ВЕ.

9� 3�9�� G ����� "��� ����/�� & 6 '� 8 6 ' � G 6 � ��������-2����/  
- � 	��	B� �� "	B� C�� ����	B� )� В � � 	��	B� �� �	B� C�� ]8�_�� 6 '� "	  
	��� �#0	� �"�� � � � 	��	B� � � 	 �- 	 �"� '� -	"	�#�� ��������-2����#  
- � ����	B� )�6 �

Проведемъ чрезъ ДВІ ИЗЪ ЭТИХЪ ЛИНІЙ ВС и ВЕ 
плоскость СВЕ. Лшпя АВ будетъ перпендикулярна къ 
этой плоскости (§ 149). Если ПО.ЮЯШМЪ, что ВБ не 
лежитъ въ плоскости СВЕ, то мы можемъ чрезъ Л11НІИ ВО 
и АВ провести плоскость А В < I, которая пересічень СВЕ 
по линіи Всі, такъ что ВС, Всі и ВЕ будуть лежать � �  
одной и той же плоскости СВЕ, Такъ какъ АВ СВЕ, то АВ пер­
пендикулярна и къ Всі, лежащей въ плоскости СВЕ. Въ такомъ случаі 
къ прямой АВ ВТ, одной и гой же плоскости АВО чрезъ точку В были 
бы проведены два перпендикуляра Всі п ВО. что не возможно (§11), 
слід, не можетъ быть также, чтооы .шнія ВО лежала вні плоскости СВЕ.

Сл і д с т в і е .  Если прямой уголъ АВО обращается около 
одной изъ с в о и х ъ  с торонъ АВ, какъ около оси,  то другая 
сторона ВО о пишет ъ плоскость ,  перпендикулярную к ъ  АВ.

9� @[@��5. � �#��	B� "	,-�� ) '� �#0	� � ! �B�� � �#� ��	�-	�"�  
� � ���� 7o]{� � � '� �	C�	� ��	���"�� "	�%-	� 	��� � � ��� �� ��-2��� �  
)�6 � - � ��	�-	�"�� j��

Иоложимъ, что к ромі Л1ІНІ1І АВ еще И ЛІ1НІЯ 
АС_ЕМ,  тогда проведя чрезъ АВ и АС плоскость, 
которая пересічеть плоскость М въ первомъ слу­
чаі по линіи АО, а во второмъ по ВС, мы получимъ 
въ первомъ случаі 2 £  ВА1) =  Б =  САП , а въ вто­
ромъ тре—къ АВС, нміющій два прнмыхъ угла, что 
одинаково невозможно.

А

Р
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§ 152. Чрезъ точку А ,  находящуюся на прямой В С  или 
в н і е я , можно провести только одну плоскость Р ,  перпендику­
лярную къ этой прямой.

Положимъ, что кромЪ Р можно провести еще плос­
кость О J_ ВС, тогда, проведя въ первомъ случай чрезъ 
ВС плоскость, которая пересйчетъ плоскости Р и У по 
лишямъ AD и АЕ, получимъ BAD =  R =  ВАЕ. Про­
ведя же во второмъ случай плоскость чрезъ точку А и 
линію ВС, получимъ тре—къ ADE съ двумя прямыми 
углами. 'Гакъ какъ оба слйдствія невозможны, то и 
самое предположеніе, что Q J _ B C ,  также невозможно.

Если изъ точки А , лежащей в н і плоскости М , 
этой плоскости перпендикуляръ А В  и нисколько 

наклонныхъ А С , A D , А Е  . . . , то
1 )  перпендикуляръ будетъ короче всякой наклонной;
2 )  наклонныя А С  и А О , которыхъ основаній равно уда­

лены отъ основаній перпендикуляра, равны между собою;
3 )  изъ двухъ наклонныхъ А Е  и А С  та б о л і є , которой о с-  

нованіе далВе отстоитъ отъ основанія перпендикуляра.

1) Всякая наклонная, напр, АС, какъ гипотенуза прямо- 
угольнаго тре— ка, болйе катета АВ.

2) Если ВС =  BD, то Д  ABC ^  ABD (§ 17), елъд. 
АС =  AD.

3) Если В Е > В С ,  и если въ тре—къ АВЕ будетъ 
проведена линія AD такъ, что B D = B C , то A E > A D  (§28, Зу 
слід, и А Е>А С .

Слйдстві е .  Перпендикуляръ АВ,  какъ кратчайшая линія, 
которую можно провести изъ точки А на плоскость  М, еду- 
житъ мйрош разстоянія точки А отъ плоскости М.

§ 1«*4. 1 j Если изъ концовъ прямой ЛИНІИ
АВ опустимъ на какую нибудь площадь М перпен­
дикуляры АС и BD, то прямая CD, соединяющая 
ихъ основанія С и D, называется проекцією ли ні и 
АВ на плоскость М. Плоскость М, въ которой 
лежитъ прозкція линій АВ, называется плоскостью 

прозкці й,  а плоскость ACBD, проходящая чрезъ перпендикуляры АС 
и BD, —■ прое кт ирующе ю плоскостью.

к I)

%л
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Е/ D

§ 153.
проведемъ къ
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Соединюсь прямою ВГ) основаній парзлле льныхъ 
+��, �� проведемъ въ плоскости -� прямую ЕР ./.� ВО. #�

соедннимъ точки А п 1). Такъ какъ АВ | Ві) п СП || АВ. 
то и СО X  ВІ) (§ 8 слід.). Ліінія РЕ перпендикулярна 
къ плоскости А1)В (§ 156, 1). слід, и къ ЛИНІИ СІ), 
лежащей въ этой плоскости. Такъ какъ теперь СО перпен­
дикулярна къ ВО и РЕ, то СО ].М (§ 149).

G�� � � ���� ����/�� )�6 � �� & 8 � ��������-2����/� -  
	��	B� �� "	B� C�� ��	�-	�"�� � '� "	� 	�-� �#�#����%�/�� HT���� 9 � @[ U ? �

Положпмъ что СО не параллельна АВ, тогда чрезъ точку 0 можно 
провести прямую, нарад іельную АВ, которая будетъ перпендикулярна къ М 
(§ 157). Такимъ ооразомъ мы получили бы въ тонкі 0 два перпендику­
ляра къ плоскости М. что невозможно (§ 151).

9� @[M�� D�3�� ������ � � ��	�"�#��"�Y$P'� �#�#����/"/�� "��"%�BW  
�#�#����%�/� ��C�2� �	*	E�

Плоскость, проведенная перпендикулярно къ третьей линіи, должна 
быть перпендикулярна и къ двумъ остальнымъ (§ 157),  потому д ві пер­
вые прямыя, какъ перпендикуляры къ одной и той же плоскости, парал­
лельны между собою (§ 158).

9� @ ; N �� Q���#�� ) 6 � �#�#����%�#� ��	�-	�"�� � ' � ����� 	�#  
�#�#����%�#� ����	B� & Q �� ��C#!�B� � � ^"	B� ��	�-	�"��А -В

—В

Если бы прямая АВ, лежащая въ плоскости 
АВСБ, пересъкла плоскость М, то это могло бы слу­
читься только въ какой нибудь точкК прямой СО, 
общаго пересКчен1я обкихъ плоскостей ; но А В || СО, 
с.тЬд. прямая АВ не можеть нсрееЬчь плоскость М.

Сл Кд с т в 1е. Чрезъ какую нибудь точку вит; плоскости 
можно провести ое з ч и с ле н н о е мно же с т в о  п р я м ы х ъ , параллель- 
ныхъ этой плоскости.  Если чрезъ произвольную точку на плоскости 
проведутся на ней въ раз.шчныхъ направлешяхъ прямыя, а чрезъ точку 
ВН'Ь плоскости параллельный нмъ, то эти нослКдшя будутъ параллельны 
и плоскости.
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§ 161. �����23�*8� �;� �� B;� ��'+&� ��������� 0+&� ����!
�����"� �� �� 7.� �������� ���������(.� ��������� 0� ��%�'� ������

Пряный АВ и СО, лежания въ одной и той же 
плоскости, не могутъ пересЪчьея, потому что онъ на­
ходятся въ то же время въ параллельныхъ плос- 
костяхь Р и 0 ,  следовательно параллельны между 
собою.

� / 7	
в

� � �
С

§ 162 . U�k2� ���������� �� �� l .� ����� ���'�8� 0"� �&� ��!
 �"� �� ��"� %�� ��8��"� �;.� ��������� 0� ��%�'� ����()

Если оы плоскости пересіклись, то соединивъ 
какую ниоудь точку С, лежащую на линіи пересіченій, 
съ точками А н В. мы получили оы тре--къ АВС съ 
двумя прямыми углами, что не возможно, слід, пло­
скости Р и 0  должны быть параллельны.

§ 163. ����� ���� ���������� �� �� B�� ��������� 0.� ��� ��8!
��8� �;.� ����� ���'�8� �8� �&� �� �"� ���������� B�.� ����� ���'!
�8� �� �� �&� ��'��"� �)

Проведем ь чрезъ АВ дві произвольный плос­
кости , когорыя пересікуть плоскость Р по лишямъ АС 
и АО, а плоскость 0  по дшиямъ BE и BF. Такъ какъ 
АС || BE, АО || BF (§ 161) и /. АВЕ =  R =  ABF 
(§ 145, 2), то и Уу ВАС =  В =  ВАО (§ 8, слід.), 
слйдовательно АВ J_ Р (§ 149).

§ 164. ��������� 0"� �� *� ��;� �� B ; .� /���(3�(:�8�8 �
��%�'� ��������� 0��� ��������8��� �� �� ;.� ��� 0� ��%�'� ����()

Проведемъ чрезъ АВ и СО плоскость, тогда линш 
пересйчешя этой плоскости съ плоскостями Р и О 
параллельны (§ 161), слйдовательно А ВС 0  параллелограмъ, 
и потому АВ =  СО.

С л ё д с т в 1я. 1) Параллельный плоскости во всЪхъ с в о и х ъ  
точкахъ равно удалены другъ огъ друга,  потопу что прямыя 
А В и СО и въ такомъ случай будуть равны, когда он* перпендикулярны 
къ обьимъ плоскостямъ.

2) Вс якая  прямая,  проведе нная между двумя параллель­
ными плоскостями перпендикулярно къ каждой из ъ нихъ,  
служить мі ро ю раз стояні я  этпхъ плоскостей другъ отъ друга.
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9� @;[ �� ����� ����� 0� ��'+&� '����&� �;B� �� `ac.� ��%�4 �
:�+&� �&� ��/ 0+&� ��������8+&� �� ����:�  0+&� ��������8��� �& �
�� '� �� �'%�� ����� '.� �/��� �� ��������� 0.� ��� =M� ��(�� '��0 �
��� 0.� �� KM� ���������� �+&� ��������� 0)
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/=� 5�������� li� a� nk� �� 3 � w � nƒ��� �� ����������
+ �� kƒ*� ln� �� �� � � � ������ ilnk� ������� ����������W�
������ Eg� 49�� `=� �� ������� ik� L�� ln�� H����� ��"���
jƒ� LL3'* � ������ ik9=wjƒ*� ��� ��� ijƒk� �����*�����������
��"���� + �w � kƒ�� H�"�� "�"�� M�� ilj� `Ž� knƒ� Eg� `9=*� ���
D � +3 �w �knƒ�

`=� -��������� ���� ����"����� +3 � �� -'f� ��� �����������*� �� ���� ������
���"�� 3� ���������� ����"����*� "������� ������������ "�� ����"����� I''� ��
�����K����� �����)�  '� ��� ���"��  *� ������  #�w � 3'� E/S9=<� ��� ��"�� "�"��
 #�w �3'*� ���  $� w  # * � ���� ����������*� ������� ����"����� +3 � �� 5'#�
������� ����� ������������

 �� �� � � / � � � ' � � �� � � � � � � � � � � "��(�� � � � � � � � � � � �� � � �� ����� AW�
� � � � � � � � � � � � � � � � � 3' �� +/D*�  #*� ��� ������ � � � � � � � � ����d� � � � � e
" � � � �* � ��� � � � � � � ) � � � � � � � � � � � � � � �a�"��*� " � � � � � � � � � � � � " � � � � �
�� �� � �� �� ��� � H�"�� "�"�� 3'� LL� +-� LL�  '*� ��� +3�w �#'*� + �w �5#*�
3 �a�' ' *� ������ ! � +3 � ``� 5'#� �� ��� ��������� ��"������������ ����e
"����� b����� ���a "���� ������������

9� @; ; �� U��� ��8�0�� �&� ������� ���m� �B� �� `c� ���8��8 �
��������� 0��� ��������8���7.� n.� o.�  �� ������:� ��� 08� 3����)

 ��������� ���"�� +� �� #� �����)� +#*� "������� ����W�
������� ����"����� #� ��� ���"�� � * � �� ���������� ������
���"�� + *� 5*� # *� �� ������ ���"�� + ��  *� #� ����"����*�
"������� ������"����� ��� ����"������� 5�� #*� S � -5� ��@����
+5*� �' � ��  #*� 3E?�� H�"�� "�"�� +5� ]]� � '*�  #� ,� 3�� Eg� /1/=*�
��� ���������� Eg� 00=

+3< 3 �w �E+�� �<� �#� w = �b � <� '#�

9� @;U�� /=� I�������������� ������������*� ������������� �����
������ ������"�)������� ����"������*� ����������� � � � � � � � � � � � �
� � � � � �< � ����d� ����"����� � � � � � � � � � * � �� ���	�� ���������	�� �������� a�
��� ���� ��� ������������ �����

`=� !��� ����������� ����� � � � � � * � ����� ���� ������ ��"�� ���������
������ ��� �����*� ���� ���� ������ �� �������� ����������



9

Если одна плоскость пересЪкаетъ другую такъ. что по объимъ 
сторонамъ образуетъ . �  ней равные двугранные угла, то эти углы назы­
ваются прямыми, а каждая изъ плоскостей иерпендику ларно ю 
къ другой.

3) Если изъ какой нибудь точки ребра двуграннаго угла въ �2.�  
костяхъ сторонъ возетавпмъ перпендикуляры къ ребру, то образованный 
ими уголъ называется шнейнымь угломъ двуграннаго, ими углом ъ 
наклон єн і я плоскостей сторонъ.

Плоскость шнейиаго угла перпендикулярна къ ребру двуграннаго 
утла ( 149).

В'ь какой бы точки ребра мы ни ооразова.ш линейные углы. всЬ 
они равны R�� '  собою (§ 195).

§ 168. Два двугранные угла В А ! К и bade относятся 
какъ ихъ линейные сглы FEG и feg. в аG

•'"гF е 

а '

Если двугранные углы равны, то и ихъ 
шнейные углы также равны. Налоашмъ одинъ 
двугранный уголъ на другой такъ. чтобы они сов­
пали другъ съ другозгь. п точка е упала въ 
точку Е , тогда лиши ef и EF, eg и EG должны такъ же совместиться, 
потому что углы fea и FEA, gea и GEA какъ прямые равны между собою.

Если же двугранные углы не равны, но соизмеримы, такъ что ихъ 
общую M ipy, которая также двугранный уголь, можно отложить въ 
BADC m разъ, и въ bade п разь, то будемъ имЪть 

BADC : bade =  m : n.
При отложеніи общей мЬры въ двугранныхъ углахъ линейный уголъ 
FEG разделяется на ш, а уголъ feg на п равныхъ частей, потому что 
равнымъ двуграннымъ угламъ соотвітствують п равные линейные углы, 
слід, будетъ

FEG : feg — m : n.
Изъ ооіих'ь этихъ пропорцій слідуегь что 

BADC :badc — FEG -. feg.
Если углы BADC и bade несоизмеримы, то разеуждая подобно 

какъ въ § 53 можно доказать, что отношеніе двугранныхъ угловъ не 
можетъ быть ��  боліє, пи мен Be отношения линейныхъ угловъ FEG 
и feg, и слід, будетъ равно ему.

§ 1 6 0 . ! � � � � � � �  я. 1) Дв угранный уголъ измеряется  
С О О Т В ІТ С Т В  у ющимъ ему линеанымь угломъ.  Если мы примемъ 
прямой двугранный уголъ за единицу міри двугранныхъ угловъ вообще,
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то числовая величина вснкаго двуграннаго угла будетъ равна число­
вой величині его лмнейнаго угла, т. е. всякій изъ нихъ. измірянньш своею 
единицею, даетъ одно и тоже число.

2) Такъ какъ изміреніе двуграннаго угла приводится къ изміренію 
соотвітствующаго ему линейнаго, то и дуга круга, заключающаяся между 
сторонами линейнаго угла, можетъ также служить мірою соответствую­
щего ему двуграннаго угла.

3) Двугранные углы оываютъ острые, прямые, тупые, дополнитель­
ные, смежные, вертикальные и. т. д., смотря по тому, какое изъ этихъ 
названій соотвітствуегь ихъ линейнымъ угламъ. Точно также: дву­
гранные вертикальные углы равны: сумма двухъ смежныхъ двугранныхъ 
угловъ равна двумъ прямымъ двуграннымъ угламъ и. т. д.

§ П О . Е с  ли прямая А В  перпендикулярна къ плоскости 
М , то и всякая плоскось С Е ,  проведенная чрезъ эту прямую, 
также перпендикулярна къ плоскости М .

Проведемъ на плоскости М прямую АЕ перпендику­
лярно къ лшйи СІ) пересіченій ООІИХ'Ь плоскостей, тогда 
прямая АВ, какъ перпендикуляръ къ плоскости М, будетъ 
перпендикулярна и къ каждой изъ прямыхъ СВ и АЕ. 
ВАЕ, уголъ наклоненія ооКихъ плоскостей прямой, слідо- 
вательно плоскость СЕ _|_ М.

§ И1. Слі дстві я .  1) Если три прямыя АВ, АС, АЕ, 
Перес і к а ю щ і я с я в ъ  одной т о ч к і  А, взаимно пе рпендику­
лярны, то в с яка я  изъ нихъ перпендикулярна къ плоскости,  
пр о х о д я ще й  чрезъ д в і  остальные.  и плоскости М, СЕ и ВАЕ 
взаимно перпендикулярны.

2) Плоскость угла наклоненія д в у х ъ  плоскост ей п е рпе н­
дикулярна къ каждой изъ нихъ.

3) Проэктиру ющая плоскость  какой либо прямой пер пен- 
дикулярна к ъ  плоскости прозкцій.

§  т .  Е с  ли двЕ плоскости М  и С Е  взаимно перпендику­
лярны, то прямая А В , проведенная въ одной плоскости С Е  
перпендикулярно къ ЛННІН перес-Ьченія С I ) , будетъ перпен­
дикулярна и къ другой плоскости М . (Ф иг. §  1 7 0 ) .

Если проведемъ въ плоскости М прямую АЕ [ СИ, то АС ВАЕ =  В, 
потому что СЕ А  М, а такъ какъ и . . ВАС — В. то АВ _|_ М (§ 149).
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9) Чрезъ данную точку Р провести плоскость, параллельную данной 
прямой АВ, и перпендикулярную данной плоскости М.

10) Провести плоскость, которая бы была равно удалена отъ дан- 
ныхъ точекъ А, В, С, И, не лежащихъ въ одной и тойже плоскости.

11) Дана плоскость М и д в і точки А и В вне ея. Провести на 
плоскости М прямую, которой разстоянія отъ А и В равнялись бы

12) Даны две прямыя АВ и АС, который 
пересекаются въ точке А. Провести плоскость 
гакъ, чтобы каждая точка этой плоскости, напр. 
точка Р. была равно удалена отъ прямыхъ 
АВ и АС.

плоскость, равно отстоящую отъ трехъ данныхъ 
не лежащихъ въ одной и тойже плоскости, параллельныхъ А, В, С.

14) Провести плоскость, перпендикулярную къ двумъ пересекаю­
щимся плоскостямъ М и N такъ. чтобы она прошла чрезъ точку Р, ле­
жащую вне этихъ плоскостей.

15) Чрезъ точку Р провести прямую параллельно пересекающимся 
плоскостямъ М и N.

16) Внутри двуграннаго угла провести прямую, которой разстоянія 
отъ его стороиъ равнялись бы лишямъ гп и и.

17) Провести плоскость, которая бы 
проходила чрезъ прямую ОР, лежащую на 
плоскости МАТ. и составляла съ этою плос­
костью утолъ, равный пі.

18) Чрезъ прямую АВ, параллельную 
данной плоскости МРЇ, провести плоскость, 
каторая бы составила съ данной плоскостью 
уголъ т .

19) Даны две линіи АВ и ПР, не пересекающіяся и не параллель­
ный: чрезъ одну изь нихъ (ПР) провести плоскость, параллельную 
другой АВ.

20) Чрезъ данную точку Р провести причую, которая оы пересекла 
две не пересекающіяся и не параллельный прямым М и N.

21) Чре зъ данную точку Р провести плоскость, которая оы была 
параллельна двумъ лишямъ М и N. не пересекающимся и не парал­
лельным ъ.

А

лишямъ а и Ь.
Р



22) Чрезъ д ві линіи АВ и СІ), не пересікающіяся 
не параллельный, провести дві параллельный плоскости.

23) Найти кратчайшее разстояніе двухъ линіи АВ 
а СО, не пересекающихся и не параллельныхъ, т. е. 
лровести прямую, перпендикулярную К Ъ  ЛИШЯМЪ АВ И

��� � � !<?�� ���

24) Чрезъ точку Р, лежащую в ні; плоскости М, провести къ этой 
последней наклонную, которая бы была параллельна данной плоскости N�

равнялась данной прямой О-

25) Даны точка Р, плоскость М и параллельная ей прямая АВ. 
Чрезъ точку Р провести прямую, которая бы пересікла линію АВ и плос­
кость М такъ, чтобы отрезокъ ея, заключающійся между линіею АВ и 
плоскостью М, равнялся прямой а.

26) Между двумя линіями АВ и СИ, не лежащими въ одной плос­
кости, провести прямую, параллельную линіи ЕР, которая не лежить ни 
<:ъ одною изъ данныхъ линій въ одной плоскости.

27) Чрезъ данную прямую АВ провести плоскость, которой раз- 
лояніе отъ данной точки Р равнялось бы прямой а.

28) Чрезъ данную точку Р провести плоскость, которой разстояніе 
отъ данной прямой АВ равнялось бы прямой а.

29) Дана плоскость М, прямая АВ и точка Р. Чрезъ точку Р 
провести прямую, которая бы была параллельна плоскости М и отстояла 
отъ прямой АВ на разстояніе а.

30) Чрезъ точку Р провести прямую, которой разстоянія отъ двухъ 
данныхъ прямыхъ АВ и С О, не лежащихъ въ одной плоскости, равнялись 
оы лишямъ а и Ь.

31) Даны дві не лежащія въ одной плоскости прямыя АВ н СП. 
На одной изъ нихъ определить точку, которая 1) отстояла бы отъ другой 
прямой на разстояніе а, � ) была бы равно удалена отъ другой прямой 
а отъ точки Р, лежащей вні обеихъ прямыхъ.

32) Дана плоскость М, прамая АВ и точка Р. На прямой найти 
очку, равно удаленную отъ точки Р и плоскости М.

33) Провести плоскость такъ, чтобы она имела отъ данныхъ 
точех ь А, В, С, не лежащихъ на одной прямой, разстоянія а, Ь, с.

13



��

==�� 7� � ������  0+&� '���+&)

�� ��d������"��*� ��� ��������������� ������������*� ���"�)��)������ ������ b�����
����"������*� ����������� �� � � � � � � � � � � � � ���� � � � � � � � � � � ������ ��* �
�� ���"�� ������O� �����3��@�� ����"����d� a� ���@����) � ���������W�
����� �����

-���"����*� ������� �8Œ• �8� �����������d� �����*� ������)���� ����
� � � � � � � � � � � @�� � �� �� ��* � �� ������� ��@�*� ��� "�������� �����d"�)����
�������*� a� �� � � � �� � ������ I���d���� ����*� ������������� �������*�
������)���� ����"���� ������� � f������ ���� ���������������d� ������
������)��� ���������d� ������

-�� ������ �����d� ���� ����"���� ������*� "������� ������� ������ ������
������*� ��������� ����� ����)��� *4*� 9*� �� �� �� �� ��������� -���� ��������
�� � � �d � �O±������� ����� �����������)���� ���� ����);�� �� ����������� ����*�
����*� ���������d� ������ ������� @����� �����d*� ���� ����"���� ����� �� ����
��=����������

C̀=� !��� ��������� ����� � � � � �* � "����� ���� �������QU� ������ ���
������ ���� �������)�;�� ������ ������� ��������

3�� �������� ���������� ������� ����� ����"]O�� �� ����������� ����� ��W�
����� �������� ������ �H����� ��� �������� �������*� ��� �������� ���� ����������
�����d� ������ ���������� ������� ��������� ���������� ������� ������� ����"��
��� ��"���� ������*� "����� ��������������� �����d� ������ ��� ������� �������
���� ��"������ � � � � � � � �� � �� � '���� ��� ������� ������ ������������ ���
���������� �����"�*� ������ ��� ������� ����� ��"�d� ������"�T� ������ ���
�����*� "�"�d� ��� �������� ������� ��� �9 ��*� ��� ��"Q�� ��������� ����� ����
��������Q� ������������� ��� ������� �� ������)���� ��������������������"�������

�� ����� "����� ����� �����3�����"���� ����������� ����� �����*� ������ ���W�
������d� ������ N� ������� ����� ���������� ��� ���������� ��� �������� �*� ���
��� ������� ���������� ��� ������� 0C�� m���� 0� �� _� ������ ������ ����)*�
��� c� �� �O� ������������� !��� ��������� ����*� ������������� ��������*� ������
������ ����)�

'���� ��� ������������ �������
�*� �*� �O� ������



��

<� = >� ��� веякомъ трегранномъ углЕ S A B C  сумма двухъ  
“ЛОСКИХЪ угловъ болЕе третьяго.

Если в с -ё  плосме углы равны, то предложеше 
само собою: если же они не равны, то с л ё - 

лсетъ только доказать, что найболышй уголъ менЁе 
двухъ остальныхъ. Пусть ASB наибольший 

плоскихъ угловъ. Соединимъ д в ё  произвольны«
-очки на сторонахъ этого угла прямою МР и отложи.мъ 

его плоскости уголъ MSN =  ASC, а на ребрЁ SC 
SQ =  SN. Проведемъ прямыя MQ и PQ, тогда 

_MSNS£MSQ (§ 17), с л ё д . MN =  MQ. Такъ какъ M Q + P Q > P M ,  то 
PQ >  PN. Въ тре—кахъ PSQ и PSN сторона PS общая, a SQ =  SN, 

2Ç PS0 >  PSN (§ 32), и такъ
PSQ +  MS0 >  PSN +  MSN пли 
BSC +  ASC >  ASB.

§ 1Î8. Во веякомъ многогранномъ углГ. сумма плоскихъ  
угловъ всегда M ente четырехъ прямыхъ.

ПересЁчемъ стороны угла S произвольною плос­
кости ABCDE, и изъ какой нибудь точки G произ- 
шедшаго мно— ка проведемъ къ вершинамъ его угловъ 
лрямыя: тогда около g убразуется столько же тре— ковъ 
AGB, BGC . . . .  сколько ихъ находится около вершины 
S многограннаго угла, с л ё д . и сумма угловъ какъ 
т ё х ъ , такъ и другихъ тре—-ковъ будетъ одна и таже.
Но по § ITT

2Ç АВС <  SBA - f  SBC,
2Ç BCD <  SCB +  SCD и т. д.,

посему сумма угловъ мно— ка ABCDE менЁе суммы угловъ при оено- 
ваш'яхъ тре— ковъ ASB, BS0 . . ., с л ё д . сумма угловъ ASB, BSC . . . 
при верпшнЁ S должна быть менЁе суммы угловъ около точки G, 
т. е. менЁе четырехъ прямыхъ.

ПримЁчан1е. Если одинъ или н ё с к о л ь к о  угловъ мно— ка ABCDE 
зходяпре, т. е. T a x i e ,  которыхъ отверс/пя обращены къ внЁшней сторонЁ 
мно—ка, то сумма плоскихъ угловъ при верпшнЁ S можеть быть равна 
II Ш ОО ТЁе четырехъ прямыхъ.

§ 1Î9 . Е с  ЛИ ИЗЪ произвольной ТОЧКИ М внутри трегран- 
наго угла A B C D  проведутся плоскости перпендикулярно къ
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его реорамъ, то эти плоскости ооразуюгь другой трегранный 
уголъ М Ж ) Р , котораго плосше углы дополняютъ ����? @A� �  ствуюнцо двугранные углы, а двугранные соотвЪтствуюнпе плосые 
углы перваго треграннаго угла до двухъ ирямыхъ.

Пусть ребра треграннаго угла А переси­
нены плоскостями въ точкахъ В, С, Г). По 
самому построешю уголъ АВР есть линейный дву- 
граннаго угла при ребрЁ АВ, � 	 � � �� ^ А В А =  
и равнымъ обра.зомъ 2 4  АСА — И. Плоскости 
ВМ и СМ перпендикулярны къ плоскости ВАС, 
проходящей чрезъ перпендикуляры АВ и АС 
къ плоскостями, 13А1 п СМ (§ 170):  � 	 � � �� прямая 
МА _|_ ВАС (§174),  а потому А . ММ3 =  В -МАГ. 
такъ что ВАС есть линейный уголъ двуграннаго 

при ребрТ, МА. Точно также можно доказать, что 2С МРВ =  Л =  МРО. 
Такъ какъ въ четыреугольникт, МАВР сумма � � �= � � угловъ равна 4В , и 
углы А и Р прямые, ТО

а  АВР +  АМР =  211.
Въ четыреугольникт, ВАСА по той же причин*

2С ВАС 4 - ВАС 213.
Такимъ же образоми, можно доказать, что

24 АСО +  АМО =  2К. и т. д.
Слидств1е.  B �%� � тупйе одинъ изъ обоихъ трегранныхъ угловъ, 

� �%�  болте яаостренъ другой и обратно.
Ребра каждаго изъ этихъ угловъ перпендикулярны къ сторонамъ 

Другаго.
Каждый изъ трегранныхъ угловъ А и М называется полярнымъ 

угломъ другаго.§ 180. Во всякомъ трегранномъ углЪ сумма трехъ дву- 
гранныхъ угловъ болЪе 2  прямыхъ и мЪнЬе 6 ирямыхъ.

Обозначимъ чрезъ А, В , С двугранные углы даннаго треграннаго 
угла, и чрез-ь М, А, Р соотвЁтетвуюире плосме углы его полярнаго угла, 
тогда (§ 179)

А +  М =  2 И
В +  А =  2В 
С +  Р == 2В, � 	 � � �

(А +  В 4- С) +  (М -и А 4- Р) - -  6К.
Такъ какъ М 4~ А 4 ' Р <  4В (§ 178), то 

А 4- В 4- С >  213 и 
А 4- в 4- в с- пн.
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с к их ъ угловъ данныхъ трегранныхъ М и т ,  потому М и ш (I) 
������� а М h m (II) симметричны.

3) Пусть A A M B  =  amb, А А М С ^ а т с ,  А =  а. Если при ре- 
орахъ MA и ша сделаемъ тоже іюстроеніе какъ въ первомъ случай, 
тогда по нашему условно A  $%&�— опр. Такъ какъ

A  '%$�( �)*+�� ( �'%&�( �)*,�
-.�%$&�� �/0��� � �1�2�� �/3���

то A  PMC =  bra ��� след. по первому случаю и В =  b, С =  ��
4) Пусть A — a, B =  b, А  АМВ •= amb. Въ полярныхъ углахъ 

соответствующих'!, угламъ М и ш два плоскіе и лежащій между ними дву­
гранный уголъ будутъ равны, слід, по третьему случаю и остальныя 
части полярныхъ угловъ также равны, изъ чего следуетъ, что въ 
данныхъ углахъ М и га С — с, А  АМС =  ашс, А  ВМС =  bmc.

С л із д с т в і е. Т р е г р а н н ы й уголъ в п о л н е опре д е л яе т с я ,  
если даны величина и рас положеніе т р е х ъ  его частей,  с о о т ­
в е т с т в е н но  одному изъ р а з с м о т р Є н н ы X ъ с л у ч а е в ъ.

�� 182�� P � 1 � J , �

1) Внутри даннаго треграннаго угла найти точку, которой разстоя- 
нія отъ его граней равнялись бы прямымъ ��� 	�� ��

2) По даннымъ тремъ плоскимъ угламъ 
треграннаго угла SABC найти съ помощіею 
построенія на плоскости одинъ изъ его 
двугранныхъ угловъ, наир, уголъ, лежащій 
при ребре AS.

3) Въ трегранномъ угле SABC даны 
два плоскихъ угла ASB и ASC, и заключаю- 
щійся между ними двугранный уголъ ВАР. 
Найти поетроешемъ на плоскости третій плос­
кій уголъ.

4) Въ трегранномъ угле даны два его двугранные угла А и В, и 
заключающийся между ними плоскій уголъ М. Найти два остальные плос­
кіе угла и третій двугранный уголъ.

5) По тремъ двуграннымъ угламъ А, В, С треграннаго угла найти 
его плоскіе углы.

В) Построить трегранный уголъ по тремъ даннымъ плоскимъ 
угламъ A SB, ASC, CSD.

7) Построить трегранный уголъ по двумъ даннымъ его плоскимъ 
угламъ и заклучаїещемуся между ними двугранному углу.
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8) Построить трегранный уголъ, равный данному углу БАВС.

9) При данной прямой въ данной точке построить трегранный 
уголт,, равный данному.

кривыми поверхностями или плоскостями, называется тВломъ,  а граница 
или предЪлъ тЬла— его поверхностью.  Если мы измВряемъ тело съ 
помонцю соответствующей единицы, то получим-ь его объеме .  Два 
тела, независимо отъ ихъ Формы, называются равновеликими или 
р а вном'Е р н ымп, если они имеютъ равные объемы. Равными же

при каждой вершині; — многогранный или по крайней мере тре­
гранный уголъ.

Изъ многогранниковъ мы оудемъ разсматрнвать только выпуклые 
т. е. такіе, въ которыхъ каждый двуї'ранньїй уголъ менее 2Н, такъ что каж­
дая сторона многогранника при своемъ продолженіи не встретите поверх­
ности многогранника.

3) Всякая прямая, соединяющая дві вершины многогранника и не 
лежащая въ плоскости какой—либо его стороны, называется діагональю 
многогранника.  Плоскость, разсекающая многогранникъ и прохо­
дящая чрезъ ребро и вершину или чрезъ два ребра, называется д і а г о ­
нальною пло с кос т ью,

4) Многогранники называются подобными,  если они огрзннпчены 
подобными и одинаково расположенными сторонами, пересекающимися 
подъ соответственно равными двугранными углами.

5) Изъ опредВленія равенства телъ видно, что въ равныхъ много- 
гранникахъ все части (стороны, ребра, плоскіе и двугранные углы) одного 
должны быть равны соотвВтствующимъ частя.мъ другаго, и что равным

OOO)� 7� � �������*���+&)

1) Часть пространства, ограниченная со всехь стороне
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параллелограмовъ равны (§ 165, 1) а потому Аїї 25 ПО и АР П Г)Є 
§ 165, 2).

Всякія д ві протпволежащія стороны параллелепипеда молиш раз- 
сматривать какъ о снова ні я. Разстонш'е сторонъ, прннятыхъ за осно­
ваній, будетъ в ыс о т а  параллелепипеда.

Параллелепипедъ, въ которомъ боковыя стороны перпендикулярны 
къ основанію, называется прямым ъ,  въ протпвномъ же случаи -  
косымъ.  Очевидно, что въ прямомъ параллелепипед* в с і боковин сто­
роны прямоугольники: если сверх* того її основаній прямоугольники, 
то параллелепипедъ называется прнмоуго и.нымъ. Въ прнмоуголь- 
номъ параллелепипед* каждый дві перес*кающіяся стороны ооразуютъ 
прямые двугранные углы.

2) Кубомъ называется прямоугольный параллелепипедъ, ограни­
ченный со в с іх *  сторонъ квадратами.

§ 186. Два параллелепипеда, шгЁюшде равныя осповашя 
п равныя высоты, равновелики.

Дадпмъ параллелепипедамъ такое поюжеше. что пхъ шпыня осно- 
вашя совм*стятся, а верхн1я будутъ лежать въ одной и тойже плоскости. 
При этомъ могутъ быть два случая, а именно будутъ кромъ того дв* 
ооковът стороны лежать въ одной плоскости или Шзтъ.

1) Параллелепипеды АН и АЕ. иміющіе 
общее основаніе АВСО. ограничены съ двухъ 
боковъ параллельными плоскостями АВКЕ н ОСЕВ, 
отчего ихъ верхнія основанія лежатъ между парал­
лельными прямыми ЕК н НИ. — Д ві трехсто- 
роннія призмы АЕШНМ и ВЕКСОЬ равны, такъ
какъ легко доказать, что в с і ихъ части соотвітственно равны и совер­
шенно одинаково расположены. Если мы отннмемъ отъ всего тіла АВНЬ 
первую призму, то получимъ параллелепипедъ АЕ. а если отннмемъ вто­
рую, то получимъ параллелепипедъ ВН, из* чего слЪдуетъ, что эти парал­
лелепипеды равны между собою.

2) Параллелепипеды ИР и N0 им*ютъ общее 
нижнее основаше ТО, а верхшя основашя лежатъ 
въ одной плоскости, но не между параллельными 
прямыми. Продолжим* плоскости Ой, ТО, ТВ, ОЕ, 
чтобы образовать новый параллелепипедонъ N0, 
который будетъ инъть основаниями ТО и ХУ. 
Такъ какъ по предыдущему каждый нзъ данныхъ 
параллелепипедовъ равенъ этому новому, то они 
должны быть равны и между собою.
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§ 187. Всякій параллелепипеде А В О Б Б Е Н  можете быть 
обращенъ въ прямоугольный, имРющій ее  нимъ равновеликое 
основаніе и равную высоту.

Мроведемъ чрезъ ребра АВ, ВС, СО, АО 
плоскости, нерлендпкуларныя къ нижнему осно­
ваній) АВСО, и продолжимъ до пересіченій съ 
ними плоскость верхняго основані», тогда полу­
ченный такпмъ образомъ параллелегшпедъ АВМЬ 
будетъ йміть съ даннымъ одно и тоже осно- 
а потому будегь равновеликъ данному (§ 186). 

Если теперь АС прямоугольникъ. то прямоугольный параллелепипедъ 
АВМЬ и будетъ требуемый.

ваше и равную высоту.

Если же АС не прямоугольникъ, то стоитъ только 
чрезъ ребра А1 и ВК провести плоскости, перпендику­
лярным къ стороне АВК1, п продолжать сторону СЕМО, 
тогда образуется прямоугольный параллелепипедъ АВРО, 
который равновеликъ съ АВМЬ (§ 186, 1), потому что 
за основаше обоихъ параллелепппедовъ можно принять 

ихъ общую сторону А ВИС Крон* того, такъ какъ въ этихъ параллелепи- 
педахъ основашя равновелики, АВОЛт =  АВСИ (§ 79, след.), и высоты 
равны, то изъ этого следуете, что паралтелепипеды АВвН и АВРО имЪютъ 
равновелик)е основашя, равныя высоты и объемы.

§ 188. Всякій параллелепипедъ A B C D a b c d  разделится  
діагональною плоскостью на д в Ь " равнове.шкія трехстороннія 
призмы A B C a b c  и A D C aclc.

о

Проведемъ чрезъ оконечности ребра Аа пер­
пендикулярным къ нему плоскости, тогда параллелепи­
педъ АРСЕа^е, образованный пересечешемъ этихъ 
плоскостей съ боковыми сторонами даниаго парал­
лелепипеда будетъ прямой и разделяется діагональ­
ною плоскостью на две равныя призмы АЕЄаі^ и 
АЕОаеод потому что ихъ части равны и одинаково 
расположены. Такъ какъ по той же самой причины 
многогранныя тела АВССР и ябсдТ, АСПЕЕ и ас(]е£ 
попарно равны, то половины прямаго параллелепипеда 
равновелики по одиначке косымъ призмамъ АВСаЬс 
и АВСайс, слід, и эти последнія также равновелики 
другъ другу.
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равныя основаній, относятся какъ нхъ высоты.
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Такъ какъ шп есть площадь основаній, и р высота даннаго парад- 
пегшпеда AG, то его объемъ mnp равенъ произведенію основаній inn 

на высоту р.

Если ш, п, р цйлыя числа, напр. 3, 4, 5, то отложивъ принятую 
шнейную единицу на ребрахъ АВ, AD, АЕ и проведя нзъ точекъ діле- 
нін плоскости параллелями сторонамъ параллелепипеда, мы убедимся на­
глядно, что онъ заключаетъ 3 . 4 . о =  60 еоотвЪтствующихъ кубическихъ 
единицъ.

С л В дет в і я. 1) Объемъ куба равенъ третьей степени 
числа,  выражаюгцаго длину его ребра.  Посему третью степень 
числа называютъ его кубомъ.

2) Если д в і  какія нибудь лпнейныя мтзры относятся  
какъ 111 : п, то с о о т в % т с т в у ю щ і я к у о и ч е с к і я м Ъ р ы относятся 
какъ  т 3 : п3. Няпр.

I Метръ =  10 дециметровъ =  100 сантимегровъ,

1 кубичный метръ =  1000 куб. децим. =  1000000 куо. сантим.

1 Футъ — 12 дюймамъ, 1 куб. Футь — 1728 куо. дюймамъ.

| 192. Объемъ всякаго параллелепипеда равенъ произве­
денію изъ его основанія на высоту.

'Гакъ какъ всякій параллелепппедъ равновеликъ прямоугольному, 
имеющему съ нимъ равновеликое основаше и равную высоту (§ 187), 
а объемъ прямоугольнаго параллелепипеда равенъ произведенію оенованія 
на высоту (§ 191), то и объемъ всякаго параллелепипеда равенъ ироиз- 
веденію оенованія на высоту.

§ 193. Объемъ всякой призмы равенъ произведенію ея 
оенованія на высоту.

1) Разсмотримъ сначала треугольную призму 
ABCDEF которой высота Ь. Проведя изъ точекъ В,
С, Е, F ЛИНІИ, параллельный ребрамъ АС, АВ, DF, DE. 
дополнимь призму до параллелепипеда AG, имеющего 
туже высоту h. Гакъ какъ AG =  АВКС X  Iі (§ 192) 
п призма ABCDEF =  Jr AG (§ 188), то

ABCDEF =  X  h =  ABC X  h.
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Положим?), что обе пирамиды по­
мещены СВОИМИ ОСНОВаШЯМИ въ одной 
и топже плоскости и пересечены плос­
костью , ей параллельною. Если SE и 
РК высоты пирамидъ, то (§ 10(i)

ABCD = abed =  SE2 : Sc2 
FGH : fgh =  PK2 : Pk2.

Ho по условію
ABCD =FG H , SE =  PK, So =  Pk, 

потому и SE2 =  PK2, Se2 =  Pk2, след. и 
abed =  fgh.

§ 198 Двъ трехстороннія пирамиды тгЬю щ ія равиовелпкія 
основанія и равныя высоты, равновелики.

Представичъ себе, что высоты ооеихъ пирамидъ разделены на 
одно и тоже безконечно большое число равныхъ частей и чрезъ точки 
дЄ ієнія проведены плоскости, параллельный осиованіяхгь, тогда каждый 
два сеченія ооеихъ пирамидъ, одинаково удаленный отъ вершинъ, равны 
(§ 196). Каждую часть пирамиды, заклющающуюся между двумя последова­
тельными секущими плоскостями, можно разематривать какъ трегранную 
призму (хотя строго говоря она усеченная пирамида), потому что два 
безконечно блпзкія сЄчєнія пирамиды оезъ заметной ошибки равны одно 
другому. Такимъ образомъ пирамида разложится на безконечно большое 
числа чрезвычайно низкихъ призме, и такъ какъ каждая изъ нихъ въ 
одной пирамиде равна соответствующей ей въ другой, то и суммы нхъ 
т. е. самыя пирамиды должны быть таке же равны.

чтобы каждая нзъ нихъ была менее х, и чрезъ точки деленія проведемъ 
плоскости, параллельный оеновашямъ АВС и abc, тогда каждый два се­
ченія, равно удаленный отъ основанія, будутъ равны (§ 19Т). Постронмъ 
въ первой пирамиде на ея основаній и на каждомъ сеченіи внЄшнія 
призмы І, II, I I I . . . , ,  которыхъ боковыя ребра параллельны ребру

Другое  доказ ательст во.  Поме- 
стимъ обе пирамиды нхъ основаниями 
въ одной плоскости, и предположимъ, 
что РАВС >  раЬс и именно что

РАВС — pabc =  Q.

В ъ

Разность 0  всегда можно предста­
вить въ виде призмы, которой оено- 
ваше АВС, а высота х. Раздешмъ 
общую высоту Н ооеихъ пирамидъ 
на такое число равныхъ частей,



+#*� �� ��� �����d� �������C� ��������C� ����� "�����C� �C���	��C� ���W�
�����	�� ������� /*� `*� 4�� �� �� �� ��"C*� ������ ��C� ��"����� ������ ����� �����e
������� ������ ��*� ������ ��� ���������� �������	d� �� �����C� Eg� /29*� /=�
�����C� / w / * � AA�w � `*� AAA�w � 4*� ��"C� ���� ������� ������� AB� ����������C�
��������� ������ �����)� ��C��� ���@���C� �� �����)� ��C��� ����������C�
�����C�� H�"C� "�"C

I +  II +  III +  IV >  РАВС�

I +  2 —{— 3 <  раЬс, то
(I +  II +  III +  IV) — (1 +  2 +  3) >  РАВС — раЬс, т. е.

67�89�
5���"���� ������� AB� ��� �����C� ����� ���C�� ������� 5*� ������� ���� �����
��C� ��C� ��C)��� ����� �� ����� �������	�� +3 *� ��� ������� ������� AB�
�������� ����� ���C�� � *� ������� ������� S *� ��C��� ����������	�*� ����
#+3 �D ���G�*� ������������ H����� ��"��� ������ ��"�����*� ���� ��� �����C�
����� #+3 �~ � ��G�*� �� ������� ������� ����� #+3 �w � ��G��

§ 199 . Объемъ трехсторонней пирамиды Е А В С  равенъ�
трети объема призмы, имеющей съ нею одно и тоже основаніе�
и туже высоту.

'���� � �C� ���@��C� +� ��  � ��������C� ���	�� +c� ��
 '� �����������d� ������ 3 ' *� �� ����C� ���"�� '� ����"�����
�����������)� ���������� +3 *� ��� ����������� �������e
������� ������� +3 c''*� "������� ��C���� ����� �� �����
�������	�� �� ����� ������� ��� �����d� ��������)�� 7���C�
b��� ��������	�� "C� �����d� ������������d� �������C� '+3 �
����������� ����������������� '+ '6=�� -������� ����"�����
' 6=*� ��� ����	���C� '+ 'c� ��� � �C� �����������	�� ��������� '+ c� ��
' c'*� "������� ���������"�� Eg� /20=�� I�� ��������� ' c'� �� '+3 � ��C)���
�������� �������	�� I''� �� +3 � �� ������� ������� Eg� /19*� /=� �� ������� �����e
����"��� H�"��C� �������C� ���� ���������"	�� ��������� '+ c*� ' c'*� '+3 �
��������)�C� ������� +3 c''*� ��C��� '+3 � ����� ������� ������ b��d� �������

§  2 0 0 .  Объемъ всякой пирамиды равенъ третьей части �
произведенія ея основанія на высоту.

!��� � � � � � � � � � � � �d � ��������� b��� ���������	��
������ ��C������ � �C� g� /24� �� g� /22�

M� � � � � � � � � � � � � � ��������� +3 5''� �����C�
����� ����C����� ��� �����������	�� +3 '*� + 5'*� +/=''*�
��C)�	�� ��� ��)� ����� �� ����� ������� G�� 5������
b���C� �������C� �����C

. ВСЕ, $Ь.СБР, Д і.БЕЕ,
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`=� 5� � � � � � � � � " �d� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �� ���� ���
���� ��* � � � � )��d� � 	 ����� � � � � � � � 	 � � �� � �� � � � �

4=� -�� � �� � �* � � � 	 ) � 	 � � � � � � � � � � � " 	 � � � � � � � � � 	 � * � � � � �e
� � � � � � " � " � � � � � � � � � � � � * � � � 	 ) � 	 � � ��� ��� ��d� � � � � � �* � � � � �e
� � � � � � " � " � � �� � � � � � � � � � 	 � �

9� JNJ�� 8�������"%� 	* ��  � 2��, �� � 	B� ���#���/� ) �6 �h ` �
�	� �#��	B� �/ �	"� � • � �� 	�� 	�#� ��  � v � �� •�

-����������� {…t[*� ���� �������� ��������d� ��������� �����������
��� �����	���	d� ���� ��� ���@��	� •*� ��"�� ���� ��	������� ��������� �����e
������ ��� C�&�� � 3!3�� 5���������� ������� ������d� �������������d�

��������� ������ � *� ������ Eg� `SS=�
�� ���� ��������� •il�w �WZo� Eµ�WXW��=*

�������� ��������� •jk� w � •‡š*� ��	�*�
��	������� ��������� ��3 �A�=�w �[o� Eµ W=Wš=a ‡š� ����

iljk�w �­� ¡oµ�u �E o W ‡ = š : *
!��� ��	�����	�� š� ������������� �������� ���������
��� ������� Eg� /21*� `=

o�<�‡�w �Eµ�WXW�š= �̀<�̃ �� $�$� e : ���e �f � vW� �̃<�š*

µ�e �f

��������
��	��

iljk�w �Z� ¡oµ� u � v o } ‡ = � ¨ �CR\ ‡ ¨ Z � ����

iljk�w �Xµ � ¡o �u � g U + e f h� i � � �j � :P� žt

o�a � f�* �Ek o� u � e�fL�E \ o�a� e�fL�� ���� �

Zh� o�• �­ ‡� k l �u � e�fX� �� ������

iljk� w �­µ� ¡o�WvW�Ek o �WvW�e �fL � F �‡:� ����

iljk�w �Žµ� Eo�u � k l f �u �‡=�

$� ��"�� ��� ��������� ������� ��	�����d� ��������*� ����� �������� ���e
����� ��������� �� �������� �������	�� �� �������� �����������"��� ������
����*� �� ���������)� ������ ��������� ��� ������ �������

m � 	 � � � � � � � � � �� ��� � � � � � � � � � � �" � � �����d� � � � � � � � 	 � ��d���
� � � � � � * � ��� � � � � � � � 	 � � " � � � � �d� � � � � � � � � �" � � �������	 � � � � � � � � �
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и нижи яго основані я и средняго пропорці яльнаго между 
обоими о с н о в а н і я м и у с "В ч е и н о й пирамиды.

§ 2 0 3 . Объемъ трехсторонней призмы A B C D E F ,  у с е ­
ченной непараллельно основанію, равняется произведешь) ея осно­
ванія А В С  на треть суммы перпендикулярові., опущенныхъ изъ 
вершинъ D , Е ,  F  на основаніе А В С .

Чрезь вершину Е , которая ближе всехъ 
прочихъ къ основанію АВС, проведемъ плоскость 
ЕМР, параллельную этому последнему : тогда 
Д  МЕР 22 АВС (§ 184). Усеченная призма разде­
лится на призму АВСМЕР и на четырехстороннюю 
пирамиду EMDFP. Эту последнюю можно разсечь 
плоскостью EDP на две трехстороннія пирамиды 
DMEP и FDEP.

Проведемъ плоскость EFM, тогда
/\ FDP =  FMP (§ 80, след.), и потому 
пир. EFDP =  пир. EFMP (198), т. е. 
пир. FDEP =  пир. FMEP.

Если обозначимъ разстоянія вершинъ Е, D,
АВС чрезъ h, h -f- m, h —j— p, то m и p будуть разстояніями вершинъ 
D и F отъ плоскости ЕМР, след, имеемъ (§ 193, § 200)

призма АВСМЕР =  ABC X  h =  ABC
О

пирамида DMEP =  МЕР X  ^  =  ABC X  ^
О у

пир. FDEP =  пир. FMEP =  МЕР X 1  =  ABC X  1  •о и
Сложивъ эти три равенства, найдемъ что

ABCDEF =  ABC X  J + É .

! � � � � � � � " � 1) Такъ какъ это вьіраженіе равно 
і  ABC h + 1  ABC (h 4- m) - f  {  ABC (h +  p), то 

трехсторонняя призма,  ус е ч е нная  непараллельно основанію,  
равновелика тремъ пирамидамъ,  имЬющимъ тоже основані е 
АВС, а вершины въ в е р ши н а х ъ  D, Е, F.

2) Если призма прямая, то высоты ея будуть боковыя ребра, 
след, о б ъе мъ прямой трехсторонней призмы,  усеченной н е ­
параллельно основані ю,  равняется про и з в е д е н і ю ея о с н о ­
ванія на одну треть суммы в с е х ъ  бо ков ыхъ реберъ.

п т т .  п с и л в а и і я
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§ 204. Симметричные многогранники равновелики.
 ������������ ��������� ���������"�*� ������� ���� ������� ���������

��������� ����"�� � � � � ��� ��� ��� � �� �������� ������@�*� �� � � � ��������W�

���"���� �����������"���� ��"� ��������������d� ������ ������ ������ ����)��

H�"�� "�"�� ���� ������������� �����������"�� ������� ����� ����f�����

����"������� ��� ������� ������ �������� �����������"���� ��������*� ���

���� ������� ��f��� ������� �������

§ 205. ДвТ> трехетороншя пирамиды S A B C  и sab c по­
добны, если ттмЬютъ по равному двугранному угл у, заключаю­
щемуся между двумя соответственно подобными и одинаково�
расположенными сторонами.

-����� !‰� i•l� ��� y¯z*� ! � i•j����y¯{�
�� ���������d� ������ li•j� a� zy¯…�� 5���W�
����� •yO�w �¯y*� •zO� w � ¯z*� •{O� w �¯{� �� ���W�
������� ������ ���"�� �O*� GO*� �O*� ����"����*
������ ��������� •yOzO{�``�¯yz{� Eg� /0/* � 4=�
H�"�� "�"�� ! �i•l� ��� yO•zO� �� h‰�i•j� о с  yO•{O*�
��� il� �� yOzO� �� + � ]]� �O�O� Eg� 02=�� $��� �����e
���������� b����� ���@� ��"������ ���������e
������ ����"����d� +3 � �� �OGO�O� Eg� /1?*� `=*� ��
������� ��������� •ilj� �� •yOzO{O� ��������
Eg� /21*� ��f��� /=*� ��f��� �� •ilj�����¯yz{�

§ 206. Два подобные многогранника А В С Х Ж Е О  и�
аЬеДе!^ можно разложить на равное число соответственно �
подобныхъ и одинаково расположенныхъ пирамидъ.

�

�

z

?

�

-����� ����� �������� iljkn� ������� ���������W�

��"�*� "�� "�������� "�"�� "�� ������@)� �����"�)���

���� �������������"�� ljoƒ� �� knƒo� �� ���� �� �a "��

ilƒ*� inƒ� �� jko�� -������� ���� ���@���� o� h����W�

�������� ����"����*� ��� ����f����� �����������"�� ���

����������@�� ��������� ojkn*� oijn*� oilj*� oinƒ��
oilƒ�� !����d� �����������"�*� � � � "�������� �f���

��"��� ��������)��� �����f�������L�� ���@���*� �� ������

"�������� ������������ � � � ����� ��� �����"f*� ���e

�f����� ��"��� ����"������� ���� ���@���� f � � H�"��
"�"�� � � � ������� �����������"���� � �"� �����������

����� �������� ������ �� � �� � ������ Eg� /04*� 9=� [‚� "���"�

����� ��"� �������� �����������"���� �������� ¡�� ��e

����� �� ���a "�*� ��� "������� ���� �������)���� ����W�

�f��������� �������� Eg� /SS*� `=:*� ��� ��� g� `S?� ����W



		

����� ojkn� ��� ‡{|…*� oilj� tt� ‡¸z…*� oinƒ����‡y…v*� oilƒ� tt�‡yzv*� ��e
����� ���� "������ ����� b����� ��������� ������� ��� �������� ������������
����*� ��"�)��)������� ������ ������ ��������������� ���������� �� �����"����
��������������� ����������� I�"���(�� ��������� oinj����‡y…{� Eg� `S4=*�
������� ���� �������� + '� ��� ���*� ojn� ���‡……� �� ����((�� ���� ������  '� ��
��� ����� �����*� "�"�� ��������@�� ��� ������ �������� ������ �������� ���W�
��������� ������� ��� ����������� ojkn� �� ‡…|…�

9 � ! � C � � �  � � �20 � �	�	*�/0 � � � 	�	 ��#� � � -#0 � � ? � � 	 � ��0L
�	�"�� 	"� 	 ��"�� � -#- � -�#��#"/'� #� � ? � 	* ��/� S � -#- � -2*/� � �20 �
�0	� �"� �� � / 0 � ��*�� �

/=� 3�� ������ ���������� �����������"���� �������� �������� �������*�
�� ������� ���� �����������)�(�� ������ ������()�������� -������� ������
�����������)����� �������� �����������"���� ���������� "�"�� "��������
�����������)����� ������*� ������� �� ������ �������d� �������� �������
����������� ��"��� "�"�� "�������� �������

`=� '���� �����������"���� ������� ���� ����������@�� ��������� #� �� �*�
��� ����������� ���� ������@�� ������ o� �� ‡*� �� ������� ������ I� �� µ*�
� � "�)�� ������� ���� �����������)�(�� ������ ������ f � " * � ���������
Eg� /21*� ������ `=

o�<�‡�w �ž �̀<�µ *̀� ����*� �

ož<‡µ�w �ž4< µ 4�� I�� ��"�� "�"�

ož�<�‡µ�w �#�<� �

I�� �� µ4�w �f4�<�"4*� ��

#�<���w �f4�<�"4�

!��� ��������� �����������"�� �����"�)���� ���������� ��� �������
������ ���������� �� �����"���� ��������������� ��������� Eg� `S1=� �� ��e
�����d� ��������� ���������� "�"�� "���� ���� �����������)����� ��������
H�"�� "�"�� "��������� ��� ���������� �����������"���� �����������)����
������ ������()������*� ��� ����*� ���� ������ ��������� ������� ���������e
��"�� ������� ����������� "�� ������ ������ ��������� �������� "�"�� "����
�����������)����� �������

 � � � � � � / � � �  � � � � � � � � � � ) � ( � � �� ��� � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � " � � � � � � � � � � � � � � " � " � � " � � � � � � � � � � "����� � � � �
� � � � � � �d� � � � �� � � �� � � � � � � � � � � � d * � ���� " � " � � "�������������"� [���
"����� � � � � � � � � � � �d� ��������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � " � � � �

'���� ������ ����� ���������� �����������"�*� "�����d� ��� ����� ��W�
������� �������� �� ������ ������ ����@�)� �����������*� ��� ���� �������W



34
ствуюиря ребра должны относиться как® 1 : \  2. Если же объем® 
искомаго многогранника долженъ быть вдвое болКе объема даннаго, то 
соотвЪтствуюиря ребра должны относиться какъ 1 : {/ 2.

§ 208. п равильными многогранниками называются так1е, 
которые ограничены со в с ё х ъ  сторонъ равными правильными многоуголь­
никами, и въ которых® всЬ тьлесные углы между собою равны.

М огутъ быть только пять различныхъ правильныхъ много- 
гранниковъ.

Сл"Ьдующ1Я Фигуры представляютъ эти многогранники и ихъ поверх­
ности, разпрямленныя въ плоскость, но взятыя въ меньшемъ масштаб®.

V

1) Для ооразовашя тЁлеснаго угла нужно 
по крайней мКр-в 3 многоугольника, и сумма 
плоскихъ угловъ, ограничивающихъ много­
гранный уголъ, должна быть менве, четы­
рехъ прямыхъ (§ 178). Если мы предста- 
вимъ себ®, что три равные правильные 
треугольника составлены вм®ст® такъ, что 
образуют® т®лесный уголъ, то сумма в с ё х ъ  

плоскихъ угловъ, лежащих® около вершины 
т®леснаго будет® равна 3 X  fR  =  2R , а от- 
BepcTie этого угла может® быть закрыто 
правильным® тре— ком®, равным® осталь­
ным®. Такое т®до, ограниченное четырмя 
тре—ками есть правильный четы регран- 
ник® или тетраэдр®.  2 3

2) Представимъ ееб®, что четыре рав­
ные правильные треугольника, пересВкаю- 
цреся под® равными двугранными углами, 
образуют® т®лесный уголъ, тогда сумма плос­
кихъ угловъ этого т®леснаго мен®е 411, и 
отверстте его представляет® квадрат®. Если 
мы приложим® два составленные таким® обра­
зом® четырегранные угла их® отверст1ями 
один® к® другому, то образуется ограничен­
ный осмью тре—ками правильный осми- 
грани и к® или октаэдр®.

3) Если составим® тВлесный уголъ из® 
пяти равных® правильныхъ треугольников®, 
перес/Ъкающихся под® равными двугранными
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������*� ������ ������ ����"���� ������� ��"����
�†��������� ���	�� 93*� �� ���� ���������� �������
������������� ���������d� ����a "��� I���W�
����� ���� ��"	�� ����� +� �� 3*� ������ ������*�
�����d� ������ ��� �����*� ��������d� ���� /S� ��W�
"���� ������a"���*� ��"�������� ����� ���a"����
������ �������� ������� ��"���� ��� "������ ��W�
�����	�� �†�������� ����� +*� �� ����� ���a"���� ���
"������ �������	�� ����� 3*� ������ �����������
�����������d� `S� ���a "���� �������������������
� � � � ( � � � � � � � � � " � � ���� � " � � � b � � � �

$��� @����� ������������ ���a "���� ������� ���������� �†��������
����*� ������� ���� @����� ����"���� ������� ��"���� ����� ���������� ���
1� ˜ � �f� a� H�"���� ��������� �����*� ���� ���� ������������ ���� "�
������ ���������� ����"�� � � � � ����������� ����@������ �����������"����

9=� $��� ������ �������� "���������� ����e
������� ���������d� �����*� "�������� ������I��
������ ��"����*� ���������� ���� ���� ��@�� ���
"��������� 5������������ @����)� ��������
"���������� тёло ����� � � � � � � � � �d� @��� �W�
� � � � � �" � � ���� " � � � � ���� � � " � �b � � � �

$��� 9� "���������� ������� ���������� тё�
�������� ����*� ������� ���� ������ ���� ����"����
������� ���������� ��� 9c�

?=� $��� ������ �������� ������������
�����������"���� ������ ���������� �G�����d�
�����*� ������� ���� ������ ����"���� �������
��"���� ����� Ÿ J ] f ~ 9 3 � � -����������� ���†*�
���� "�� "����d� ������†� ������������ ����e
�������"�� ���������� ��� �����"������ . � �
����� �����������"�� ��"�* � ���� �"���� "����d�
���� ���@���� ����������� ��� ������������ ������
H����� ����������� �������"������ �����������*�
��� "�����d� "���� ��������� ��������� ���� ?�
���������� �� ?� ����������� �������� '���� !3†�

������������� ��"���� ��������� ������������
�������� ��"�*� ������ �������(�� ����� ����d�
��@��� ��� ���������� ����� �����d*� ��� ����������
�����������"�*� �����������d� /`� �����������e
"���� �� ���������d� ��� ���� ����� � � � � � � e
(����������������"����� ���� � � � � " �b � � � � ���

˜ ˜

FUCU
	

	� 	
	���� і , =

і

	



	�
-��� ������������ ������������"���� ����@���� ������ �������� ���

������� ����� ����������� ����������"�*� ������� ���� ���� ������ ����"����
������� ���������"�*� �������������� ���� ������������ @�����������"���
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/=� -�� �������� ������ �� ���������� "����

`=� #���K��� "���� ����"����)� ��"�*� ������ @@�� ����@�� ����� ���e
������d� @�����������"��

4=� !���� ������ �� �������	�� ������ ����W

% a 7Cm
������� ���� ����d� ���"�� �������<� ��������� ��W
�������@@���*� �� "�������� b��� ������ ���� ��

uv v u �������*

� � � 9=� !���� ��������� �� ������@� ����� ��
+ a � �����K"�)������ �� ��� ������������� �������

+3� �� # <� ���������� ���������������* �� "�������
b��� ��@�� ����� ��� ��������

4=� -��������� ���������������*� �������d� �������� ��"�*� ������ ���e
���� �� ����� ������� ���� ���� ������*� "������� �����K��������� ������� ����
������� �������� ����������������

1=� -��������� ������������d� ���������������*� "�����d� ��� ��K���
������ �� �� ����� ���������"�� "���*� "�������� ������ ������ ���	�� G�

.=� -��������� ������� ��� �������� �������	)*� �������•� �� �������	)�
��"������ ������

0=� I��������� "�������*� "�������� �������� ���������� ��� /=� ��"���d�
�����������*� `=� ���d� ������������ �����d� ������� ���� ���������

2=� #���������� ��� ����"����� ������������ /=� ������������d� �������
��� �������� ������ �������� "�"���� ����� ��� ����� �� ����"���� ������*� ��e
"�)��)������ ������ b����� �������*� `=� ������������d� ������� ��� ���e
����� �������	)� �� ������ ������������ ��������

/S=� 5�������� /=�������������))� ������� ��� �����������))*� `=� �����e
�������))� ������� ��� ����������������

//=� m�������)� �����������))� ������� ��������� ��� �����)*� "���e
��d� �������	�� ���������� ��� �K��@)� �����d� ������� ����"����)*� ���e
�����"������)� "�� ��"������ ��������

/`=� -�� �������� ��"������ �������� ������������d� ��������� ��
�������������� ���� ����"���� ������� ���������� ��� ������������ ���
����"����*� ��� ����� ����@��d� 7,�����
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13) По дэннымъ шеста ребрамъ трехсторонней пирамиды начертить 

т я поверхность на ПЛОСКОСТИ ВЪ ВИДЬ СПЛОШНОЙ фигуры.

14) Начертить на плоскости поверхность трехсторонней пирамиды, 
которой основаше и его углы наклонешя относительно боковъ даны.

13) Начертить на плоскости поверхность 
шрамиды, если даны основаше АВСПЕ, вы­

сота ОР и точка Р пересечешя основашя съ 
высотою.

10) Начертить на плоскости поверхность 
лпрамиды. если даны: основаше АВСИЕ, 
<� = � � � 	 � ребро ВО н телесный уголъ В.

17) Дано основаше АВСПЕ пирамиды 
п две ея смежный грани АВО и ВСО, по­
строить па плоскости въ виде сплошной Фи­
гуры поверхность этой пирамиды.

18) Чрезъ точку М на ребре А8 тре- 
граннаго угла провести плоскость МРО такъ, 
чтобы площади трехъ ооковыхъ сторонъ 
пирамиды БМРО были равны между собою.

19) Разделить трехстороннюю пира­
миду нополамъ плоскостью, проходящею
чрезъ ея вершину н пересекающею осно­
ваше по прямой даннаго направлешя.

20) Пирамиду ЭАВСОЕ разделить плос­
костью, параллельною основашю 1) такъ, чтобы 
площади основания п сечешя ���������> � какъ 
шнш ш п н, 2) такъ. чтобы поверхность 
отсеченной пирамиды ваЬсйе составляла треть 
поверхности целой пирамиды.

21) Построить тетраэдръ 1) по дан­
ному ребру, 2) по данной высоте.

8

22) Построить октаэдръ 1) по данному ребру, 2) по данной
шагоналп.

23) Построить додекаэдре, котораго ребро равнялось бы линш а.

24) Построить икосаэдръ. котораго ребро равнялось бы а.

23) Начертить на плоскости уголъ наклонешя двухъ смежныхъ 
плоскостей 1) тетраэдра, 2) октаэдра, 3) додекаэдра, 4) икосаэдра.
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3� F `1=� -��������� ����������"��� "�������� ���e
����� ����� ��� ������)� ������(	�������)� ������
���������� �������	d� �����d� ��������d� ���������
+3 F&�

`.=� !���� д в ё  �a �������	d� ��������*� пмё-�

)	(	�� ������� ������� �� �������d� �������	dR� ��e
�������� �����������))� ��������*� "������� ��� �����
������)� ������(	�������)� ������ ��������

`0=� m�������)� ��������� ����†��� ����"����)*� �����������)� ����W�
��@���� ��"�*� ������ ����������� ��������  † � �@ � � ����� ������)� ������W�
(	�������)� ������ ���������� �������	d� �����d� ��������d� ���������

=<�� 8� �������+���

g�  C~DP� /=� '���� ������� ��������� ��� �"��������� ������ "������*
��������� ��� �������������� ����"������*� ���������� ���������� �����e
������)� ���	�*� �������)��d� (������ b����� "������*� ��� ����������� "��e
���� �����������*� ����������� ( � � � � � � � � � � " � )R � тёло, ������������� b��)�
��������)� �� ������ �������������� "������*� ����������� ( � � �� � � � ��* �
"����d� ���� �������������� "�������a � � � � � � � ) � � � * � ���	�*� �������)����
(������ �������	d*� a� � � � ) * � �� ��������	�� ����"����d� �������	d� ������
���� ������ a � � � � � � � ) � (��������

`=� 3��"��� ���	�*� �������)���� д в ё  ���"�� ������� �������	d� �� ���e
��������� ������������ ���*� ����������� � � � � � � )�� )� � �̂�� ���	�� �������
���������� ��� (����������"�)� �����������)*� ������� ���� ��� ������ ���W�
����������� "�"�� ����� ���� �������	d� �����d*� "������� ������� �����@����
����������� (����������"�)� ������������� В с ё  ������)�	�� ������������
���*� �� ��†�����†����� �� ������ ������ �� ������ ������ ����)� Eg� /19=�

5��)��� ��†�����*� ���� ���"��� �V���	�*� ����������� ������ ���� ����
������������� ���� ���������������

4=�-� � ��� � � ( � � �� � � � �� � ����������� ��"�d*� ��� "�������� ����
��������"������� �������	)�� -��� ���"���� ��� �������� �������	d� ����
(�������� ����������� " �� ��� � � 3�� �������� (������†� в с ё  ������)�	��
��������"������� �������	)� �� �����)���� ���� в ы с о т ё , ��� "������ ��� (�e
�����†� ������� ������� ���†�� ������)��d�

'���� ������������ ���†*� ���� ������������"�� ����������� �"���� ����d�
���� ������� �������*� "�"�� �"���� ����������d� ���*� ��� ������� ��������
���@���� �����d� (��������
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3�� �������� (�������� ��K� �hG���	�*� ��������	�� ������ ���� ����
�F��	� ������������ �d*� ������������"��

9=� !��� (�������� ��� ��d��* � ����� ���� ���� ��"������� ����� ���e
����� ������� "�� �������� ����� �� ����� ����@��	�� ���� ���d� "�� ���	������
�������	d� ������

9� J@@��6��-	�� ��,����H����?��������#� ��	�-	�"%E'� �#�#�L
���%�	E� 	��	�#��E'� 	*�#.2�"�� -�2� '� -	"	�/B� �#��� � 	��	�#��E' �
�� -	"	�#�	� ���"� � ��C�" � �#� 	��� �������#�

-��������� ������ ���� ��� ����� � ��������������
��������@���� ��)�"����*� "�����d� �����K"���� ����e
���	d� �� �����������)� ���� ����"����� �����	�� ���
@@���� + �� �� � � *� +�‰� �� ���� H�"���� ���������
���������� ��������������� +M�@� �� +J��� Eg� `/S*� �̀
�� g� I$=*� �������������� +M� w � � � � �� +J�w � ��R
�� ��"�� "�"�� +I�w �+J*� ��� �� @�� w � ��*� ��� ��� ���"�� •••

O� �� M� ²
@� �� �� �����"���� �������� ���� ��� ���� ��"�)���	�
������������ ���� � � 	 � � � ������*� ��������� ��
"����d� ���������	�� (�������*� �������������� b��� "������ ����� "����*�
"�������� (������ ���������� ��� ���� (�������*� �� ���	���� ������� ���	����
���� �������	d�

9� J@J�� 8* �� � �������#� �#��� � ��	�.������E� ��	!#��
��	� 	��	�#��B� �#� �/�	"2�

M�� �������������� "����� "�"�� ���������d� ������������"�� ��� ���e
"������� ��������� �������� �������*� ������� �� (��@����� ������ �����e
����� ��� ������*� "�����d� �������	�� ��"�d� ���a "�*� �� ������� ������
������� (��������� 5��)��� ��G�����*� ���� ������� (�������*� "�"�� �������
������*� ���������� ����������	)� �������� �������	d� ��� �������

9� J@:�� �?�'���� ����������� ������ �� ������� (�������*� �� ������ ��
���/���� ���� �������	d*� ��

� � � � � � � ( � � � � � � � � a� "#�9�

`=� ,� � � � � � �* � � �% � � � / � � � � � �� � � � �� � � �	 � � �� � � � � �� � � � e
� � � �* � � � � � � � � � � " � �

4=� ,�� �� � � �� � � � � � � � � � � " � " � � � � � � � � � � � � 	 � � � � � � � � � � e
� � � 	 d� ��� � � � � � � �

9=� ,� � � � � � �* � ����	 �)���	��� � � � � � � � ��������������	�� *� � � � � � � � � � �
" � " � � �� � � � � � � � � * � �� ����K�)���	��� � � � � � � � � � � � � � * � " � " � � � � � �e
���	d* � �� � � � �* � �� " � " � � " � � � � � � � � � � �Q � �* � � � � � � � � � � � 	 d � Eg� /9/=�
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9� J@>�� O	-	�#�� �	���0�	�"%� ����#�	� �������#� �#��#  

��	�.�����E� 	-�2C�	�"�� ��	� 	��	�#��� �#� �/�	"2�
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Такъ какъ всякая прямая, парал­
лельная оси цилиндра, и соединяющая 
дв* точки, лежащія на верхнемъ и ниж- 
немъ его основаній, совпадаетъ съ боко­
вою поверхностью цилиндра, то мы мо- 
жемъ представить себ* эту поверхность 

разсКченною по длин* одной изъ образующихъ и развернутою на плос­
кости. Такимъ образомъ получится прямоугодьникъ, котораго одна 
сторона равна окружности основаній, а другая высот* цилиндра. Такъ 
какъ площадь прямоугольника равна произведенію двухъ его перпенди- 
кулярныхъ сторонъ, то боковая поверхность цилиндра равна произве­
денію окружности его основанія на высоту.

9� J@[�� 1) Если о о о з н а ч и м ъ ч р е з ъ Ь в ы со т у прямаго
цилиндра,  чрезъ к образ ующую,  и чрезъ г р а д і у с  ос н о­
вані я ,  тогда  окружность  основані я  б у д е т ъ  2гя, слі д .

боковая поверхность  цилиндр а =  2гяЬ =  2гяв.

2) Такъ какъ пл о ща д ь  о снованія =  яг2, то вся по в е р х ­
ность (О) прямаго цилиндра равна 2гяЬ +  г2я  г2я, т. е.О == 2гя (г +■  Ь) =  2гя (г 4-«).

9� J@;�� @?�D�#� �	�	*�/�� �������#� &� �� �� 	"�	��"��� -#- 
-2*/� �#��2�	��'� �0 � 	��	�#��B� ���� -#- � -2*/� ��	�.�	��!�0 �

J?� O	-	�/�� �	���0�	�"�� 8� �� 	� ��20 � �	�	*�/0 � �����3  
��	� � 	"�	��"��� -#- � -�#��#"/� �0 � �#��2�	��� 	��	�#��B� ���  
-�#��#"/� �0 � ��	�.�	��!�0 �

1) Пусть А и а будутъ, оси Я и я производящія, В и г  радіусьі 
основаній, Н и Ь высоты пилиндровъ, тогда (§ 213, 1)

С : С  == В 2яН : Г2яЬ =  В 2Н : Г2Ь.

Но по § 210,  4 А : а =  й : я =  Б : г =  Н: Ь, и Б3 : в3 =  И3: г3, откуда

С : С =  В 3 : г3 =  Б3 : в3.

2) Такъ какъ (§ 213, 1) О : о =  2ВяБ : 2гяв =  ВБ : гв,

О : О ■= В 2 : Г2 =  Б2 : в2.

то и
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V. О конусі.
§ ж  /=� '���� ������� +3� � ��� �� § `/0=� ��������� ��� �"���e

������ +3 � "����� ��"�*� ���� ���������� ���������� ������ ����������)� ���"��
+�� ������)� ��d� ����"����� "����*� ��� ������������� ��� �����@���� "������
������������ ����������� " � � � � � � " � )* � �� �	��*� ������������� b��)� ��e
���������� �� �������)� "����*� a� " � � � � � � �R � ����������� ������� ��e
��������� � � � � � � ) �� )* � ������������ ���"�� +� a� � � �@���)* � "�����
3c � a � � � � � � � � 	 � ��* � ���	�� +'*� �������)���� ���@���� +� ��� (��W�
������ �������	�� '� a � � � � )* � �� ��������"�����*� ��������d� ���� ���@����
��� �������	�*� a� � � � � � � ) � "������

`=� -� � � � � � � " � � � � � � � � ����������� ��"�d*� "�������� ���� ������e
��"������� "�� �������	)*� ��� ����������� ��� �����d� "������ �����������
" �� ��� � � -����d� "������ ����������� �����@���� ���������������
���a "�� �"���� ������� ���� ���� "�������*� �������� �����d� "������ �����W�
������ �������	�*� �� ����������� ��"���)� ������������ "������� 3�� ��������
"����d� ������� ����������� ��� ���)� �� ��d� ������)�	�� ������ Eg� /?4*� `=�

4=� 3��"��� �d���	�*� ����������� ������ ���@���� "�����*� ����� ��������W

��"�*� ��� "�������� ��d� �������� a� ������)�	�*� �� ������� a� ������ ����e
���	�� "������� '���� �d���	�� ���������� ������ ���*� ��� ����������"��
��������� ���� ������ ������)����� �� �	������� �������	��� 3�� ��������
"����d� ��d� ���� �d���	�� ��������������� ���a"�*� �� ��d� �����	�� �d���	��
������)��� ������� ��������������� ���a "�*� ��������"������d� "�
�������	)�

4)� !��� "������ � � � � � � �* � ����� ���� ���� ��"������� ����� �����e
"������ ������� "�� ������@���� �� ���������� "�"�� ���	���	� �������	d�

?=� '���� "������ ����d"������ ����"����)*� �����������)� �������	)*�
��� ������ ���*� ��"�)��)������ ������ ����"����)� �d���	�� �� �������	���*�
����������� � �d � � � � � � � � " � � � � � � � * � ���������� ��� �����*� ��"�)��)e
������ ������ ����"����)� �d���	�� �� ���@���)*� � � � � � � � � � � � � � � � �
" � � � � � �� �

5������	�� "������ �� �������� ���� �d���	�� ������)���� � � � � � � � 	 � ��* �
��������	�� �������	d� ������ ���� ������ a � � � � � � � ) * � �� ���	�*� �������)����
(������ �������	d� a� � � � ) � ��d�������� "�������  ������ ������*� �������
��� ���� ��������"������� "�� ������@���� ���� �d��*� "������ �����������
������� � ��� � "������

3��"��� ������*� �������)���� ��� ��"���)� �����������)� "������ ��
�������)���� ��d� ���"�� �������	d*� ���������� ���� ���������	�� ������
���@���� ���������������� "�����*� �� ����������� � � � � � � �)*O����)�� 3�� ���e
����� "����d� ��d� ������)�	�� ������



��

J� :@R�� �M� ;�8���� � � � � � � � � � 2���� �� '��.� ��������� ��� �� �4 �
��  �� ��� .� ����� ��'�&.� ��������� �����&�  �+�����8�  �� ��� �
��� �� '��)

KM� ���:���� �� ��� �8� �� '��� �� ���:���� ����� �8.� ������� 4 �
 ���� ��������� �� �� ��� �(.� �� ��8��8� ���&� �������0� �+&� ��/4 �
���8 �"� H��.� ��� � ��&� ���*� 0)

/=� -���������� ������ ���� ��� �������������� ��W�
������@���� � � 	� ����"����*� "�����d� �����K"���� ��W�
�����	�� �� �����������)� ���� ����"����� �	���	�� ���
��@���� 3 � �� G�*� c'� �� �	‹*� ������ 3 � ¡]�G�� �� c'� ]]� E	��
Eg� /1/=�� I��� �����	�� ���a"���� ��K�����

3'�<� B��w �+'�<� /��* � [ �X� IC��

H�"�� "�"�� 3'� ww�c '*� ��� �� G��w“/��� H����� ��"��� ������ ��"�����*� ����
��������	�� ���"�� �� ���� ����������� ����"�� ���	�� �	���	�� ������ G�*� ��	�*�
"������ �	���	�� ����� "�����

`=� '���� ������� +#� ��������"������� "�� ������@���� 33 � �� GE/�*�
��� ���� �����	�� ���a "���� ��	�����*

3'�<�G��w �+3�<� �G�w �+#�<� �́ *� ��	�*� ��

3'` <�G� �̀ a�+3` <� �G �̀w � +#`<� �´ �̀

H�"�� "�"�� �������� "������� ���������� "�"�� "�������� ���� ���	����	� ���

"����� 3'�<�"����� G��w �+3`<� �G �̀w � +#` <��Q �̀

g� ` / 2 � � /=� '� � �� " � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � " � � � � ) � � � � � �e
������)� � � � � � � � 	 )* � � �� �� � � � � � � �d� � �"��� � � � � � � � � � � �� �@	d�
" � � � � � � � � � � � � � � � ( 	 � � � � � Eg� `/.*� 9=�

`=� -�� �� � �� � � � � � � � 	d� � � � � � � � � � � " � � � � � � � � � � � � � � � � � �
" � " � � " � � � � � � � � � � � � � � � " � � � � � � � �

9� : : N �� 7�&��&� ��8����� �� '��� ���� &� ������ ����/��4 �
�� �8� ���:���� ���� �� ��� �8�  �� �0���')

'���� �������������� "����� "�"�� ���������d� ������������"�� ���W�
����������� ������ �������*� ��� "������ ������ ���������� ��� ��������� ���
���"������� ����@���� �������� �����d*� ���� ����� ��	�����*� ���� �������
"�����*� "�"�� �� ��������*� ������� ������ ����������	�� �������� �������	��
��� �������
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§ 221. і)  Обозначимъ чрезъ Ь в ыс о т у  конуса,  и чрезъ 

г раді уси его ос нова ні я. тогда о с н ова н і є =  г2я. слід, 
объемъ конуса =  G� H"�� �

2) Если 5 б у де т ъ  образующая прямаго конуса,  и г раді уси 
основані й,  то в ы с о т а  конуса =  [/ в2 —  г2, а

о б ъ е м ъ =  ^г2Я [/ ^  — г2

3) Д в а  конуса,  имВющіе равные основані й и равныя- 
в ыс о т ы,  равновелики.

4) Два  конуса от нос ят с я  какъ п р о и з в е д е н а  и х ъ осно 
в а н і й на высоты.

5) Объемъ ко нус а  равновелики трети объема цилиндра,  
и м і ю щ а г о  съ конусумъ равный основані е  и высоту.

9� JJJ�� Определить объемъ усеченнаго конуса по данной 
высоте Ь и рад)усамъ И и г верхняго и нижняго основаній.

Положимъ, что усеченный конусъ дополненъ до 
цьлаго чрезъ продолженіе его боковой поверхности.
Если назовемъ высоту дополнительнаго конуса чрезъ 
х, то высота цЪлаго будетъ х Д- 1), слід. (§ 221, 1)

цЪлый конусъ =  2 т (ЪД-х)

дополнительный =  -̂г2ях, сльд. 

усеченный =  ^Д2я (Ъ Д -х)— -̂ г2ях,

� ���  [Юй Д- (Л2 — г2) х ].

Такъ какъ Л : г — Ь Д- х : х, то

Ьгх =  —------_. потому

усеченный конусъ =   ̂я  |̂ Д21і Д 

Но Л2 —  �J�I �H5�D3��?� (Л — �?'

Л2 — г2 
Л — г

слід.

Ьг)
усеченный конусъ =  ^яЬ [Л 2 4- (й +  г) г ]  

=  (Л2 D3�Лг D3�г2).

Это выражеше можетъ быть представлено и въ сл£дующемъ видь: 
Ъ̂ (яЛ 2 Д -я г2 Д-яЛг), и такъ какъ яЛг =  | / яЛ 2.я г 2, то объемъ 

усКченнаго конуса  равенъ объему по л наго той же высоты.
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��� � � � � � � � 	 � � " � � � � � � � � � � � � � � � � � " � � � � � �C � � � � � � � � � � �� ����� �
�������� � � � � � � � 	 d� ���C ��������������� "� �� � �* � � � � � � � � �d� � � � � � � � � � �C �
� � � � � � � � � � � " � �C � �� �� � � b����� ��� ����� � � � ( 	 � ����

 � ��C ���� Е сли �������C� �C� �������	d� \п\і�Ef4�W“W�d�� �`=*� ����
���	��C� ����@���� �������	d� Г a� �*� ��� �������C� •d �̀�G*� ��� ��� ������@��
������� ( 	 � � ���� " � � � � �< � �� �������C� й w ��*� �������C� d R̀�G*� ��� ��� ��e
����@�� ������� (����������������

§ 2 2 3 . Боковая поверхность прямаго конуса равна по­
ловині произведенія окружности его оенованія на производящую.

H�"C� "�"C� ������*� �������)���� ���@���� "������
��� "�"�)a����� ���"�)� �������	��� ���������C� ��� ��e
"���)� �����������)*� ��� ��� �����C� ������������ ���C�
���� ������������ "������ ���������� ��� "�"�dW�����
������)��d� �� ����������� ��� ����"������ H�"C� "�"C�
��C� ���"�� �"��������� �������	�� ������ �������� ��C�
���@���*� ��� ������������ ��"����� ������������ "������
�����C� "������d� ���C��"�*� "�������� ���	��C� �����C�
������)��d� "�����*� �� ����� a� �"��������� �������	���

-������� "��������� ���C�"�� ���������� �������C� ����������	�� ���� �����
��� ���	��C� Eg� /42=*� ��	�*� �� ��"����� ������������ �������� "������ ������
�������C� ����������	�� ���� �"��������� �������	�� ��� ������)��)�

§ 2 2 4 . /=� '� ��� � � � � � � � � �C � � � � � C � 8� � � � � � � )�� )� ���e
��� �� " � � � � � * � �� � � � �C � �� � � � 	 � � C � � � � � � � � 	 �* � � � � � � � � " � � � � � � � � �
� � � � � � � 	 � � � � � � � C � ��� �� � `��� � � 	 � �

� � " � � � � � � � � � � � � � � � � �w � г$л.

`=� 3 � � � � � � � � � � � � � � � " � � � � � � � � � � �C � �����

гбп� 9W�� R̀��w � �п�E��WEW�в),

4=�'���� � � � � �C � ����� � � � 	 � � C � � � � � � � � 	 � � �* � �� � � � � � � �

" � � � � � � G*� ��� � � � � � � ) � � � � 0�w �}/~г2� W=W�VV *̀� ��	��

� � " � � � � � � � � � � � � � � � � � a� г л \ / �� �̀ G �̀

� � � � � � � � � � � � � � � �w ��R �E � � u � � ` �WEW�G =̀�

9=� 5"��������� ��������� �	���	�� "�����*�O��� ��� �	���	�*� �������������
������������ �������	)� �� �	������� ������� �������C*� ������ �������C�
�"��������� �������	�*� ������� ���� �"��������� �������	�� ���������� "C�
�"��������� �	���	��*� "�"C� ���	��C� �����d� �"��������� "C� ���	���� �����d*



��

���(���� ��� b��� ���������� "�"�� (K���� ������� "�� �������•�� 5��)��� �����•�
���� � � " � � � � � � � � � � � � � � � � � " � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � • � � " � � �e
������ � � � � � � � � � �G���/�� ��� � � � � � � � � � ��)�

9� JJ[�� 8�������"%� *	-	�2E� � 	���0�	�"%� ����#�	� 2�� , � �3 �
�#�	� -	�2�#� �	� �#��	B� ��	�.�	��! �B� ^� �� �#��2�#��� 5 � �� � � � �C3 �
���	� �� � � �0� � �	 � 	��	�#��B�

-����������� ���	*� ���� ��������d� "������ �����W�
����� ��� (	����� �� ����������� ������)��)� �������W�
��������� ������ �*� �� (	����� ������ �� a �*� �����

��"��*� ����� (	����� "���� w � c� E�� a=a��=� � �

��"��*� ����� �������� "���� w � ���*� ��	��

��"��*� ����� ������ "���� � � � � E�� �A�� �=� B ��� � n [

w �HB��u �HB�a � �?�� = � ��

H�"�� "�"�� d�<� ��w � �� 9 ���<� �*� ���

�I

B� 3�� '$'Y�3
��"��*� ����� ��	��� "���� a� HB��W=W�F�=��

� � Ed� 9 W�F=� 8d*

�̂�� ��	�����	�� ������ E � d W=W��=�0*� ��	�*� � � " � � � � � � � � � � � � � � � � �
����	 ��������������� " � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 	 � � " � � � � � � � �d � �� ��� � � �
�� � � � � � � � � � � � � � � � � 	 � * � ���� �� ���d� ��� � � � � � �)��)�

9� JJ;�� @?�'���� ������ �������� ���� )6� ���������� �
�����������)� �������	)*� ������ ���/���� "����� �	���	�

���"�����

 3 �� �"��������� ���

3�������	�� ��"���d� ������������ ��	�������� "������ HB�a �?����� ��"���W�
�����*� ���� � � " � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 	 � � � � � � � � ����� � �� " � � � � � �
������ ������� � � � � � 	 �)� � � � � � � � � � � )��d� ��� � " � � � � � � � � � � � � � e
����� � 	 � �‹�	 ���

`=� 3 � � � � � � � � � � � � � � � � � � �� � � � � � 	 � � � � � � �� " � � � � � � �����

Hvv�9 � �M� � � 9 � "K�� 9 � �K��� D � � w" �̀9 � � �̀ x � H;� x � �M��y)

4=� '���� :F� 7)������ H]�� 9 � �=��: � ���)����� ��a� � *� ��� ��������� ��W�
�����	�� 2)&)�)<� ������������ (	����� "�����*� �� �����	��� $�a� �� ���������
�̀�*�*� ��� ��� ��������	�� ��"���d� �)���8�)�!,� (�������� Eg� `/?*� /=�



>;

4) Если кромЁ її и г дана высота АВ =  її прямаго уеЁченнаго 
конуса, то опустивъ изъ точки Е на нижнее основаніе конуса перпен- 
дикуляръ ЕЕ =  Ь, получимъ |/3і2 Д- (И — г)2; тогда боковая поверх­
ность М и вся поверхность О уеЁченнаго конуса будутъ равны

��D �z� x � ��>s{u�� 2� x k H;�V�� )2

О =  �  [Е12+  г2 +  (И +  — г)7 ]

9 � JJe�� CL� 8* ��/� � �20 � �	�	*�/0 � -	�2�	� � 	"� 	��"��
-#- � -2*/� � 0 � 	��B� ���� �#��2�	��'�

2 ? � O	-	�/ �� � 	���0�	�"�� 8� �� 	� � �20 � �	�	*�/0 � ����/0  
-	�2�	� � 	"� 	 ��"�� � -#- � -�#��#"/� � 0  � 	��B� H) '� #?'� ���� 	*�#.2E3  
! �0 � HO '� �?� ���� o�#��2�	�$%� H_ '� �?�

1) Такъ какъ ооъемъ конуса равенъ трети объема цилиндра, имею­
щего съ нимъ равное основаніе и равную высоту (§ 221, 5), а объемы 
подобныхъ цилиндровъ относятся какъ кубы ихъ осей или рад1усовъ 
(§ 216), то объемы конусовъ будуть � � ��� � тоже отношеніе.

2) Такъ какъ О : о =  115я : гG�� и

А : а =  Б : 1 =  8 : Ї, то и 

О : О =  й2 : Г2 =  o# : в2 =  А2 : а2.

9� 2 2 8 �� d # � # , � �

1} Построить цилиндръ и конусъ, если даны рад1усъ основанія г 
высота Ь и уголъ а наклоненія оси къ основанію.

2) Даны радіусь основанія и высота прямаго цилиндра. Построить 
другой прямой цилиндръ, котораго боковая поверхность равнялась бы 
всей поверхности, а основаніе—основанію нерваго цилиндра.

3) Начертить кругъ, котораго площадь равнялась бы � �	�� � поверх­
ности 1) прямаго цилиндра, 2) прямаго конуса, которыхъ радіуси осно­
ванія и высоты даны.

4) Начертить кругъ, котораго площадь равнялась бы всей поверх­
ности прямаго усЁченнаго конуса.

а) Даны два подобные конуса; построить третій, который бы былъ 
иодобемъ данными, а ооъемъ его былъ среднее геометрическое между 
ихъ объемами.

б) Построить цилиндръ, который бы былъ подобенъ данному цп 
линдру и котораго поверхность относилась бы къ поверхности даннаго 
цилиндра, какъ т  ; п.
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4) Перпендикуляры,  воз е т ав ле нные  изъ центровъ д в у х ъ  
к а к и х ъ либо н е п а р а л л е л ь н ы х ъ кругові)  с і ч е н і й  в с т р е ч а ют с я  
въ ц е н т р е  шара.

5) C	D5�E� д в у х ъ  па р а л л е л ь н ы х ъ  с Є ч є н і й  л е ж а т ь  на од-  
н о мъ  и то мъ же д і а м е т р е ,  п е р п е н д и к ула рн о мъ къ  пл о с ■ 
к о с т я м ъ  о бо их ъ  � � � / � � � �

0) Круг ъ сечені я  определяе тся  тремя точками на п о ­
в е рхнос т и шара (§ 140).§ 233. 1) СЪчешя, находящаяся на равныхъ разетояш яхъ  
отъ центра ш ара, равны. 2 )  Плоскости равныхъ січен ій  н ахо­
дятся на равныхъ разетояш яхъ отъ центра шара. 3 )  Сеченія 
гЬмъ 5ол1)0, ч1)Мъ ближе къ центру шара. 4 )  Изъ двухъ не- 
равныхъ сЬченій большее находится ближе къ центру ч1,мъ 
меньшее.

Если изъ центра шара на две c-Єкущія плос­
кости опустимъ перпендикуляры m и п, то эти 
после дніє будутъ служить разстояніямн плоскостей 
отъ центра шара и пройдуть чрезъ центры 
сЄчєній. Проведемъ въ обоихъ крутахъ сечеиій 
радіуси г и р и соедипимъ ихъ концы съ цен- 
тромъ шара радіусомьй: тогда изъ произшедшихъ 
такимъ ооразомь прямоугольныхъ тре—ковъ 6у- 

демъ иметь

R2 = : Г2 -f- Ш2 и R2 =  p2 +  П2, след.
,-2 + 1П2 =  Р2 +  п2t

1) Если m =  п, то г 2 =  р2 ИДИ г =  р.

2) Если г =  р, то ш2 =  и2 или m =  п.

3) Если п <  ш, то р2 >  V2 иди р >  г.

4) Если р >  т, то п2 <  m2 или n < m.§ 234. 1) Сеченіе, проходящее чрезъ центръ шара, называете
большимъ кругомъ,  все же остальныя — малыми кругами

2) В с е  больные круги одного и того же шара р а вн ы 
между собою,  потому что имеютъ равные'радіуси.

3) Д в а  большіе круга де л ят с я  взаимно иополамъ,  такъ 
какъ ихъ плоскости проходять чрезт, центръ uiapa. потому и линін перс



�@@

�	���	�� ����"����d� ���d����� ��"��� ������ (������ �� ������� �����W1� �	�W�
�������� ������� "�������

9=� -������������ �������	d� ���"�� �������	������*� ���� @��� � �� ����
������������ �������� �����3��� ���"�)� ����"����)*� ���������)� ������
(������ @����� f������ ��������� @���� ����������� � � � �@� � � ����

?=� 7����� ���D� �	����������� ��������������d� ���"�� ������������
@���� ������ ��������� ������������� ���������� ����@���� "�������� �� ������
� � 	� ��� �	����������� ���������������� ����"�� �!���� ����@�d� �� ������e

������� ���������� ������� "�������

9� J : [ �� � ?� G�� � � � � 	 �- 	 �"%� � � ��������-2����#� - � �#��2�2
) & � � � - 	 � � �� � �	 � ) ' � "	� 	�#� -#�#�" � � � � #�#'� "�� ��� �� ��" � � �
��� � "	�%-	� 	��2� 	*!2E� "	,-2�

� ? � Q�	�-	�"%� �'� -#�#"��%�#� � - � �#�2'� ��������-2����#� - �
�#��2�2� ) & '� ��	0	��! ��2� ,��. � "	,-2� -#�#����

/=� '���� + � •]•�M*� ��� ���������� (������  � ���
�����������)� ���"�)� 3� ������)� ��� ����"����� M� E���
��"�)���	���� ���"�� +=*� ���������  3�D � +� E/?4*� /=R�
��	��� 3� �� ���"��� ������� ���"�� ����"����� M*� ��� ��e
"�)���	���� ���"�� +*� ������� ��HD� @����

`=� '���� ����"����� M� ��	���� ��� @������ ����"�� ����� ����)� ���"��
+*� ��� ���"��� ������� 3 *� �������)���� (������  � ��� "�"�)� ������� ���e
"�)� 3� ����"����� M*� ������� ���	‹� ���	����  +*� ��	�*� ���	��  +� �������
"�����d@��� ��������	�� ���"��  � ���� ����"����� M*� ��� ��� ��������"������
���� ���"��  � ��� ����"����� M�

 � 	 � � ����	���� /=� -� � � � � � � " � � � � � * � � � � �� � � �d� � � � � (� �� �� �
@���� ��� " � � � � � � � � � )� " � � ����� � � � � " � � � � * � � � � � � � � � � � � b���
��������	 �����)�)� ��� ������"� �� "�� ��	 ��

`=� -� � � � � � � " � � � � � � "�� " � � � � � � � � �d� ��� �"�� � �* � ���W�
�� �������������d� � � � � � � " 	 � ��� " � � � � 	 �* � � � � d � � � � � � � � � � � ( � � � � � �
@���� Eg� /?/=�

g� ` 4ED �� /=� 3��"��� ����"����*� �������)���� @���*� �	����� ���
��� ���� @������� ���	�"�� ���� � � � �� � � � � � '���� �	"����� ����"�����
���d����� ������ (������ @���* � ��� "����d� ��������� ������� ����@��	�����
-������� "����� �	���	��� ����������� � � � � � � � �	��W� � ���������� '���� ���W�
�����W�� �	������� ��������"������� "�� �������	)*� ��� ������ ���*� ��������
������ (�������� �������	�� �� �����������)� @���* � ����������� � � � � � � ) �
@�������� ���������



`=� 7����� @�����d� �����������*� ��"�)��)������ ������ ������ �����e
��������� ��"������ ����"������*� ����������� � � � � )� ���� @� � � � � � � �
� � � � � � � * � �� ������ @���*� �������� ������ b����� ����"������*� @� � � � � � � �
� �� � �� � � -������� ��������������� "��������������� @�������� ���)� � � �� � �W�
�	 ���* � �� ��������	�� ������ �������	���� a� � � � � � � )* � ��"�� ���� b��� ������e
���*� ����������� ����	)� ���	���� @���*� ��������"��������� "�� ������@���� ��
��"�)��)������� ������ ������ a� '���� ����� ���� �������������� ����"����d�
"���������� "�� @���*� ��� ����������� ��������*� ���)��d� ����"�� ����� ��W�
�����	��

4L � '���� �� �� � �" �� "����� ��G������ �����d� ��������� �"���� �������

���� � � � 	 � � � � 	 � ���� ����������)����*� ��� ����������� @ � � � � � d � � � � G W �

� � " � � @�� � � " � � � � * � �� !���� "��������� �����"�� ����������� ����

b����� ������������ @�������� ���������

9� ’ d “ � � Q 	���0� 	�"%� �#�#� �#��#� > � 2� '� ����� �� 	.�#,#�" 

'���� �"���� ����"����� MS‰*� "�������� ���/����

�*� ���@����� �������������� ����*� ���a "�� +3 -''�

�� � �������� �������� �������� �� ������������ ����*�

���� ���� %������ ����������� �"���� ���	�� +'*� ���

+3-Ÿ' ' � ���@���� тЄ.го ������	�*� �� "������ ����

��������a� ������������ "�����*� ���� �������*� ���� ��—W�

�������� ����"����)*� �����������)� �������	)*� ���� d�W�

"���(�� (��������� 5�������� � �� � ���@���� ���a "��

��������"������ ��� ���� +'*� ������ �����"�� ����

+$*� �f*� fG� �� �� �� ������� ��������� ������������ ����

������	�� ���a "�� �������� �� ����������� "��������

�� (��������

/=� 7����� ���������� ������������ ��������®� "�����*� ��������������
������	��	=� ���	�� 3 *� ���������� ���� ���"�� 3� �����)� lº� ˜ �  f� �� ����
�������� H� �������� 3 *� ��� ��� ���� ���"�� ‹�� ���"�������	�� ��� "������*�
�����)� HI� •¡� +'� �� "����� ����� ���	���� H � w � � � H�"�� "�"�� HI� �������
���	��	*� "����� ������®� сЄчєнія� ����������� "�����*� ��� Eg� `̀ ED*� /=�

-����������� 3 � w � O~̀�� ��HI� ��3 �

I�� I�� � g� 24*� `=�! 3  J ��"�H5I*� �����

3 �<� H5�w � ( q <�HI� ����

3 �<� ��w �df�<�HI�� ��� ��

3 � ��HI�w � �� ��5f*� ����*�

������������ 3 � a� `������  f�

�#��2��� �#�#�

+



53

2) Чтобы вычислить поверхность цилиндра, обраэованнаго движе- 
шемъ лиши СО, проведемъ изъ точки касашя 0  рад)усъ 0 0 . Такъ какъ 
0 0  =  0Ь, то (§ 215, 1)

поверхность СО =  2яг . КЕ.

3) Наконецъ чтобы вычислить поверхность полнаго конуса, про­
ведемъ изъ точки касашя Б прямую 8К ( АР и радуусъ 8 0 , тогда 
(по § 224, 4)

поверхность ЕР =  2 т . 814 . ЕР.

Но такъ такъ ДЕ Р Р о о ОБ Й,  то 

ЕР : г =  РР : или ЕР . 814 =  г. РР, слВд.

поверхность Р!Р --- 2'/г . РР.

Изъ всего этого видно, что по в е рх но с т ь  цилиндра и пол­
наго или у с "6 ч е н н а г о конуса равняется окружности большего 
круга (2тгг), умноженной на высоту тВла, такъ что

пов. АВ - -  2пт . АО 

пов. ВС =  2тхг . ОК

пов. ЕР =  1чг  . РР.

Сюжчвъ в с ё  эти части, получимъ: 

поверхность  т і ла  вр а ще н і я =  2тг (АО -)- ОК РР)

=  2пг  , А Р .

Увеличивая число сторонъ опшаннаго мно— ка, мы можемъ сдблать 
разность между его периметромъ и окружностью менве всякой дан­
ной величины. Съ увеличешемъ числа сторонъ величина оси АР при­
ближается къ величині діаметра, въ которую она и обращается, если 
число сторонъ мно— ка оудетъ безконечно велико, т. е. когда мно— къ 
обратится въ кругъ, въ какомъ случав тіло враіценія обратится въ шаръ. 
Если въ вьіраженіе '2лг . АР воставимъ АР =  2г, тогда

п о в е р х н о с т ь  шэра =  4г2л.

§ 2 3 8 »  1) По в е р х н о с т ь  шара въ 4 раза больше пло­
щади его большего круга.

2) Поверхности ша р о в ъ  относятся какъ квадраты ихъ 
раді ус ов и или ді аметрови.  Если О н о  поверхности шаровъ. И и г 
радіус ы, В и (і діаметрьі( то

0 : 0  =  4142Л : 4г2Д =  Б 2 : Г2 =  О2 : б2.
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Положивъ въ урав. ( 1 7 )  а  =  Ъ, получимъ

f cos 8| a  c o s 2 а  —  s in 2 а  или

"  | c o s a  c o s | - s i n |

Если последнее уравнеше прибавимъ къ урав. ( 3 )  1 =  
c o s 2 ^ +  s in 2 ® и отнимем* отъ тогоже уравн еш я, то 
получимъ два слПдуюпия :

(22) 1  +  cos а  =  £  c o s 2
"

(23 ) 1  —  cos а  =  S s in
"

Изъ этихъ двухъ ������ выводятся 7)�����l

а  1 / 1 4 - c o s a  т„„  1 / ^ l + c o s * a(24 ) cos — =  I /  — ---- или cos а  =  1 /  — --- - - - - - -

« а  1 / 1  —c o s a  ТТТТ1 . 1 /  1 — cos З а(25) sin  ^  =  ' - - - - - - ^ ----- или sin  а  =  '  -------- ^ -------

Сложеше и вычиташе уравнешй ( 1 6 )  и ( 1 8 )  даетъ:
(26 ) sin (а  +  Ь) +  sin  (а —  Ь) =  3  sin  a  co sb
(27) sin  (а +  to) —  sin  (а —  to) —  3  cos a  sin  to

Черезъ сложеше и вычиташе урав. ( 1 7 )  и ( 1 9 )  получимъ:
(28) cos (а  — to) 4  cos (а 4  to) =  3  c o s a  co sb
(29) cos (a —  to) —  cos (a C…C�to) =  3  sin  a  sin  to

Положивъ въ четырехъ посл'Ьднихъ уравнеш яхъ a - f - b  =  A 
и а  —  b =  В , сл’Ёд. а  =   ̂ (А +  В), b =  | (А —  В ), по­
лучимъ :

(30) s in  А  sin  В  =  3  s in l  (А  4 - В ) cos 1  (А  —  В )
(31) sin  А  — sin  В  =  *  cos �  (А  -4- В )  s in  1 (А  — В )
(32) cos В  4  cos А  =  *  cos Н А  -f В ) c o s - J ( A - B )
(33 ) cos В  — cos А =  3  sin  3 (A  -j- В )  sin  3 (A  —■ В )

�� 3/�� Изъ урав. ( 1 ) ,  ( 1 6 ) ,  ( 1 7 )  слЬдуетъ, что

lg� �-�A �4���
STU� ���J��1�  
.VS��������1�

STU�-� .VS�4� J �cos��� s‘n�1 
.VS�-� .VS�4�0�STU� -�STU�1
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угла а  косинусъ его А С  все уменьш ается, пока не обра­
тится въ 0  при а  = 9 0 ° .  При далыгРйшемъ увеличенш  
угла а  косинусъ его становится отрицателышмъ и абсо­
лютная величина возрастаетъ, такъ что cos 1 8 0 °  =  —  1.

В е л и ч и н а  к о с и н у с а  з а к л ю ч а е т с я  м еж д у  1 и —  1 , 
и больш ий и з ъ  д в у х ъ  о с т р ы х ъ  у г л о в ъ  и м 'Ь етъ  м е н ь ­
ший к о с и н у с ъ .

3 )  Такъ какъ съ увеличешемъ угла отъ 0 °  до 9 0 °  сн~ 
нуеъ его возрастаетъ отъ 0  до 1 ,  и косинуса, уменьшается  
отъ 1 до 0 , а  всякая дробь увеличивается отъ увеличения ея  
числителя пли отъ уменынешя ея знаменателя и остается поло­
жительною, если ея числитель и знаменатель положительны,
то изъ выражешя t g a  =  ——  едТ.дустъ, что съ увеличешемъ

COS ft
угла до 9 0 °  тангенсъ возрастаетъ и остается положитель- 
нымъ, такъ что

tg 0°
sin 0°�
cos 0°

0
1 О, tg 90°

sin 90°  ,
cos 90° О

Знакъ оо обозначаетъ, что t g 9 0 °  есть величина безконечно 
большая. Такъ какъ прямой уголъ ( 9 0 ° )  можетъ произойти 
не только черезъ последовательное увеличеніе остраго, въ  
которомъ тангенсъ положителенъ, но и черезъ уменьшеніе 
тупаго, у котораго тангенсъ отрицателенъ, то тангенсу пря- 
маго угла могутъ соответствовать - f  оо и —  о о , смотря по­
тому, какъ мы будемъ смотрТ.ть на его происхождеиіе. Такъ
какъ дробь t g a  =  5Ш а уменьш ается съ уменьшешемъ числи-

COS ft
теля и увеличешемъ знаменателя, то абсолютная величина 
тангенса будетъ все меньше по м'Ьр'Ь того, какъ увеличи­
вается уголъ отъ 9 0 °  до 1 8 0 ° ,  пока не обратится въ

Ч 180° = sin 180°__ О
cos , 80° — , =  О.

Т а н г е н с ъ  м о ж е т ъ  и м ’Ьть в е б  в о зм о ж н ы й  п о л о ­
ж и т ел ь н ы й  И о т р и ц а т е л ь н ы й  в ел и ч и н ы  ОТЪ 0  Д О оэ, 
и б о л ь ш е м у  и з ъ  д в у х ъ  о с т р ы х ъ  у г л о в ъ  с о о т в Ъ т -  
с т в у е т ъ  б о л ь н о й  т а н г е н с ъ .

4 )  Съ помощпо такихъ же разсуждешй можно доказать, 
что изм'Рнешя котангенса и соотвЬтствующаго ему угла н а-
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СЕ =  У  і  ~  * ( Г  5 -  1)»= i j / 5 +  1 5 , Т. е. 

sin 18° =  І ( Г 5  — 1) =  0,3090109 =  cos 72° 

cos 18° =  =  0,9510565 =>іп 72°

tg 18° =  ~  =  | / =  0,3249196 =  cotg 72°

ГР _________
cotg 18“ -- v|; =  ] / ' o - \ - 2 Y 5 =  3,0776835 =  tg 72°.

�� ^ ^ � � ?,� �)�)K�:� ��<1����8*� !�,�)��� ���,J,�*� �)C�
��!*� 2�!"� ��J,������ !�,�)��� ���,J,��� ��	8*� ���)�*��
q)���1�!�)�*� 7)����*� (350�� (3v0�� (360� ,� (340� �)E�)� �)C�
1�����*� !�,�)��� ���,J,���,� 1��8*� ���)�*� ��J,��,!"� !�,;
�)��� ���,J,��� ,8*� ������ ,� ����)�!,�� �����

sin 12° =  sin (30° — 18°) =  sin 30° cos 18° — cos 30° sin 18°
=  0,2079117 =  cos 78°.

q)� 1�����,� �,�����,� ,� &)�,�����,� &�&)�)� �,2)� ����� �,� �)C�
�)K�:� 7)����,� ('90� ,� ('30� �)E�)� ��J,��,!"� �,����� ,�
&)�,����� ���)�,�� &)!)���� �1�)��� �!�)�� ,� !�� 1�� 2)�I��� ��
�)�"����"� 7)������,� ('�0� ,� ('�0� �)E�)� ��<!,� �,����� ,�
&)�,����� ���)�*�� �1�)�� ��,�,�8*�� ������ ,�*� RQˆ� 36‰�
�)E�)� ��<!,l

sin 9» =  у / 1 " ,s =  0,1564345

cos 9« =  у / Х +  g-S 1Ь° =  0,9876883

sin 4° 30' =  — 0,0784591.

Продолжая такими образомъ мы доидемъ до тригон. величинъ
. . 45' • 45' . 45'

)J��"� ���!�8*� ���)�*�� ˆŠ� ��� �� ˆ X W C C � � ˆŠ� ]� �� ˆ Š �

ˆ X W ] � � ˆ X W C A \� 9�999�949� �� ˆXW�‹ � \ �9�999'9� � ' � ,� !�� =��
35� /'� 5�

Разсматривая ряди полученныхъ такими образомъ тригон.
���,J,�,� ���"��� ����8*� ���)�*�� ��� ���	!,�*�� J!)� ����
)!�)��!��� &�&*� ,8*� �,���� �� ,� L!)� ��&��)J����� !,�,
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на 1 0 ", поелідніе десятичные знаки его log  sin увеличатся  
2 7 7 ™ , потому изменяя этотъ уголъ на 1 ", измінш гь послТ.д- 
ніе десятичные знаки его lo g  sin на 2 7 ,7 ,  а при увеличеніи 
даннаго угла на 6 " ,3  поелідніе десятичные знаки увеличатся 
на 2 7 , 7 X 6 , 3  =  1 7 4 ,5 1 ,  такъ что

log sin 37°15'20'' =  9,7826217 
27,5X 6,3=  +  174,51

lo g s h T 3 7 °1 5 ^ 2 6 ^ 3 ^ ^ 7 8 ^ 3 9 2  —  1 .

Если  требуется найти sin 3 7 ° 1 5 ,2 6 " ,3 ,  а не его лога- 
р и ем ъ, то прШскиваютъ въ логариемическихъ таблицахъ  
число, соответствующ ее логариому 0 ,7 8 2 0 3 9 2  —  1 , и тогда 
получается sin 3 7 ° 1 5 '2 6 " ,3  —  0 ,6 0 5 4 9 5 5 .

2 )  Н а й т и  l o g c o s 4 5 ° 4 1 ' 4 4 " , 2 5
log cos 45° 41'40" =  9,8441569 

2 1 ,6 X 4 ,2 5 =  — 91,8

logcos 45041'44;',25 =  0,8441477 — 1.

При увеличеніи угла 4 5 ° 4 1 /4 0 "  на 1 0 " поелідніе десятичные 
знаки его log  cos уменьшаются 2 1 6 Ь®, сл ід , при увели­
ченіи угла на 1 " они уменьшаются на 2 1 ,6, а  при увели­
ченіи на 4 " ,2 5  уменьшаются на 2 1 , 6 X 4 , 2 5  =  9 1 ,8 .

3 )  Н а й т и  l o g  t g  5 6 °2  2 '3 " ,  8 9
log tg 56022' =  0,1770234

45,7X3,89 =  +  177,773

logtg 56022737',89 =  0.1770412.

4 )  Н а й т и  l o g  c o t g  1 4 ° 5  5 '1 8 " , 0 2
log cotg 44« 55' 10" =  0,5743959

84,6X8,02 =  — 678,482

log cotg 14°55' 16+02 =  0,574328E

§ 2 0 .  Тритон, величины т у п ы х ъ  угловъ находятся  
по Формуламъ §  5 и §  6 двумя способами: о т н и м а ю т ъ  
д а н н ы й  у г о л ъ  о т ъ  1 8 0 °  и о т ы с к и в а ю т ъ  т р е б у е ­
м у ю  т р и г о н . в е л и ч и н у  п о л у ч е н н а г о  в ъ  о с т а т н і  
о с т р а г о  у г л а ,  или о т н и м а ю т ъ  о т ъ  д а н н а г о  у г л а  9 0 °
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�� � � � E - � � # E "  � � � � � � 	 � 2 , � � � # � 	 � �  � 	 � " # " - � � 	 � " � # � 	 �
2 � � # � " � � � 	 � � � � � � � , � � 2 ' � 	 * � # " � 2 E � " � � * 2 � � 	 B �

� ? � � # B " � � ‡ Ÿ • � Š ž „ � M� � ˜� : $J x �

G�� � � 	*	.�#,���'� ���� -�#"-	�"�� M R ˜ � : $� � x � ,�� �. � # ' � "	 �
	"/�-��#�� �	� ����	�2� �� 	�	*2� � 	 �2,� �  (

Šž„�а =  sin (180° — а) =  sin 81° 56' 58"�
‡Ÿ•�sin 81° 56' 50" =  9,9956964�

2 , 9 X 8  =  + 2 3 ,2

‡Ÿ•�Šž„�98° 3' Jx� ^=П)+95698Т—3¥�

Q	� �"	�	�2� �� 	 �	*2(

Šž„�а — cos (а — 90°) =  cos 8° 3' 2"�
log cos 8°3' =  9,9956993

2,9 X  2 =  — 5,3

log sin 98°3' 2" -- 0,9956987 — 1.

� ? � _ 	 � � � 2 �  ' � " # � � � � �  � �� - 	 " # � � � � �  � "2�#�	 �
2��#'� -#- � ����,��/� 	"���#"��%�/B'� ��� " " �E "%� � 	�#�� �� 	� X �
�	� � � "#-	� � ��2,#B� 	"/�-��#E" � �	�#����/� � 0 � #*�	�E"3 �
� / 0 � ����,�� � �� ������/�#E" � - � ��� � *2-�2� E � = * � ,"	*/ �
� 	 -#.#"%'� ,"	� �		"�d�"�"-2E���� ^"�� � �	�#����#� � ,���# �
�	�C�/� */"%� �.�"/ � �	� .�#-	�%� � � �2� �� �#���

� # B " � � ‡Ÿ • � F Ÿ Š � � � > > ˜ > $ � [ @ x ' � : �

G �� � � 	*	.�#,�� � 2�	�  � @ > > ˜ �> $[ @ x ' �: � , �� �. � #'� "	

cos а =  — cos (180° — #?�=  — cos 35°55'8",7�
log cos 35° 55' =  9,9084159

15,3X8,7 =  — 133,11

log cos 144° 4'51",3 =  0,9084026 — 1 (n).

Q	� �"	�	�2� �� 	 �	*2(

cos а =  — sin (а — 90°) =  — sin 54°4‘51“,3�
log sin 54° 4' 50" =  9,9084006

15,3X1,3 =  +  19,89

log cos 14404751"7з^0^084026 — 1 (n).
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Чтобы получить дополненіе логариема, имйющаго отри­
цательную характеристику, должно вычесть его мантиссу пзъ 
10 и къ остатку прибавить характеристику, взятую съ 
положительнымъ знакомь, напр.

ДОП. log 0,03 =  10 —  (0,4771213 —  2) =  10 — 0,4771213 +  2
=  11, 5228787.

Такъ какъ а — Ь = а4- (10 —- Ъ) — 10, то для вы­
пит а н і я однаго логаро ом а и з ъ д р у г а г о доста­
точно къ уменьшаемому прибавить дополненіе 
вычитаемаго логариема и изъ найденной суммы 
вычесть 10.

Такая замена вьічптанія еложешемъ преимущественно 
употребляется въ такомъ случай, когда отъ логариема 
пли отъ суммы нйсколькихъ логариемовъ вычи­
тается нисколько другихъ логариемовъ, напр.

____sin 39°15‘ X  tg 117°14'
Х “  tg 95° X  cotg 93°30 ''

Знакъ этого выражешя зависитъ отъ того, будетъ ли 
число отрицательныхъ производителей четное или нечетное, 
и такъ какъ при- логариемахъ отрицательныхъ производи­
телей ставится буква (п), то если буква (п) повторяется 
четное число разъ, искомое число х будетъ положительно, 
если же нечетное, — то отрицательно. Такимъ образомъ 
имЪемъ:

log sin 39° 15' =
logtgH7°14' =
CD . log tg 95° =
CD . log tg 93° 30' =

0,8012015-1 
0,2884746 (n)
8,9419518— 10 (n) 

11,2135139 — 10 (n)

log x =  — 0,2451418 (n) 
x =  — 1,7584976.
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§ J;�� Опред'Ьлеше тригон. величинъ угловъ, боль-�
шихъ 180°, можетъ быть приведено къ определенно тритон,�
велпчпнъ острыхъ угловт., при чемъ достаточно только раз-�
смотр’Ьть с ни усы п косинусы, потому что тангенсы�
и к о т а н г о и с ы получатся пзъ нпхъ черезъ простое дЪлеше.

Назовемъ черезъ а въ сгагурЬ § 25 уголъ АОВ =  ЮОЕ�
=  EOF =  АОН; тогда BP =  DQ =  ЕО =  HP, OP =  00�
п уголъ Зей четверти, измеряемый дугою АСЕ, будетъ�
а-(--180°. Принимая въ с-оображеше знакт, тригон. вели­
чины мы получнмъ непосредственно пзъ чертежа следующая�
Формулы:

o� Šž„ �H#�K � Ž �RN˜?�I �S�Šž„ �#
@�W� u� FŸŠ�H#�K � @RN˜?�I �S�FŸŠ�# �
Если обозпачимъ уголъ aWvW�180° черезъ А111, тогда�

а =  А111 — 180°, след.
E� ¯ [ § § � + @� w � a � • [ §§ �E+ & �W � /0Sd=

2) \� FŸŠ�+ @� I �S� FŸŠ�H)@@@�S�@RN˜?�
Наир, sin 196°= — sin (196° — 180°) =  — sin 16°.�

Такъ какъ log sin 16° —. 0,4403381 — 1, то log sin 196° = �
0,4403381 — 1 (n), след, sin 196°= -  0,2756374. Точно�
также cos 228° = — cos 48°, tg 234° =  tg 54°, cotg 216 = �
cotg 36°.

Если сравнпмъ тригон. величины дуга ACEH, соответст­
вующей углу 360°—- а, съ тригон. величинами угла АО В =а,�
то пайдемъ, что

=� Šž‡‡�HR ; N ˜ �S�#?�I �S�Šž„�#
 ̂ \� ƒŸ ŠH: ; ˆ N3 s ? I � FŸŠ�# �

Этюгь 7)������*� �)E�)� придать другой впдъ, под-�
ставпвъ ����!)� а его донолнеше 90° — а, тогда�

¯[^� ¡41Sq�a �E2Sq�a� �=:� w � a� [̄ �̂E2Sq�a� �=�
т. е. sin ( 2 7 0 ° �C•C� �0�=  — c o s  а,

�� точно также {t¯�E`.Sq� WvW��=�=  ¯[ �̂ ��

Обозпачимъ уголъ 270° + а черезъ А1У, тогда�
а =  А1У — 270°, след.

�� Šž„ �) @c�I �S�FŸŠ�Hf =<•�S�p e § N?
4>� n� FŸŠ�f @<�I � Šž„ �Hfž±�S�JUN˜?�
Напр. ¯[^� 49Sq�=  — {t¯� E49Sq�— `.ST=� =  — {t¯� .SqR�

{t¯� `24q� == sin `4q*� tg 4S0q�=  — {t‚‡�40q*� cotg 4S/q�=  a� ‚‡4/q�
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§ 8:�  О т р и ц а т е л ь н ы й  у г о л ъ получится, если мы будемъ вращать подвижный рад�уеъ отъ его нанальнаго поло- жешя въ сторону, противоположную той, въ которую мы вра­щали этотъ радйусъ для получешя положительныхъ угловъ. Опшпемъ по обеими сторонами неподвижнаго рад1уса А О  равные углы А О В  =  + а  и А О Н  =  —  а ( ф и г . § 25) ,  тогда изъ чертежа увпднмъ, что
sin  (— а) =  — sin  � �� cos (— а) =  cos � �� слТ.д.

%  (— а) =  — tg  � �� co tg  (— а) =  — co tg  а .

§ 28. Если мы, описывая положительные углы, будемъ продолжать вращеше pa.iiyca и за 360°, то онъ будетъ при­нимать вй> положешя, которыя онъ &���'  при первомъ вра- щеши отъ 0° до 3 6 0 ° ,  и оттого для угловъ а +  360°, a - f  2 . 3 6 0 °  и т. д. получатся тТ.же тритон, величины, кашя мы получали для угла а, менынаго 360°. Такими образомъ, обозначивъ черезъ п какое либо цЬлое число, будемъ гогЬть
s i u ( a + i b 3 6 O 0) = $ i n a ,  cos (а �  и . 3 6 0 " )  — cos а  

t g ( а � п .3 6 О 0) =  t g a ,  co tg  (a--f-и . 3 6 0 (>| — c o tg a .Такъ какъ во вс1;хъ углахъ, большихъ 180°, С и н у с ъ и Е о с и н у с ъ  образуютъ, точно также какъ въ углахъ менынихъ 180п, катеты прямоугольнаго тре— ка, то веЬ Формулы § 10, выведенныя изъ уравнешй sin2a~f- cos2a =  1,tg а =  sina и cotg a =  -°s -  > гогЬютъ Ml;сто и для � � � ( �  
cos a sin аугловъ, большихъ 180°. Годность Формулъ § 11 и вы­вел еиныхъ изъ ннхъ въ § 12 и § 13 следствий для веЬхъ возможныхъ угловъ легко доказать такими же образомъ, какъ можетъ быть доказано годность Форму лъ § 11 для тупыхъ угловъ.
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д в а  т р е у г о л ь н и к а , заключающие данный части. Изъ  
а  =  3 0 8  ф . ,  Ь =  3 7 5  ф . ,  А  == 3 7 ° 4 5 ; слЪдуетъ

log b =  
log sin А =  
CD log а —

log sin В =

1) В =  48° И '34“, 78 ИЛИ

8��  �. �;�>  3' 25“, 22

3) log sin С =  9,9989103 — 10 

log а =  2,4885507

CD log sinA=: 0,2130944

2 ,5740313  
9 ,7 8 6 9 0 5 6 —  10  
7 ,5114493  — 10

9 ,87 23 86 2  —  10, елгЬд.

1 ) B =  1 3 1 ° 4 8 '2 5 “,2 2
8��  � .  10°26 ' 3 4 “, 78
?� log sin  � . � ;@8A=8;A8 — BC 

log а =  8@�==AAC:

CD log sin A =  0 ,21 30 94 4

log c =  2,7005554 log c =  1,9599403

c =  501,8286 7�� c =  91,18859 Ф.

4) F =  57605,28 □  7�� 4) F =  10467,6 □  7�

В ъ  частномъ случай, если а  <  b и въ тоже время 
a — b sin А , то s i n B  =  l ,  слйд. В  =  9 0 ° ;  тогда получится 
только одинъ тре— къ, который будетъ им'Ьтъ прямой уголъ. 
Если же а < Ь  и въ тоже время a < b s i n A ,  сл1;д. s i n B > l ,  
тогда нельзя будетъ Найти тре— к а , который бы имйлъ 
данныя въ задача части.

§ 51. ’ Съ помоищо 7)��� лъ въ §  4 9  можно решить 
следующую задачу:

П о  д ан н ы м ъ  с т о р о н а м ъ  а , Ь , с т р е  —  к а  А В С  
о п р е д е л и т ь  р а д 1у с ы  R  и г к р у г о в ъ  о п и с а н н а г о  и 
в п и е а и н а г о ..

Pf.ui. 1) Опишемъ около тре—ка 
АВС кругъ и проведемъ изъ центра О 
прямую ОР (_ ВС и линіи ОВ и ОС, тогда

ВС — 2B0sin4B0C =  2Rsin А, слйд.
R _  ЙС __ а 

2sinA 2sinA
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9 )  Выразить c o s 7 5 °  черезъ s i n 3 0 , s in 4 5 ° , c o s 3 0 ° , c o s 4 5 ° .
1 0 )  Вычислить sin 6 0 °  по %������� § 1 2 , 2 0 .
1 1 )  Съ помощш s in 4 5 °  и c o s 4 5 °  вычислить sin 9 0 °  и c o s 9 0 .
1 2 )  Вычислить c o s l 5 °  ( §  1 1 , 1 9  и §  1 2 , 2 4 )
1 3 )  cos a  —  \\ найти cos 2 a  и t g 2 a .
1 4 )  c o s a  =  ^ и co sb  =  £ найти s i n ( a - f - b )  и cos (a  —  b ).
1 5 )  Найти для угла 1 0 2 ° 2 2 ' 5 6 " ,8  lo g s in , lo g c o s , lo g tg ,�

log  cotg .
1 6 )  l o g ( — c o s x )  =  0 , 9 2 0 1 4 9 6  — 1 ;  l o g ( — t g y )  =  0 ,3 1 7 6 7 8 2 .
1 7 )  s in a  =  0 , 4 3 3 3 9 7 ;  найти co sa , tg a , c o tg a .
1 8 )  c o s a  =  —  0 ,9 7 8 1 4 7 5 ;  найти sin a , t g a ,  co tg a .
1 9 )  t g a  =  d t  0 ,3 7 1 5 7 1 ;  найти sin a , co sa , c o tg a .
2 0 )  c o tg ( 4 5 ° — a ) = ] / 3 ;  найти lo g tg  ( 4 5 °  - f  a ).
2 1 )  Углы тре— ка a, b, с  и tg |  (b  +  с ) =  1 ,3 1 6 8 5 2 1 ;  опре­

делить a.
2 2 )  Данъ lo g c o tg x  =  1 ,0 0 3 1 1 8 7  ( n ) ;  найти x  и lo g c o s  x .
2 3 )  t g a  =  x  и x 2 - f - 3 x  =  -— 2 ;  найти a.
2 4 )  c o s x  =  — --- - -> ГД'Ь a  =  ± 1 0 ,  z �= —  7 , c =  1 3 .

' � `yz
2 5 )  lo g sin  ( a - f  9 0 ° ) =  0 , 9 9 0 4 0 4 4 — 1 ;
2 6 )  s in 2x  =  0 ,5  и t g 2 y  •= 0 ,2 9 5 5 5 5 1 .
2 7 )  l o g t g x :
2 8 )  c o s x  =

w �a 4�
cos 143° 2 8 '5 9 “
/ • / S 2 • ` 0 r� €

найти co sa .

2 9 )  lo g tg 2 a  =  0 , 4 7 7 1 2 1 3 ;  найти tg a .
3 0 )  t g x = 3 ;  найти t g | x .
3 1 )

3 2 )
3 3 )

STU�:<[�!:W.VS�!J<[�<9W
:RX�TJ9[•RX�‚�����W��Hcƒ�<9

c o s x 9�<�.VS�:J[�!9W :J<�RX�!:[!<W<9WW
RX":STUa<9[� J� STU�!<[

Выразить длину дуги въ 20 °  въ ч астяхъ раддуса.
3 4 )  Найти уголъ, котораго дуга равна Змъ рад1усамъ.
3 5 )  Выразить въ гр адусахъ , минутахъ и секундахъ �%�%� 

которой длина равна раддусу.
3 6 )  Найти log  sin 3 0 2 ° 5 4 ' ,  log  cos 2 5 4 ° 4 7 / , tg  2 0 6 ° 3 4 ' , �

c o t g 3 2 3 ° 5 3 /,c o s 3 4 6 ° ,  s in 4 0 0 ° , lo g c o s 7 8 5 ° , l o g s i n l 0 2 9 ° , �
sin ( — 1 0 2 9 ° ) ,  cos ( — 3 0 0 ° ) ,
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§  53. П р я м о у г о л ь н ы е  т р е  —  ки (§  2 9 — 3 3 ) .
В ъ  сл'Ьдующихъ задачахъ буквы А , В ,  С , а , Ь , с ,  Г

всегда будутъ иметь значеніе, определенное нами въ §  2 9 .
3 7 )  Определить стороны прямоугольника, котораго діагональ 

=  3 2 5  $ 	 и составляетъ уголъ 2 5 ° 4 2 / съ  одной стороною.
3 8 )  Дана пропорція а : Ь : с  =  5 : 4 : 3 ;  найти В  и С.
3 9 )  В ъ  к р у ге , котораго р а д іу с  равенъ 3 $ 	% определить 

разстояніе центра отъ хорды, стягивающей дугу въ 1 7 ° 2 0 '.
4 0 )  Определить меньшій уголъ прямоугольнаго тре— ка, въ  

которомъ катеты относятся какъ 5 : 1 2 .
4 1 )  По даннымъ сторонамъ 4 9 3 7  ф. и 3 8 7 4  ф. прямоуголь­

ника определить углы этихъ сторонъ съ діагональю.
4 2 )  Тень, бросаемая вертикальнымъ столбомъ въ 2 1 ,2 Футовъ, 

равна 3 4 ,8  Футами; найти угловое разстояніе солнца 
отъ горизонта.

4 3 )  Тень, бросаемая вертикально поставленною палкою, короче 
самой палки на ^ ея величины; определить высоту солнца.

4 4 )  Діаметрально противоположный образую тся прямаго ко­
нуса, котораго высота равна 4  Фута, составляютъ уголъ  
въ 7 3 ° 4 4 '2 3 " ,2 8 ;  найти діаметри основаній.

4 5 )  В ъ  прямомъ усеченномъ конусе радіуси верхняго и 
,  нижняго основаній равны 4  ф. и  1 1 ,5  ф. , и діаме­

трально противоположный образующія составляютъ угол*ь 
въ 7 3 ° 4 4 '2 3 " ,2 8 ;  вычислить боковую поверхность.

4 6 )  Діагональ сЄчєнія  прямаго цилиндра плоскостью, про­
ходящею черезъ ось , равна 1 7  ф. и  составляетъ съ  
плоскостью основанія уголъ въ 6 1 ° 5 5 / 3 9 " , 0 4 ;  найти  
объемъ цилиндра.

4 7 )  Чтобы измерять ширину реки, отложили вдоль берега линію 
А В  =  1 5 9  ф., изъ точки А  возетавили перпендикуляри, 
который пересекъ противоположный берегъ въ точке С, 
а уголъ А В С  =  5 3 ° S 4 8 “,4 ;  найти ширину реки.

4 8 )  Определить угол ъ, подъ которыми виденъ вертикально 
поставленный ш ести , котораго длина въ 5 0 0  рази 
меньше разстоянія ш еста отъ наблюдателя.

4 9 )  Какой величины кажется человеки въ 5 £  футовъ ростомъ 
другому такого же р о ста, который находится отъ него 
на разстояніи 1 3 8  Футовъ?
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4 8

6 8 4 ,5 6 7 5 6  футамъ и образуетъ съ  равнодействующею �
и съ  другою составляющею углы 4 4 ° 4 4 '4 4 "  и 9 0 ° 5 0 '4 0 " , �
какъ велика должна быть другая составляющая.

9 7 )  Д ве силы въ 2 0 0  и въ 5 0 0  Фунтовъ действуютъ на�
точку подъ угломъ 7 0 ° ,  определить величину равно­
действующей и уголъ, который она образуетъ съ мень­
шею составляющею.

9 8 )  Даны две стороны тр е— ка, а  =  9 3  ф у т ., Ъ =  1 8 1  Фут.,�
и заключающейся между ними уголъ С  =  4 2 ° 3 4 '1 0 " ; �
черезъ вершину А  проведена линія, отрезывающая 1/з�
площади тре— к а ; определить величины угловъ, на кото­
рые разделится этою линіею уголъ А.

/

1 )

9 9 )  Чтобы измерять высоту башни А В , кото­
рая стоить на склоне горы, отъ осно-�
ваш я башни проложена лишя В Б  = 4 2 8  ф .�

и измеряны углы, подъ которыми видна�
башня съ конца Б  лиши В Б  и изъ �
средины С , первый уголъ =  3 5 ° 2 4 '4 2 " ,9 7 , �
а 2 ° й _  5 3 0 з з /5 2 //,0 7 .  Какъ высока башня?

/ S S)  Чтобы измерять ширину С Б  реки ( ф и г . 9 9 )  продол­
жена лишя С Б  до точки В :  отъ этой точки проло­
жена прямая В А  =  2 0 0 ,  которая образуетъ съ  С Б �
уголъ В  =  1 1 6 ° 1 1 ' ;  измеряны углы лиши А В  съ �
съ  л и е о я м и , направленными въ точки С  и Б ,  и�
найдено, что _>рВА С  =  3 7 ° 2 0 '  и ^ : В А Б  =  4 5 ° 5 ' .  По�
этимъ данными вычислить ширину реки.

/ S / )  Реш ить тре— къ А В Б  ( ф и г . 9 9 ) ,  въ которомъ�
2СІ) =  5 3 ° 7 /4 8 " , 2 ,  сторона В Б  =  5 6  ф . и линія А С ,'�
делящая тре— къ, пополамъ, равна 4 8 ,6 6 2 0 9  ф .

1 0 2 )  В ъ  тре —  ке основаше а  w � 7 0 2  Фут., высота Ь w �5 3 7  ф .�

и сторона Ь =  6 3 8 Фут.; определить сторону С  и уголъ А.
1 0 3 )  Вычислить перпендикуляры, опущенные изъ вершины�

тре— ка на противоположный стороны, если даны сто­
рона а  =  9 7 5  Фут., стор. Ь =  8 4 5  фут. и уголъ А �
=  б 7 ° 2 2 '4 8 " ,4 8 .

1 0 4 )  Вычислить объемъ конуса, если д1аметръ его основашя �
=  1 6  Фут., болшая образующая =  1 9 2 ,  а  меньшая�
образующая =  1 8 0  Фут.



4 9105) Вычислить объемъ прямой пирамиды с-ъ квадратньшъ основашемъ, если ребро при основаній =  4,2426907 ф., а боковое ребро =  5 Фут.106) Въ параллелограмм A B C D  (фиг. 96) А В  =  380 ф., 
A D  =  244 ф. ,  А С  =  527 Фут.; определить уголъ А  и діагональ B D .107) Если разделить пополамъ сторону правильнаго тре— ка вппсаннаго, то получится приблизительно сторона пра- впльнаго семиугольника, вписаннаго въ тотъ же кругъ; найти разность между центральнымъ угломъ, соотвЬт- ствующимъ приближенной стороне правильнаго семи­угольника, и центральнымъ угломъ, соотвМтствующимъ действительной стороне прав, семиугольника.108) Решить тре— къ, въ которомъ сторона с =  2346 Фут., 
уголъ С  = 9 2 °  18' и отноніеніе другихъ сторонъ 
будетъ а : Ъ =  11 : 8.109) Р е шить тре— къ, въ которомъ площадь F =  120 □  ф., 
2 £ А  =  1 4 °1 5 '0 ",1 1 6  и 2(. В --  22°37'11",5 .110) Решить тре— къ, въ которомъ площадь F =  341,06 □  ф., сторона а =  139,3 и сторона b — 27,2 Фут.111) Решить тре— къ, въ которомъ основаніе а =  98,57041 ф., высота h =  43,8 ф. и уголъ при в е р ш и н е А =  95°39'20".112) Въ тре— ке даны уголъ А  =  95°27'9",457 и противо­лежащая ему сторона, разделенная па 2 отрезка въ 36 п 8 Футовъ перпендикуляромъ, опущениымъ на нее изъ А ;  решить тре— къ.113) Вычислить радіусьі R  и г круговъ вписаннаго й въ тре— къ и описаннаго около него, если одна сторона b тре— каЬ =  445,81 Фут., другая с =  443,6 Фут. и уголъ В  =  33°21'1 6".114) Даны три перпендикуляра, опущенные изъ вершинъ тре— ка на противолежащія стороны: 1Ь1й =  840 ф., 
2ой == 780 ф., Зіа =  728.115) Въ трапецій A B C D  даны параллель- 1) <? с  ныя стороны а =  13 ф ., с =  5 ф., не- d/ Ж й  параллельным сторонні d =  І  5 ф . и �  / І  \  b =  17 ф.;  вычислить углы и площадь. п F  Е  **




