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тим природніше, що, як відомо, лише деякі кляеи диференціальних 
рівнань можна інтегрувати в скінченному вигляді.

З  часів  К ош і дотепер теоретичному питанню  про існ уван ня інте- 
ґр а л ів  д и ф ерен ц іальн и х  р івнань п р и святи ли  вели чезн у  к іл ьк ість  
п рац ь. Д л я  доводів у  цих п р ац я х  застосовую ть іноді так і методи 
(наприкл., відома теорема А рцеля), що, не зваж аю чи на їх  величезне 
теоретичне значення, вони не даю ть, на н аш у  д ум ку , н іяко ї м ож ливосте 
ф актично обрахувати  ін т е ґр ал и  з б а ж а н и м  с т у п е н е м  т о ч н о ­
с т и  з а  д о п о м о г о ю  с к і н ч е н н о г о  ч и с л а  о п е р а ц і й .

К рім  того в питаннях, зв’язан и х  з інтегруванням  диф ерен ц іальн и х  
рівнань, іноді корисно буває пам ’ятати , що саме існ уван н я ін т е ґр ал а  
по су т і часто не п ід л ягає  сум ніву  на п ідставі ф ізичних м іркувань.

Через те знаменною є відома ду м ка німецького м атематика Ф. К л яй н а 
щодо доводів т. зв. „п ри н ц и п у  Д ір іх л е“, бо те, що сказано вищ е 
з приводу звичай н их  д и ф ер ен ц іяльн и х  р івнань, з неменш им правом 
можна повторити і д л я  гран и чн и х  задач  математичної ф ізи ки  й 
техн іки .

Через те в моїх працях, що стосуються наближеного інтегру­
вання диференціяльних рівнань, питання сформульовано таким кон­
кретним і цілком визначеним способом:

В і д о м о ,  щ о  і н т е г р а л  д а н о г о  д и ф е р е н ц і я л ь н о г о  р і в -  
н а н н я  і с н у є .  Т р е б а  о б ч и с л и т и  й о г о  з б а ж а н и м  с т у п е ­
н е м  т о ч н о с т и ,  з а  д о п о м о г о ю  т а к и х  м е т о д ,  я к і  б з а б е з ­
п е ч у в а л и  в с т а н о в л е н н я  н а й м е н ш  з м а ж о р о в а н о ' і  п о ­
х и б к и  м - г о  н а б л и ж е н н я .

Це ф орм улю вання задач і є тим природніш е, що звичайн і способи 
встановлення м аж орац ій  похибки  ш-го наближ ення, коли їх  належ но 
застосувати , мож уть п р ави ти  так  само й за доводи існ уван н я ін теґр ал а .

В низці праць (див. стор. 26), що я написав, а також в пра­
цях, що їх написано спільно з моїм учнем і асистентом М. М. В о го ­
лю  б о в и м, вищезгаданий погляд (бажання отримати можливо менш 
змажоровану похибку т-го  наближення) послідовно проведено в при­
стосуванні, як до відомих метод (методи варіяційного алгоритма, 
скінчених різниць), так і до тих нових метод (різні узагальнення 
методи найменших квадратів, метода узагальненої гармонічної аналізи 
і т. ін.), що їх дослідові присвячено ці праці.

Вище подане формулювання задачі наближеного інтегрування ди­
ференціяльних рівнань цілком підходить на нашу думку під таке 
Кронекерове твердження:

„ Д о в о д и  і с н у в а н н я  с л і д  п р о в а д и т и  так ,  щоб  в е л и ­
ч ини ,  що п р о  н и х  і д е  мова ,  м о ж н а  б у л о  о б ч и с л и т и  з ба­
ж а н и м  с т у п е н е м  т о ч н о с т и “

Це твердж ен н я славетного ал ьґеб р и ста  має в собі ц іл у  п рограм у , 
але „револю ційний р у х  в математиці, що його поруш и в К ронекер 
1882 р о к у “, я к  каж е ам ериканський  м атем атик Д ж ем е П ірпонт („Ма­
тем ати чн а точність. М инуле й м айбутнє“ Промова на річном у засі-
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данні А мериканського М атематичного Т овариства і А м ериканської 
Н аукової А соціац ії, 28/ХІІ 1927, B u lle tin  of th e  A m erican  M ath. 
Society , 1928, Л1« l) , не мав розповсю дж ення, і сам К ронекер крім  
альґебри  не робив ж адних спроб до р еал ізац ії своєї програми.

Та постановка задач і, що про неї й ш л а  мова вищ е і що на неї до 
цього ч асу  не звернуто належ ної уваги , цілком відповідає, на н аш у  
д ум ку , т ій  теч ії, щ о на її  чолі був  К ронекер.

Головні труднощ і дослідів в цьому н ап р ям к у  полягаю ть проте 
в зниж енні м аж орацій, себто в одерж анні таки х  практично придатних  
маж орацій, що дали  б мож ливість п ри  наближ енім  розв’язу ван н і основ­
них зад ач  математичної ф ізики  й  техн іки  визначити  с т у п і н ь  н а б л и ­
ж е н н я  в з а л е ж н о с т і  з б а ж а н и м  с т у п е н е м  т о ч н о с т и .

Кінцевою  метою таких  дослідів  мусить бути встановлення п р ак ­
тично п ридатн и х  таблиць д ля  м аж орац ій  похибок m -го наближ ення 
при  наближ енім  розв’язу ван н і диф ерен ц іяльн и х  р івнань, що н ай ­
частіш е трап ляю ться  п ри  розв’язанн і р ізн и х  п ракти ч н и х  питань.

Т ака зад ач а  в усьом у своєму обсязі є проте надзвичайно складн а 
й вимагатиме очевидно довгої та інтенсивної п р ац і з боку ц ілої низки 
дослідників, я к і побаж али б працю вати в ц ій  галузі.

М онографії, що я  н аписав  з цього приводу і щ о їх  зараз д р у к у є  
ДВОУ, являю ть собою спробу систематичного в и к л ад у  н аш и х досл і­
дів в показаном у напрям ку , п ри  чому в д еяк и х  випадках , напр 
в п итанн ях  про в ібрац ії валів, про визначення т. зв. критичних  
обтяжень, кри ти чн и х  ш видкостей  і т. ін. пощ астило одерж ати  н и зк у  
практично п ридатн и х  маж орацій, що їх  детально подамо в д р у г ій  
монографії, я к у  зараз друкую ть.

Ця монограф ія, що ми ї ї  пропонуємо молодим м атематикам  і м а­
тематично освіченим інж енерам , яв л яє  собою, я к  у ж е  сказано, ви­
клад  п рац ь  дослідного х ар актер у , і тому вимагає від  читача 
ґрунтовного  знайомства з вищою математикою, хоч д еяк і поясн ен н я 
(по змозі) даю ться  в тексті.

З а  одним ходом п ід  час в и к л ад у  вкаж емо (як це й належ ить 
робити, на н аш у  д у м ку , в м онограф іях такого п орядку) д ек іл ька  
тем д л я  сам остійних дослідів. Д еяк і з тем детально формульовано 
в тексті, інш і безпосередньо випливаю ть з  самого викладу .

Д етальний  виклад  зм істу наводимо н а початку  кож ної окремої 
монографії.

Обмежимося тут лиш е загальним  зауваж енням , що в ц ій  монограф ії 
звернено особливу у в а г у  на т. зв. символічні методи ін теґр у ван н я , 
що мають таке велике значення, нап рикл., в електротехн іц і та інш их 
п р и кладн и х  н ауках .

Н айбільш а п ер евага  символічного або, інакш е, операційного чис­
лен н я п олягає  в зручності та ш видкості обчислення. Це ви явл яється  
особливо ясно, коли доводиться (наприкл., в багатьох п итанн ях  електро­
техніки , щ о зв’я зан і з розподілом стр у м у  в ланцю гах) розв’язу вати  
систем у диф ерен ц іяльн их  рівнань.





до рівнання (а), не швидше певного експотенціялу, то цю розв’язку 
можна подати контурним інтеґралом вигляду

де 9 (A, /, 8DE—розв’язка в символічній формі, що її одержано через 
застосування операційної методи; звідци між іншим виходить, що 
о п е р а ц і й н а  м е т о д а  в з а с т о с у в а н н і  до д и ф е р е н ц і я л ь -  
н и х р і в н а н ь  з ч а с т и н н и м и  п о х і д н и м и  (а) е н і щ о  і н ше ,  я к  
с п р о щ е н и й  с п о с і б  д л я  з а п и с у  к о н т у р н и х  і н т е ґ р а л і в .

Якщо розв’язка в символічній формі 9� FGD� 1D�8) не е дробова ра­
ціональна функція 8D то в § 14 встановлюємо при відповідних обме­
женнях дві основні теорбми, що узагальнюють Гівізайдову теорему 
і методу степеневих рядів того ж автора. Для прикладу розглянуто 
в §§ 15, 16 класичні випадки інтеґрування рівнання коливання 
струни і теплопровідности.

В § 17 доведено постульовану теорему про існування інтеграла 
при раніше згаданих обмеженнях на нескінченності. Для доводу засто­
совано особливу методу, що її можна було б назвати „ м е т о д а  у з а ­
г а л ь н е н о ї  г а р м о н і ч н о ї  а н а л і з и  ( у з а г а л ь н е н и х  к о е ф і ­
ц і є н т і в  Ф у р ’е)“

Ця метода не є лише метода для доводу існування інтеґрала. 
Належно застосована в § 18 ця метода дає можливість одержати 
наближену розв’язку днференціяльних рівнань з частинними похід­
ними (а), а також в с т а н о в и т и  ч е р е з  в і д п о в і д н і  м а ж о р а ц і ї  
о ц і н к у  н о х и б к н  5B г о н а б л и ж е н н я .

Щодо символічних метод, то слід зауважити, що справа інтерпре­
тації символічних розв’язок 9 (A, 1D� 8DE у загальному випадку є дуже 
трудна, а тому природно буде порушити питання про „ н а б л и ж е н у  
с и м в о л і ч н у  і н т е р п р е т а ц і ю “.

% зв’язку з цим в § 19 доведено таке твердження: якщо при 
інтеґруванні диференціяльного рівнання з частинними похідними (а) 
(при певних обмежних умовах, що їм підлягають коефіцієнти і які далі 
в тексті здеталізовано) при граничних (^) та початкових умовах (32) 
у  наслідок застосування операційної методи одержуємо розв’язку 
у символічному вигляді 9�FAD� HD�8ED при чому ефективне здобуття її зв’я­
зане I  розв’язанням диференціальної системи в звичайних похідних

-гоо 0

J�$ � H � 3FD$1��J�$C8CEKHL г/0 =  г/г =  0, 
також інтерпретація, тобто, обчислення інтеґрала
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§ 4. Поняття про стійку (періодичну; розв’язку лінійних диферен- 
ціяльних рівнань з сталими коефіцієнтами.

Розгляд випадку, коли всі корені характеристичного рівнання 
мають від’ємну дійсну частину, а друга частина рівнання (зовнішня 
сила) є періодична функція часу. Представлення в данім разі 
результату інтерпретації даного раціонального символічного виразу 
сумою двох функцій, з яких перша (вільні коливання системи) є сума 
гаснучих експоненціялів, а друга — стійка розв’язка—має період 
2-ої частини й справджує диференціяльне рівнання, яке відповідає 
символічному виразові, який розглядаємо.

§ 5. Довід від’ємности дійсних частин коренів характеристич­
ного рівнання у випадках особливо важливих для практичних за­
стосувань.

Вивід деяких простих критеріїв від’ємности дійсних частин коре­
нів характеристичного рівнання для систем диференціяльних рівнань 
другого порядку.

§ 6. Стійка розв’язка рівнання коливання індикатора. Довід нерів­
ностей Коші й Бесселя.

Застосування результатів § 4 до випадку диференціяльного рів­
нання коливань індикатора дозволяє оминути повторення- відомого 
міркування, зв’язаного з доводом можливости двічі почленно диферен­
ціювати одержаний ряд. Вивід нерівностей Коші та Бесселя, потріб­
них для дальшого викладу. Обчислення мажорації похибки, з якою 
сума 5  перших членів ряду Фур’є, який виражає стійку ;розв’язку, 
справджує рівнання коливань індикатора.

§ 7. Теорія часткової та повної синхронізації. Мажорація середньої 
квадратичної похибки повної синхронізації. Вказівки щодо відповід­
ного вибору сталих приладу, найзручнішого з точки зору досягнення 
синхронізації.

Поняття про часткову синхронізацію в розумінні Корню та про повну 
(інтеґральну) синхронізацію в розумінні Блонделя. Деякі зауваження 
до умов виконання цих синхронізацій (взаємна суперечність цих 
умов і компромісна умова, яку застосовують практики, близька до 
умов часткової синхронізації). Ефективне одержання середньої квадра­
тичної похибки повної синхронізації й застосування одержаних мажо- 
рацій 'до конкретного випадку. Деякі практичні вказівки, що випли­
вають з одержаних мажорацій.

§ 8. Вибір сталих приладу за допомогою зсуву діаграми. Зниження 
мажорацій для- похибки повної синхронізації шляхом простого зсуву 
діяграми (добір зсуву, а також декремента гаснення з метою зни­
ження мажорацій).

Ефективний підрахунок мажорацій середньої квадратичної похибки 
повної синхронізації і застосування до низки конкретних прикладів. 
Кілька уваг до швидкости гаснення власних коливань (установ­
лення часткової синхронізації) при вибраній вартості декремента 
гаснення.

10



§ 9. Узагальнення методи простого зсуву діаграми, щоб досягти 
досконалішої повної синхронізації за умовою виконання часткової 
синхронізації. Застосування цієї методи до зниження мажорацій 
середньої квадратичної похибки.

Узагальнення методи § 8 через уведення двох зсувів діаграми 
й визначення цих зсувів, щоб знизити мажорації середньої квадратичної 
похибри повної синхронізації, при чім декремент гаснення фіксується 
як найдогідніше з точки зору виконання умов часткової синхронізації. 
Вивід низки конкретних формул для узагальненої методи зсуву 
діаграми, а також таблиць з обчисленням мажорацій середньої ква­
дратичної похибки для двох найпридатніших з практичного погляду 
формул. Вказівка на можливість шляхом простих графічних побудов 
„кореґувати“ дану діаграму, тобто за нею побудувати таку діаграму, 
що відрізняється від справжнього графіка шуканої функції на наперед 
дану величину, згідно з поданою таблицею.

§ 10. Одержання мажорацій для пунктуальної (точкової) похибки 
повної синхронізації.

Відрахування мажорацій пунктуальної похибки повної синхроні­
зації для різних випадків, в тім числі й для методи зсуву діяграми. 
Застосування одержаних мажорацій до конкретних прикладів.

§ 11. Застосування символічних метод до інтеґрування систем 
лінійних диференціальних рівнань з сталими коефіцієнтами за неодно­
рідних початкових умов.

Дослід деяких систем диференціальних рівнань, що трапляються 
в теорії коливань кручення валів, а також в питаннях, зв’язаних 
з радіоактивним розпадом урана.

§ 12. Допомічні теореми про представлення довільних функцій 
у  вигляді означених контурних інтеґралів.

Переривний чинник Коші. Узагальнення інтеґрала Фур’є для 
функцій, що справджують певні обмежні умови на нескінченності.

§ 13. Інтерпретація символічних розв’язок диференціяльних рів­
нань з звичайними похідними за допомогою контурних інтеґралів.

Представлення інтеґрала системи звичайних лінійних диферен­
ціяльних рівнань за допомогою визначених інтеґралів, які розгля­
нуто в § 12. Шляхом порівняння згаданої вище розв’язки з розв’язкою 
в символічній формі встановлюється, що операційна Гівізайдова 
метода є тільки одним з способів запису деяких контурних інте­
ґралів. Довід Гівізайдових підставових теорем (теореми розкладу 
й методи степеневих рядів) за допомогою контурних інтеґралів.

Вивід Карсонового інтеґрального рівнання та його розв’язання за 
допомогою контурних інтеґралів (при загальніших умовах). Довід 
Карсонової теореми про вираз інтеґрала диференціяльного рівнання 
з довільною другою частиною за допомогою адмітанса.

§ 14. Застосування операційних метод до інтеґрування систем ди­
ференціяльних рівнань з частинними похідними, що стріваємо в 
математичній фізиці і в різних питаннях техніки.
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ANGENÄHERTE UND SYMBOLISCHE LÖSUNG DER DIFFE­
RENTIALGLEICHUNGEN DER MATHEMATISCHEN PHYSIK

UND TECHNIK

P R O F .  D R .  N .  M.  K R Y L O F F ,

Mitglied der Ukrainischen Akademie der Wissenschaften und der Akademie der USSR.

V O R W O R T

D as P ro b lem  d e r an g en äh erten  L ösung der D ifferen tia lg le ichungen , d. i. 
d erjen ig en  G leichungen , die eine B eziehung zw ischen zw ei u n en d lich  
n ah en  Z uständen  eines u n d  desse lben  P h än o m en s au sd rü ck en , s tan d  vor 
den  M ath em atik ern  schon zu d e r Z eit d e r G ründung  der In fin ites im al­
rech n u n g .

V iele  F ragen , w elche die B eg rü n d e r d e r h ö h eren  A n a ly se  b eh a n d e lt 
haben , b e rü h re n  u n m itte lb a r  d as  g en an n te  P ro b lem , so w ie e in ige ru d i­
m en tä ren  W eisen  d e r an g en äh erten  B erechnung  des F läch en in h a lts  
k ru m m lin ig e r F ig u ren  s p ä te r  n ic h t ohne E in flu ss geb lieb en  s in d  auf die 
A u sa rb e itu n g  des m o d ern en  v ie l s tre n g e re n  B egriffs des b estim m ten  
In teg ra ls .

A ls B eisp iel so lcher ru d im en tä ren  M ethoden der an g e n äh e rte n  In te ­
g ra tio n  k önn te  m an  die K o n stru k tio n  d e r b ek an n ten  E u le rsch en  „po ly ­
g onalen  K u rv e“ Zufuhren, w elche z. B. fü r die gew öhnliche D ifferen­
tia lg le ic h u n g  e r s te r  O rdnung  d e r  Form :

n ich ts  an d e res  is t,— das b em erk en  w ir  beiläu fig , — a ls  K o nstruk tion  e iner 
g eb rochenen  L in ie, w elche e inen  gegebenen  P u n k t d u rc h lä u ft (Anfangs- 
bi lingung) und aus „sehr k le in e n “ g ra d lin e a ren  S treck e n  b es teh t, deren  
R ich tu n g s ta n g en ten  en tsp re ch en d  f ( x ;, y )  s ind , wo x i u nd  y t K oordi­
n a ten  d e r S p itzen  d e r geb ro ch en en  bezeichnen.

D iese E u lersch e  K o n stru k tio n  d e r po lygonalen  K urve, gehörigerw eise  
e n tw ic k e lt u n d  v e ra llg em e in e rt, w ar die Quelle v e rsch ied en e r M ethoden, 
die m an  n a c h h e r  a u f die an g e n äh erte  In te g ra tio n  d e r D iffe ren tia lg le ich u n ­
gen  verw endete , in sb eso n d ere  d e r jen ig en  M ethoden, d ie  e r s t  n eu e rlich  
e rfo rsch t w u rd en  u n d  a ls  V e ra llg em ein e ru n g  s. g. „m echan ischer 
Q u a d ra tu re n “ fü r D ifferen tia lg le ichungen  ersch e in en  (M ethoden R unge, 
K utta , S tö rm er, S teffensen)
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‡QZ•WY RQT� t •S†RQT•‡QŽ QS†QT� ˆQ†� ~T RQ‰ Z\P†� ˆQZ� z SVVQZQTRS\P‰PQS[WOT‰QT�
’QZŽ QTˆQR*
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Der Beweis des postulierten Theorems der Existenz des Integrals 
bei oben erwähnten beschränkenden Bedingungen im Unendlichen ist im 
S 17 gegeben, und wird hier durchgeführt mittelst Anwendung einer 
eigentümlichen Methode, die man Methode „der verallgemeinerten har­
monischen Analyse“ (verallgemeinerte Fourier’s Koeffizienten) bezeich­
nen kann.

Diese Methode ist nicht nur eine Methode des Existenzbeweises des 
Integrals. Gehörig angewendet (§ 18), dient sie auch zur Ermittelung 
angenäherter Lösung parzieller Differentialgleichungen (a) und ermöglicht 
mittelst entsprechender Majorationen den Fehler der N-ten Annäherung 
abzuschätzen.

Zu den symbolischen Methoden zurückkehrend sei noch bemerkt, 
dass die Interpretationsfrage der symbolischen Lösungen y  { x , t , p )  für 
den allgemeinen Fall grosse Schwierigkeiten bietet, und es ist daher 
ganz natürlich die Frage der „angenäherten symbolischen Interpretation“ 
aufzuwerfen.

Im Zusammenhänge damit wird im g 19 folgende Behauptung be­
wiesen. Wenn die Integration der parzieilen Differentialgleichung (a) (unter 
gewissen beschränkenden Bedingungen, denen die Koeffizienten der Glei­
chung (a) unterliegen und die weiter im Texte detailliert sind) bei 
Grenz — (ßx) und Anfangsbedingungen (°2) im Resultate der Anwendung 
der Operationsmethode zur Lösung in symbolischer Form y  (x , t, p ) 
führt, wobei die effektive Ermittelung des y  (x, t, p ) ,  die mit der Lösung 
eines gewöhnlichen Differentialsystems

Ct) +  {Az -r A-ip) (M5 — A i p - - A i p 2)y  =
da;2 ox

FQ�
I -KP - ( A i p  +  A z p 2) <p;

dx

R�B� �S�T�U

verbunden  is t, sowie d e ren  In te rp re ta tio n  d. h. B erech n u n g  des In teg ra ls

S—{— / CO co
1 r  P t ( r  - p t  |

j e /  y { x , t , p ) e  d t )  dp  
CBS� V I J  j

�� �� � � 0

Schwierigkeiten bieten, dann kann man eine spezielle Methode anwenden» 
für die ich den Namen der „Methode der angenäherten symbolischen 
Intepretation“ vorschlagen möchte.

D iese M ethode b e s te h t in d e r In te rp re ta tio n  sy m b o lisch er A u sd rü ck e  
d er F o rm

Vm ( x , t , p )

w elche schon m itte ls t  e in fach er a lg eb ra isch e r R echnungen d u rc h g e fü h rt 
w erden  kann , w eil y m (x, t, p )  d u rch  einfache A nw endung  d e r M ethode
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der verallgemeinerten harmonischen Analyse auf das System ft) 
ermitteln lässt und daher als rationale Funktion von p  sich erweist.

Die Konvergenz dieser Methode sowie die Berechnung für sie der 
Majorationen der Fehler m-ter Annäherung ist in § 18 festgestellt mil 
Hilfe der Anwendung der Methode der verallgemeinerten harmonischen 
Analyse auf das Ausgangssystem in parzialen Ableitungen (2)

Die §§ 20, 21 geben die Anwendung dieser Methode auf konkret 
Aufgaben, so auf die Aufgabe der Längsschwingungen der Geschütze 
bei veränderlicher Wanddicke, sowie auf die Frage der Integration der 
Telegraphengleichung mit veränderlichen Koeffizienten.

Bei Behandlung der Frage der angenäherten Integration der Diffe­
rentialgleichungen war es natürlich auch von diesem Standpunkte aus 
die allgemeine Theorie der Synchronisation zu betrachten. Im §§ 7,—10 
ist die Theorie der Synchronisation dargestellt in der Gestalt, die ihr 
neuerdings in einer Abhandlung über dieses Problem gegeben w urde1 

In Anbetracht der besonderen Wichtigkeit der Fragen der Synchro­
nisation für Registrierungsapparate, die in der Praxis Anwendung 
haben (Indikatoren, Oszylographen, Yibrographen, Seismographen, u. s. w.) 
ist in diesen Paragraphen mit besonderer Aufmerksamkeit die Frage der 
Ermittelung verschiedener Majorationen der mittleren quadratischen 
und punktuellen Fehler der „integralen“ Synchronisation (im Blondel’s 
Sinne) behandelt, wenn die Synchronisation im Cornu’s Sinne schon als 
realisiert erscheint. Das Herabsetzen der Majorationen wird erzielt durch 
Anwendung einer speziellen Methode, der man den Namen „Methode der 
verallgemeinerten Verschiebung des Diagramms“ beilegen könnte. Diese 
Methode gibt die Möglichkeit durch einfache graphische Mittel „das 
Diagramm zu korrigieren“, d. h. nach dem gegebenen Diagramm ein 
anderes zu konstruieren, das von der wahren Graphik der gesuchten 
Funktion sich um eine im voraus angegebene Grösse unterscheidet, wie 
das aus den dem Texte beigefügten Tabellen folgt.

Der unten gegebene Inhaltsübersicht gibt eine mehr anschauliche 
Vorstellung von den Fragen die in dieser Monographie behandelt sind.

Zum Schluss möchte ich noch erwähnen, dass bei dieser Monographie 
mein Schüler und Assisstent Dr. N. Bogoliuboff mitgewirkt hat, der schon 
bei einigen meinen Aufsätzen mein Mitarbeiter war (s. das Verzeichniss 
der Literatur)

1� N�� O#G92??� "+� N�� F2;29%-J2??6� 3�-#� %,� +'P2#%"�  ")� ,11,#"%9)� %( %&,+"-#)< 
42-#(,9�  "� 0'G)%Q-"�� 8,#)� �E��





§ 4. B egriff d e r s tab ilen  (period ischen) L ösung d e r l in e a re n  Diffe­
re n tia lg le ic h u n g en  m it b estän d ig en  K oeffizienten.

Betrachtung der Fälle, wo alle Wurzeln der charakteristischen Gleichung 
einen negativen realen Teil haben, und wo die rechte Seite der Glei­
chung (äussere Kraft) eine periodische Funkt! on der Zeit ist. Darstel­
lung in diesem Falle der Interpretationsresultate des gegebenen rationalen 
symbolischen Ausdruckes in Gestalt einer Summe zweier Funktionen, 
von denen die erste (die freien Schwingungen des Systems) eine Summe 
gedämpfter Exponentialen ist, die zweite (stabile Lösung) die Periode 
der rechten Seite besitzt und die Differentialgleichung erfüllt, die dem 
betrachteten symbolischen Ausdrucke entspricht.

§ 5. B ew eis d e r N e g a tiv itä t d e r re a le n  T eile d e r W u rze ln  d e r c h a ra k ­
te ris tisch en  G leichung fü r  F ä lle , die p ra k tis c h  b eso n d ers  w ich tig  sind.

Feststellung einiger einfachen Kriterien der Negativität der realen 
Te^le der Wurzeln der charakteristischen Gleichung für Systeme der Diffe­
rentialgleichungen 2-ter Ordnung.

§ 6. S tab ile  L ösung d e r G leichung d e r In d ik a to ren sch w in g u n g en . 
B ew eis d e r C auchy’s u n d  B essel’s U n g le ichungen .

Anwendung der Ergebnisse des § 4 auf Fälle der Differentialglei­
chung der Indikatorenschwingungen erlaubt die bekannte Erwägung zu 
vermeiden, die mit dem Beweise der Möglichkeit der zweifachen Diffe­
renzierung der erhaltenen Reihe verbunden ist. Aufstelluug Cauchy’s 
und Bessel’s Ungleichungen, die für die weitere Darstellung notwendig 
sind. Berechnung der Majoration des Fehlers, mit welchem die Summe 
der m ersten Glieder der Fourier — Reihe (die eine stabile Lösung 
darstellt) der Gleichung der Indikatorenschwingungen genügt.

g 7. Theorie der „parziellen“ und „integralen“ Synchronisation. 
Majoration des mittleren quadratischen Fehlers der integralen Synchro­
nisation. Bemerkungen betreffs gehöriger Auswahl der Konstanten des 
Apparates, der vom Standpunkte der Synchronisationserfüllung am mei­
sten vorteilhaft ist.

Begriff der parziellen (im Cornu’s Sinne) und der integralen (im 
BlondeFs Sinne) Synchronisation. Einige Bemerkungen über die Bedin­
gungen der Erfüllung dieser Synchronisationen (wechselseitiger Wi­
derspruch dieser Bedingungen und Kompromissbedingungen, von Prak­
tikern angewendet, die nahe den Bedingungen der parziellen Synchronisa­
tion stehen). Effektive Abschätzung des mittleren quadratischen Fehlers 
der integralen Synchronisation und Anwendung der ermittelten Majora­
tionen auf konkrete Fälle. Einige praktischen Anweisungen, die aus den 
ermittelten Majorationen folgen.

§ 8. A usw ahl d er K o n stan ten  des A p p a ra ts  m itte ls t  d e r M ethode 
d e r D iag ram m v ersch ieb u n g .

H erabsetzen  der M ajorationen  des F eh le rs  d e r in te g ra le n  S y n ch ro n i­
sa tio n  d u rch  einfache D iag ram m v ersch ieb u n g  (A usw ahl d e r V ersch ieb u n g  
u n d  d er D äm p fu n g sd ek rem en te  zum  Zwecke des H erab se tzen s d e r 
M ajorationen). E ffek tive B erechnung  d er M ajora tionen  des m ittle ren



uadratischen Fehlers der integralen Synchronisation und Anwendung- 
konkrete Beispiele. Einige Bemerkungen Uber die Dämpfungsge- 

sehwindigkeit freier Schwingungen (Feststellung parzieller Synchronisa­
tion) beim ausgewählten Dämpfungsdekremente.

§ 9. Verallgemeinerung der Methode der einfachen Diagrammver­
schiebung zur Erzielung der vollkommenen integralen Synchronisation bei 
Bedingungen der parziellen Synchronisation. Anwendung dieser Methode 
auf Herabsetzen der Majorationen des mittleren quadratischen Fehlers.

Verallgemeinerung der Methode des § 8 mittelst Einführung zweier 
Diagrammverschiebungen und Bestimmung dieser Verschiebungen zum 
Zwecke des Herabsetzens der Majorationen des mittleren quadratischen 
Fehlers der integralen Synchronisation, wobei das Dämpfungsdekrement 
vom Standpunkte der Erfüllung der Bedingungen der parziellen Synchroni­
sation' sich am besten fixiert. Aufstellung einer Anzahl konkreter Formeln 
für die verallgemeinerte Methode der Diagrammverschiebung, sowie 
Tabellen mit Berechnung der Majorationen des mittleren quadratischen 
Fehlers für diejenige Formeln, die praktisch am meisten annehmbar 
And. Bemerkungen über die Möglichkeit mittelst einfacher graphischer 
Konstruktionen das gegebene Diagramm zu „korrigieren“, d. h. mittelst 
des gegebenen Diagramms ein neues zu konstruieren, welches sich von 
der wahren Graphik der gesuchten Funktion um eine angegebene Grösse 
unterscheidet, der angeführten Tabelle entsprechend.

§ 10. E rm itte lu n g  d er M ajorationen  fü r p u n k tu e lle  F eh le r d e r in te ­
g ra len  S y n ch ro n isa tio n .

Ausrechnung der Majorationen des punktuellen Fehlers der integralen 
Synchronisation für verschiedene Fälle, inclusive der Methode der Ver­
schiebung des Diagramms. Anwendung der ermittelten Majorationen auf 
konkrete Beispiele.

§ 11. Anwendung der symbolischen Methoden auf die Integrierung 
ines linearen Differentialsystems mit beständigen Koeffizienten unter 

inhomogenen Anfangsbedingungen.
E rfo rsch u n g  e in ig er S ystem e d e r  D ifferen tia lg le ich u n g en , die m an  in  

d e r  T heorie  d e r T o rtio n ssch w in g u n g en  der W ellen  tr if f t ,  sow ie d e r­
jen igen , d ie m it der F rag e  des ra d io a k tiv e n  Z erfalls des U ran iu s  v e r ­
bunden  sind.

ij 12. H ilfstheorem e ü b er D a rs te llu n g  w illk ü rlic h e r  F u n k tio n en  in
F orm  b e s tim m te r  K o n tu rin teg ra le .

C au ch y 's  D isk o n tin u itä ts fak to r. V e ra llg em ein e ru n g  des F o u rie r’s In te ­
g ra ls  fü r  F u n k tio n en , d ie b estim m te  b esch rän k en d e  B ed ingungen  im  
U nendlichen  erfü llen .

§ 13. Interpretation der symbolischen Lösungen der gewönlichen 
Differentialgleichungen mittelst Konturintegrale.

Darstellung des Integrals eines Systems gewöhnlicher linearer Dif­
ferentialgleichungen in bestimmten Integralen, die im § 12 behandelt 
sind. Durch Vergleichung dieser Lösung mit der Lösung in symbolischer 
Form wird festgestellt, dass die Heaviside’sche Operationsmethode nur
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Позначивши максимум абсолютної величини сили струму & �F1E 
літерою �_D тобто припустивши /==тах ! & a переконуємось, що оста­
точний член розвинення (5)

( ( 1B
(—])«+> іг™+1 

.5J&
М і"

аосолютною вартістю  не перевищ ить величини
_b�5J1�8cJ1

M5dZEeH5JZ

а тому йтиме до н у л я  при  безмежному зростанні т.
Ін т е ґр ал  диф еренціального  р івнанн я (1) п ри  початковій  умові (2) 

можна подати  в в и гл я д і нескінченного р я д у
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Розгляньм о тепер ф ункцію  Ф {і,-і), що визн ачається виразам и

очевидно
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з самого означення ф у н к ц ії Ф (£, т) маємо
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а тому 
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■Значить, ф орм улу  (6) мож на подати у  в и гл яд і
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-ft
на п ідставі відомого розвинення ф у н к ц ії W� *7 в Т ейлорів ряд. Цю

ро зв 'язк у  (3), подану формулою  (8) у  в и гл яд і нескінченного р яд у , 
можна інтер п р ету вати  також  у  символічній  формі

Введемо д л я  цього згідно з основною ідеєю  сим волічних метод

символ 3 д л я  позначення ін т е ґр ал а  в м еж ах від 0 до �7 Отже для 
�

U1XY1& ф у н к ц ії Д О  маємо символічно

т
П ри й нявш и, що степінь символу ^  визначає стисле повторення дії, 

як у  він вираж ає, матимемо

J - • • • • ] ’ Д о  Z � � � � )

Отже розв’язка  і8) символічно зап и ш еться  у  в и гл я д і р я д у
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7� < H � <[\
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що його можна розглядати , я к  ф ормальне розвинення дробу

19 ��� � �

< H �J ��
� � �

за спаданням  степень ] + коли  символ ]  трактуємо як  число, що 
п ід лягає  загальним  законам альґебри
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руху толоку. При першім наближенні нехтуємо масою пружини 
й інших рухомих частин індикатора (крім толока); маємо

де - �Y  кінетична енерґія індикатора, A — переміщення толока інди­
катора із стану рівноваги. Вважаючи опір за пропорційний до пер­
шого степеня швидкости, бачимо, що робота сил опору за одиницю 

/сісс\ “часу дорівнює VI — )
LK,_

Через те, що потенціальна енерґія пружини дорівнює L �fAZ 
то Е — повна енерґія системи—буде

Е = N 
�

Z
i

fAd

Тому, на підставі принципу зберігання енерґії [зміна енергії RS��оди­

ницю часу, тобто d  рівна альґебричній сумі робіт за одиницю

часу — зовнішньої сили �SPE
jk
jP сили опору & маємо

( �� ) jCk � �� jk
N ---------- а ---- lk� P (/)

jPC� jP

Вираз (10) являє собою шукане диференціальне рівнання руху то­
лока індикатора. Його можна безпосередньо одержати також з основ­
них Ньютонових законів.

Припустімо, що індикатор до приєднання сили �MPE (що почала 
діяти в момент часу PT о, який вважаємо за початковий) був у 
стані спокою. Маємо такі початкові умови

� �� �

що на їх підставі 

(12) AM1E

A = О, j k
jP О при PT О

P
jk

jPD
jCk

jPm�A
`1� g� m1C

О О
Уводимо таке саме символічне позначення, як і в попередньому при­
кладі. Тоді з (12) в символічній формі маємо

1 ��� ��  1 ��� �
8� `1 ’ mF�� 8� `1C

а звідси відповідно до вказівок кінця § і одержуємо

AM1EB

jk� jCk � �  ...- рх {ІT 3� KKKK� UVWX �YZT
jP� jPC

і тому з диференціяльного рівнання (Ю) безпосередньо маємо 
(13) FNOC�J�nO�J�oEkMPE�p��FPE

��



Розв’язуємо (13) як звичайне лінійне рівнання щодо х; одерж 
розв’язку в символічній формі

И  ������ ------ �������тр- + \р-гс
можна інтерпретувати двома способами: 
а На підставі результату § і символічні вирази вигляду

1
Ар —В f(t)

інтерпретуються як інтеґрали

-—j e  а f(z)dz
о

.... ірозкладімо тепер раціональний дріб----------------- на простіші
'тр2 кр \ с,

__  1______________ і______  ̂ ______1_______
тр2 \ Ір-гС т (г1 — г2) (р — гг) т (г2— гг) (р — г2)

гх та г2— розв’язки характеристичного рівнання
трг + \р — с = о

Припустімо для простоти, що вони різні (випадок рівних розв’язок 
трактується звичайним переходом до границі).

Застосовуючи вищезгадану інтерпретацію, маємо очевидно

x(t)

15

_  1____
тр2 -і )р с

1

f i t ) '

т (г2 — г1)р + т {гх — г2) г2
t

1
т (Гі — г2і р  т [г2 — іу) г1

t

f i t )

f(t) +

' Г
т {rx — r2)J

(t  —  т)
е Дт)йт +

т (г.
1 г.
— rx)J

1 = E - � F < <5� G E =< �F< -5
е f(z)dz = J ----------- f(z) dz

mv f 1 --  Г 9

Отже в цьому простому випадку за допомогою належної інтерпре­
тації символічної розв’язки одержуємо формулу, що збігається з ві­
домою клясичною формулою Коші для інтеґрування диференціяль- 
ного рівнання (10) при початкових умовах (11)

б) Для розв’язки х  диференціяльного рівнання (10) можна також 
одержати вираз у вигляді нескінченного ряду

Використаймо для цього формальне розвинення д р о б у ---- --------
трг~+ ~кр + с

ряд за спаданням степенів р

16
___ 1 ___

тр2 — і р -  с

ОО
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•Значить
20

F� H

0 5 = 1
Ця формула, яка узагальнює формулу (15), і е формула Гівізай- 

дового розкладу („Heaviside Expansion Theorem “), при чому легко 
бачити, що в випадку F  (р) = 1 вираз (20) е відома формула Коші для 
інтеґрала диференціяльного рівнання

d y21 Ъьу + Ъ ^  . , + у ^  f(t)
d t  d t

при початкових умовах

21г у - = �0, ^  = 0 , ~  = 0 При £=0
1 * dt dt1- 1

і
і іСправді, 1

Ф(р)
22

і_
г

I ( P - r j V i r j ^  Ж Ф'o-,

+ і ^ + . . . +^ _ ^ + ^ +2
і i 

Г
PHp-r, )V(rtр *£& '(Г ') ' ' ' ' + р 1' 12 * щ г , ) г р

5=1  5=1 5 =  1 5 =  1
Але, очевидно,

^  ф (р )  ъгр1 Ь.р’ іК  гЬгр ;...... рЪ.р) ї)іР‘ ^[р ‘+11
де 0 (— | визначає величину, що йде до нуля при р  -* <» як  1 

\ V I ‘‘ ' Р
Порівняймо в формулах (22) і (23) коефіцієнти при однакових степенях, 
одержимо відомі формули Ейлера

1 PM<WPFJ......... b, і p! 1 _ 1 () ! 1

24
VI r, [О, для y=0, 1,- • • l — 2

5 = 1
Припускаємо тепер в формулі (20) і^(р)= 1, а далі І раз поступово 
диференціюємо її, маємо на підставі формул (24)

25 d y

d t

�� ��� ��

F� �

{t~ x) U t )  л

d  

d t ‘-
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� � l

O 5=1 
� � l

O 5 = 1
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А & г — 1 +  Д - і ^ г- 2 +  ■ . . . . — і  +  * Ь(  — 4 — 1

^ 2  /— :d5�1Y  1 — ......................

— 1 1 І - ............... А -  h�T �C Z �Y :  +  Z D C Z �Y : � J� CD

UdT$Z�J�ZHZ�J�$DH
(27) 0 = П2,_*/

шляхом множення формального розвинення (26) на поліном Ф(р) і по­
рівняння коефіцієнтів при однакових степенях 8�

Вирази (27) можна використати для поступового визначення коефі­
цієнтів $1 н е з а л е ж н о  в і д  того,  чи  в і д о м і  р о з в ’я з к и  х а ­
р а к т е р и с т и ч н о г о  р і в н а н н я  Ф(р) = о. В звичайних практичних 
випадках, коли трудно знайти точні розв’язки рівнання Ф F8E = 0, 
можна користатися з розв’язки в формі (26), спинившися на певному 
члені розвинення. Де зауваження корисне під час обчислення інтеґ- 
рала для малих вартостей ґ

Доведімо далі, що формулу (26) можна подати в вигляді (20) 
Справді,

(28)

Порівнюючи коефіцієнти при однакових степенях 8 в правій і лівій 
частині формули (28), маємо

1
)) . / “ 'І °> ДЛ:І 8=1,  B *---- / — * + і

С О
ss� L � � & X � E у � & X D E

� � р *  ф  (р ) Ь ір - о ф ' ( с ) —  ф
IY &Y: 5 = 1 5 = !  V Р У„У-і/Ч

5 = 1  у = : і  Ф ' ( г . )  )

(29) � �F3eE 
Ф'(г#) $ŠD для а = & — :D� & — : J 1,

значить

V  ^  У  — ' І л 1 = V  Р І Г )  і VI г / - 1 (У — т) у~* ( « ----1)! ^ і Ф ' і Г  і 1 Ca ( 8 — 1)!
(— к � ���� І— к

І� ��� І

_ V Р Д г ,)  І V I Г _ * - ' У - т)*-11 V I ¥ (г ,Д С (<- т)
 a Ф '( ^ )  1 a  <8 —  1)! І  a  Ф ’ (С-)
У—і *=і У=і  

ІЦ 0 і т. ‹�  д .

Отже, згідно з попереднім зауваженням, розв’язка в формі (20) 
при ІД р)= 1 дає відому формулу Коші для інтеґрала диференціяль- 
ного рівнання (21) при початкових умовах (21р.

Доведімо, що для випадку, коли ŒM8E відмінна від одиниці, фор­
мула Гівізайдового розвинення дає вираз для інтеґрала якогось 
диференціяльного рівнання при певних початкових умовах.40







Але на підставі формул (27) маємо

.g, %� h(0) =  i+���B � ��  (0) -  `U��  (0)

FZB0E 0-К+-1) (/-1)
H1Y:J1% (0) г :JC% (0) І . • . HF9 (0) H�1BDfpBL� ��1B� /ЇО) J

— €SY’pSp�SYSS�gp J � SYft+i /Ч0))~К • • �€p�SBW�� (0) + . . . .  + ��SYS��M0)) = 
= �  (0) (&/—лг+і � �� �  + €�SYkJr�SY�B�BS + . . . + Ьг �PYi) + . . . + �  (0) &j �SY�  =

2 �� ��%3) � J � 7 7 7 7 J � [�̂ $�%�
Значить,

j%4)?%�)�2�6%H)�%�)

Отже ми привели диференціальне рівнання (31) при початкових 
умовах (32) до шуканого символічного виразу (19).

§ 4. Вертаємось тепер до формули (20); розгляньмо в и п а д о к  
о с о б л и в о  в а ж л и в и й  д л я  п р а к т и ч н и х  з а с т о с у в а н ь ,  к о л и  
в с і  р о з в ’я з к и  р і в н а н н я  Ф (р)=о м а ю т ь  д і й с н у  ч а с т и н у ,  
в і д м і н н у  в і д  н у л я  і п р и  т о м у  в і д’є м н у. Припускаємо, що 
функція �FPE періодична (з періодом рівним -E і розвивається в ряд Фур’є, 
що �� свою чергу накладає на функцію �MPE деякі додаткові обме­
ження (існування так званого коефіцієнта Ліпшіца, можливість дифе­
ренціювання і т. д.).

Підставляємо розвинення
оо -j- ОО
VI ( 1 1 �̂WP�%�) =  «0 +  2 (� kl  COS k���  +  i�  sin ���  j =  >  аие

—оо

(33)
2тгде ш = ~ , <U�T а0; а„ = <c + +Hп, а_„ = а„- S€n;

T� T

а„ = �  (P) cos ю WP�jPD� €W = p � � �FPE sinco WP�jPD

в формулу (20) і помічаємо, що на підставі одностайної збіжности 
ряду можна його почленно інтеґрувати- Маємо

(330
…FPE jr

+  0 0  P� 1

— оо /  І=1

�“  (P—ті + гмит 
”� jr

Для обчислення інтеґралів вигляду
1

f 	�  (І-т)-М<0Ит 
;� jr

о
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част• !(а„-Ийя)
;�1 ‚̂  (с — c1F4CcCE<x�„J„�5c~DD-------------------------- 4------------- ‚Yv ----- -—м f4I<c1J

5�F^c9  + Х(гш») + с (с — от¡C¢CEC + X2©2»
(с — cw43cCE~x�J�g^c<>� �� D+ \------------ ZB<--------- ‚£B зіпшЩ
Ff — 5¤ECc3EC�J X*©2» 2

маемо

_ 2 ^  | (с — c53cCE<c + Z ĉ~c  
f� C = 1 (<? — ги©2»2)2 Ь X1©2»2

соє©Щ J

FfY5›vc¥E~x�J�̂ c<x� �  ,-  ------  "--------- '' *1ПМН/
(с — тю2«2)2 -і- X2©2«2

Цю розв’язку можна було б одержати інакше:1 знайти
способом періодичні інтеґрали рівнання вигляду (10), де 

правій частині замість /Ц) стоять окремі члени розвинення /Ц) 
ряд Фур’е. В результаті сумування таких розв’язок одержуємо 

При таких міркуваннях слід перевірити, що це рів- 
ання являє собою одностайно збіжний ряд, який можна двічі почленно 
иференціювати. Перший спосіб не потребує додаткових міркувань, 

з попереднього ясно, що (47) справді є інтеґрал рівнання (10) 
Введімо тепер деякі нерівності, що з них будемо постійно 

далі.
а) Нерівність Коші. Маємо, очевидно, для всіх дійсних вартостей 
9D� <DB та Hy (■/ = і, 2,. . .от)

т т т т

+ і
1

Припускаючи, що

45 A C 2A9
Z

48 одержуємо

звідси маємо так звану нерівність Коші:

C���� D�� D���,��*�EF4���6������������G*���� )*� ��� �H%

��� 	����I�J� �E
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5 � � � �

�� 7lG8� ��(���#� $�� '���� ���'����«97p8� ��.� ,��1�� ,�!����#� $�� --� '���0
��"� ������ ��"�2����"�#�"�� ����� � 1�'���-� ,�!��'�

�DWhDiB
dt

RN

i� M*�3'� ������#� ����'�"��� ��.� �����(��/� ��,�&� ���� ��"�2���������)�
������� ����� ��������� 76o8*� ������ ��� &'��&"��/�����/� ,������,���0
���� ,���"�� ��,�&���%� '����%� ���'��%� �FPE�7"�&������ ,������ ��������8#�
$�� --� "����� �����(�"�*� � ��� ���(����� ���'�� "�!��(��!� �� ����(��!�
,�"�� � �����%" � �������(��!� ,�������#� ��,�*#� �&����������7,�������
���� ��,�&�� &"����8#� &�/&�������� 7,������� ���� ��,�&�� &�/&��(��!�
���$8#� ����������� �� "*� �*

@��� �  � � � &!�� �� ,�������� �&�! � � � ! � , � � � � � �� � ,���.� �� �� �� ' � ,�����
����(���%#� $�� --� �����%.��� 7� � � ' � �� � ( �&�8#� �� ��"�2��� � � � ,�������
� � � � � � � � ��� � � �� � � �� � � � � � � 7���� &�&"�� �� � � � � � � � � �� �  � � ! � ������ 8#�
$�� /���� ��,�&�.� �� ���� �(��*� � �"�� �&�!� � � ! � , � � � � � �� � � � �� � ��( � ��
�� ��"�%� �� � � ' �"� � �*

E���� �� � � ' �.� , �"�� � �� ,���"� ' � �� � � � � ( � & " ' � � � � �� , � � � � � & � � 0
! � � � � � � � � % � �� �� ���� � ' � � �� ��� � ,��� � � � � � � � / � , ��� ��� &"�� � ! � ��� �)�
���� !� , � � � � � �� � 7"��"�� ' � �� �� �.�"��� � �� �-� ( �&"� � � � � �� � � � � �� 76o8#�
$��� �� �/&��"� � �� ���� &��!� � � ��� � �-*� � �� �""�� 4(�&"'���-5�&�� ! � � � ��� � �-�
����� =���%� 7•UZTO8*� ?,����� �� "�� �#� $�� '� � � � / � �� " �2� � � � � �� � � � � � � 76o8�
� � � � . � &���%#� � ' � ��� �� �� � �(���#� &� � � � � � �&� � ! � ' � � � ���  � �� &"�/ '�-�
� � �� ��� ' �#� , � � � (�� �� �� � �( � � 4(�&"'���-� &� � ! � � � ��� � �-5� ��� � �" &�� ���
"���#� $��� �� �&��� ' � � � � � � � � � � � � �&�� � � ��� ����� 1 ���1 �*� ����� �� � �����
( �&"'���-� &� � ! � � � ��� � �-� � ����� 1 �� �1 �� � �&��� �"� � ,������� � � � � � � �
7&"�/ ' � � � � ���� � ' � � &�&"���8

� ������ �� 4,����-5� &��!��� ���� �-#� $��--� � � ��� � � � � � +� � � � ��  � 7NPUT0
ˆQP8� �� ��1 �� ��"���#� , � � � �� .� �� � � �1 � ' � � � �� "�!� ����#�, � � �� ' � ! �� � � ' � ��#�
$ �� � � � � . � , �� �� � �( � � � 7&"�/ ' �8� �� ���� � ' �#� � ' � � ���,���� �.� ����� �� � �0
,�� ' � ��#� � �� ����� � ��1 � � �� � ��� � � �&�� �� ��� � � � � ' � �-� � !"�; ������1� �-�
&� � �#� $�� -- � "��� �� �� �� �(�"�*

@�, � � � � � � �1 � � , � � �""�� ,��� 4,� �� �5� �� 4(�&"' � � �5� &��!��������%#�
�&�� � � "� ' � � �����(�.� �#� $�� � � � � ,����� ����� � � � ' � �� � � � � � � � � � �.&"���)�
��!� , � � � � � �� � � � � �� �" � �(������� , �� �� � �"� � &"� � �� , � � � � � �� � "� '#� $���
�� ' � � �"� � �� ���� ��� "��  ' � � ,����-#� �� �� (�&"'���-� &�� ! � � � ��� � �-� 7�� ��0
�� � �� � �� =���%8� � � � � "���#� $��� ��"�� ,����� �� �� "��#� $�� ��� ��� ' � � �0
��� � � � &�&"�� �� ��� �� � � �" � ,���"����� �, � � � � � � �� � � �� �  "�"� � ,����-



хронізації. Далі звернемо увагу лише на теорію осцилографів, 
хоч аналіза природно узагальнюється й для інших типів приладів. 
Розгляньмо диференціальне рівнання (10), що до нього приводить 

теорія осцилографів, і зазначмо, що різниця cy{t) — f{t), яку 
залежить оцінити, у  випадку стійкого руху осцилографа набуває

л=+оо
■ т = \ А пе ІПшІ т(ігт)2 ^  /. (шш) 

т %**k )C + 1 %*Tо) + с

Осцилографи конструюють для графічного запису найрізнома­
нітніших струмів, тому про коефіцієнти Ап нам нічого невідомо 

тому спочатку треба підібрати сталі приладу так, щоб зробити 
можливо меншою величину модуля, або квадрата модуля 

Ап, тобто величину

ф
т (шш)2 + X (іто) 12 т2 п1 ш4 + X2 ю2 п2 

т ( ш ) 2 + X (іто) + с | (дат2 аг*— с)2 + Х2ш2?г2
Зауважмо, що

К
Т

де К — період власних коливань, а Т — період вимушених коливань 
Припустімо, що

/  III К  Xі /  " ті = — п , = а,
\  с Т Уст

тоді

(г2— 1)2 + а2г2
і тому

дФп 2аз2 [ (г2— І)2 + а222] — [з4 + а2zz\ 2аг2 2аг2 (1 — 2 а2)
За |(с2— 1)2 + а2с2|2 І (с2— Гі2 ; а2с2]2

Отже пересвідчуємось, що
дФ 1^ > 0 ,  ДЛЯ 0.< с <
За |/ 2

ЗФ і Т
тобто  ̂ >  0 ДЛЯ ВСІХ п ,  ІЦ0 не перевищують числа

Візьмімо напр. — == 100; бачимо, що Ф„ буде монотонно ростучою 
К

функцією від а для всіх | » | < 7 0 .
Отже, для всіх перших 70 членів похибки повної синхронізації 

(53), Фл будуть рости із зростом а і значить а треба взяти можливо 
меншим.
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Випадок я = 2 не є найкращим з погляду повної синхронізаці 
а тому треба порушити справу про о ц і н к у  п о х и б к и  
с и н х р о н і з а ц і ї .

Розгляньмо насамперед середню квадратичну похибку повної син­
хронізації, тобто квадратовий корінь з відношення інтеґрала квадрат

■ ,л f(t) - v fit)різниці у (і) — —- - до інтеґрала квадрата '
с с

Маємо, очевидно,

(56)

бо

т

И
dt

Т

Vі* М,

<М--=у'г{Т) — у'2 (0) 0

через те, що на підставі попереднього досліджуємо повну синхроні­
зацію на базі стійкої, тобто періодичної розв’язки у  [і).

Диференціюємо тепер основне рівнання (Ю), підносимо до квадрату 
інтеґруемо і одержуємо через періодичність похідних

т т т т

о о о  о
Підставляємо цей вираз у формулу (56) і маємо:

E ? � F 5

т

ЗВІДКИ 
т
С\ у — f- ^ d t  a2 mj f ’4 t  + тг 1̂ - а 4 -ґ 2аг j j  y " 4 t  -  а2 у'"Ч

E G & @
d t

1

І f * d t

Але і — а4 + 2а2==ґ 0 для аг5ї 1 + ^ 2  і тим самим для вартости а2 
яку ми взяли раніше, близької до 4

56
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а тому, підставляючи ці вирази в формулу (59), підібравши В, <? та а 
так, щоб вираз (� — з2— В  cos -  з ��  + (аз— Б  sin - г ��  починався з мож­
ливо найвищого степеня з, маємо для визначення шуканих сталих 
таку систему рівнань

1 = Б,1 =
� [

а = Б<?,

звідки маємо
Б =  1, <р= і/2 , а = і /  2

і тим самим

—п0

Обмежмося в розвиненні для f  (і) першими 2пй � членами ряду 
Фур’є; тоді з формули (60) одержуємо

(вОі)
R 2< C ~  Мах з.У

, 1 21 Н-----з2
�

(� — з��� � �  з�

о

Припустімо, як і раніше, що -у  = � ,�� ; візьмімо щ  ̂70, тобто обмеж­

мося в розгляді /■(£) першими 141 членами, матимемо з 0,7, 
і тому з формули (60]) бачимо, що

Візьмім 71 член, матимемо з <0,35; тоді похибка Б  буде щось зо 2%. 
Обмежмось в розвиненні ’/■(£) Зі членом; маємо з � 3� 3� при чому 
похибка буде меншою 0,05%, що знов таки видно з формули (60]).

Тому, що в цьому випадку а = і" � <  � , то власні коливання загасати­
муть, як

-“- У Г ,9  -------  і& wt.
�

�		
< е

� ���

Ті тому для £ = - , тобто менше як за одну шістдесяту частину

періоду зовнішніх коливань власні коливання загаснуть більш ніж 
у е/ > Ю ��  разів.
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В ,  ® і 2 f  Б 2 ® 22 =  2 .  

Б і  ® і 3 +  Б ,  <р2® =  0 .60
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2 и, +  1 В  ДЛЯ <Р2 =  —  0.5 В  для <р2 — —  2

201 В  <  0,014 о о  1,4°/0 В  <  0,11 “  11%

161 В  < "  0,0057 с/) 0,57% В  <  0,0159 / :  І.б̂ /о

121 В  <  0,0018 оо 0,18% В  <  0,0144 оо 1,4%

81 В  <  0,00036 с л  0,04°/„ В  <0,0028 ооО,3°/0

41 В  <  0,00002 ьо 0,002°/с В <  0.0002 ооО,02°,,
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Отже, з формул (71), (72) виходить

В г < і /

тому

73

п0 +

т ч

В і< а 2
З 1 : З

5а2
�

де Ті вищепозначений „ с е р е д н і й  п е р і о д“ функції, тобто середнє 
Т-з чисел Т .................. Формула (73) дає між іншим виразне мнемонічне

П0 + 1
правило, щоб скласти мажорації відносної пунктуальної похибки. Щоб 
одержати зручніші мажорації відносної пунктуальної похибки [форму­
ла (73) очевидно є надто мажорованою], можна застосувати, як і раніше, 
методу „ з с у в у  д і а г р а м и “, яка у нашім випадку зводиться до 
визначення сталих так, що мажорація відносної пунктуальної похибки

шах |Щ/(£ї-т) — f(t)\

т ? м

була б можливо найменшою.
Обмежмось, як і раніше в розвиненні f(t) в ряд Фур’е першими 

2н 1 членами; очевидно матимемо

74)

+"о

24 Є'шпг д

т (гот)2 і X (гот)
. ̂  І £ІОіПІ

<г

< /  V I  еІШпХА_____
у І т(тп)2 + ).(тп) + с

-«о

12

з другого боку

- 1
2 ' � іп��2� : � ��' �w��2� : � � ' ��

g � �.�:��� + w� �2�:�� � - � ггг і 2� : � ��; � X �2�:��; � с

(А�соэшпх + т и 2« 2 — с) ;� і(А�вій оті — Хат) |2 
(с — тв>2п2) + їкат І

(А соэотт + то/2и2 — с)2-г (А�вій етх — Хот)2

12

(е — тш2п 2)2+ Х2о>2я 2
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що постане в наслідок зсуву і діє в площині першого крутня

(т'КІЗ О --- (/з, де О — модуль зсуву
І

матиме відносно осі валу момент

в
І

Інтеґруючи, одержимо повний момент відносно осі валу всіх пружних 
сил, які діють в площі першого крутня

/ в &*-• ^  ш
І І (?2 — ?і),

де І — полярний -момент інерції. Позначімо тепер моменти інерції 
1-го, 2-го та 3-го крутнів відповідно знаками 6Ь 62, 63, тоді одержимо 
рівнання руху 1-го крутня

(х) = —  (у   (р,)
1 І г'  г '

Аналогічний спосіб дає рівнання руху .3-го крутня

0 ,

йР
01
І (ь  — <?->)•

З цього ясно також, що рівнання руху 2-го крутня має вигляд

0 (?/ ,� �
— = --------(ф2 - -  Фі) -

ар і 
о і

01
( ь ~  ?з).

З припущення 01 = 03 і —— = с, маємо 'таку систему диференціальних
ь

рівнань:

(76)

0і

0,

ар
а%
ар

с (<рі — ь

с (ь  — ь )  ~ с ('Рв— <рг)= о

■с(<Рз~ ' р2)=0’
що їх належить інтеґрувати при таких початкових умовах 

(77)

При цих початкових умовах маємо

аш2 с7(р3 Л ф ,
Г-Рі = <р2 = ?з = ~ г  = - , =■ 0 —* - = “ при « = о ^  аі аі

і

- / аі аі У ар г ]  аі аі ] ар
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а аі аі

і
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а і ;
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Розв’яжімо цю систему; одержимо символічні вирази
. ^  ри0 кри0 = ______Щ р и 0______

р л к ’ Хі  і р  + к ^ і р  +  к) ’ Х% (р t А)(рн fe1)(p  +  &2)

ftfti..........__________
(p+fc)( i^ Ю ---ІР+К-1)

Для інтерпретації цих виразів особливо зручно використати „теорему 
Гівізайдового розвинення (що ми її одержали в § 3), бо ми вже знаємо 
розв’язки характеристичного рівнання. Застосуймо її для даного ви- 
аадку; матимемо
186�

х г = кк1ип
—АГ/

Є
(*!— Л)(*с, — fc)

—К-\І 
Є

- Kit
Є

(к— кх) (к2— кх) (& — к2) (кг— к2)

х„ = и J  1 f c j . ■ К
(^і &) ........(k-n—i

— Kt
-Є—

З експериментальних даних відомо, що к є найменшим з чисел 
к , к1г к2, кз. . .  кп і тому після досить великого часу £ всі вели-

—кр —кі
чиние (§ = 1,2 .. .п) стануть дуже малими в порівнянні ге  , а значить 
всі попередні формули можна буде подати наближено в такій простій 
формі:

Звідци між іншим виходить, що кількості атомів елементів з часом 
зменшуються (крім останнього за порядком елемента); але зберігають 
між собою постійне відношення.

Методу „степеневих рядів“ можна застосувати для досліду явища 
розпаді'' групи уранових елементів для дуже малих вартостей 
часу І.

В розвиненні виразів (85) за спаданням степенів р, х х почнеться 
]с кк■і члену — , ж2 з члену—1 і т. д.
р  р 2

Тому за дуже малих Ь, х1 зростатеме як £ і взагалі х г як Ґ.
При експеріментальнім досліді питання виявляється, що, коли 

деякі експотенціяли (86) стають дуже малими за час експерименту 
то інші ще близькі до одиниці.

З формули (84; маємо

ж = ■кг—і
Р + К

Х г- 1
кг-

Р
К
р 2 - ■ і

X г—1

тоді, коли krt мале, то за зауваженням Jeffreys можна знехтувати
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Y��T� ›3��] �K � кг� �� Хг-1
р

J�� ��, �� � '#� '���� хг~л ��"���� � � �� � � � А Р, ��.��

ь —к,4ґ>
7IL8� х. =)))) ))))))А Р ^Л к.-г  е \ Р е (її

Р + К •)о
±кгЬ

�� "���#� �'� $�� B23� ����#�"�� C� �����%.��� �������%#� �� ����� ��"�����
,�,������/� ������ 7II8*� =���� �� кгі� ����'�#� "�

/

(ЇЇ 6
к.

е
krt

(ЇЇ

�� ,�&��� ,��"������� ��"�2�������� ��������

о
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�"��#� �� �������� 7IL8� ��.��

��� � ) �; 6 )))))
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J�� ,��&"���� ��$����������� ������ '��&���'���"�� ������"�� ���������
���,�� ��� �����"������� /� �������"������*� �&��#� !"�� ��'���" &�� ��� 1�
��"�� ��� ����/���"�&�� �� ���#�������� ������"�&����� "��'"�"��˜QVVZQ_†#�
$�� ,��� � ���� ���� �������#� �� "�'��� ��� '��&�� ?'�����& '�-)=%��*

i� 6G*� ���1� ���� ��"�� ��"�� ��� ��2���"������� &������(��!� ��"���
��� ��,�����%� "����-� ' � � " � � � � ! � � � " � 2 � � � � � � �� ' � � , � � ' & � � / �
, � � $ � # � �&"�������� ����� �������� "������� ,��� ������ ����� ��!�
���'��/� ��"�2������ �� ��&'��(������� ���������*

��� ����� '���� CR�����%&�� її� �� ���"���� � � ,�(�"'�� '�������"� �� ���0
���� ��� '��"��#�$��&'����." &�� �� I R�;����"��'��,��&"�-� .�j� h � 7��� p

��� � * + * , � �

.� ����� ��� ����"��� (�&��#� ���1�� ��� її, її�;́��Ç8� �� &�������� '���� CR�
"�� N r�;�(�&"����'���� Сн,�$����&��&��--�"�(�'����,�����$�%" �†k� �"��� N B�
����� ����%� (�&"���%� '���� Сн,�$��--��������.� ��������,��&"�� г� �� іу.

;� �� �™j� ’�™ -�³ �&�
E���� ��� ,��&"���� ������-� "������� ,��� ��"�2��� ��� ��1'�� �� "����-�
���'��/� '��,��'&��-� ������-� ��.��
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е dp�)V
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Є (If)� 6#
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Назвімо тепер Ми частину дуги кола Сц, що абсциси її точок ^  $ 
(тобто частину Сп, що лежить праворуч од вищезгаданої простої 
І« [(є - � '� ),— с о <  V <  + со ]; тоді на підставі теорії інтеґральних лишок

(92) Г Г —  <ір=о,
в  р  р

Мц //?

оР*

бо полюс р = 0 в данім випадку лежить поза нашим контуром. 
Зауважмо, що

/  рі г  &
- -  Ф = ]  - ^ І В е М ,

1 Ще

Ми

одержуємо при £ < 0

Ве1

/ 0 1 �2 0�
я

т  сов , 
в <ЗІЇ-+ О,

Я -У  03

звідки на підставі V92) маємо

(93) - Гш  «/

г ~т~ і оо 
ері

2т  р£ -—  І  С О
йр = О, коли І <  0.

Підсумовуємо одержані результати і виводимо загальну формулу, 
корисну для дальшЬго

(94) 1
2т

е 4* і °°

г — і со

1 + ЄІ£Щ/ 
�

де/єі§п£ подає знак £.
Розгляньмо тепер якусВ функцію /{і), означену в інтервалі (� , оо і 

для якої інтеґрали
С О

о

— гі
/'(*)

2

сіі,

(де £— якесь певне досить велике додатне число) мають скінченну 
величину.

Припустімо, ЩО / ( 0  =  0 для £ < 0 ,  і розгляньмо тотожність
і  оо

/� � � � 0 � �� 1  П і)  ^ ,,(К ) Г  (-)ах,

О О
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ОО ї - \ - І О О  р ( і — т)

е
7LH8 9 · �р р

є + іс о  p ( t — г) ��

C >Ґ �7!8�dx,� ; � dp,�˜«�f\x) e pzdx
- I C O

e - \ - i c o  C O p t

i [ 5 m ‘ n j ~ dpp
s— ICO 0

����" � ��������*� ?,�����#
оо  є-(-гоо  p ( t — т) 

ЄІ Р
dp
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Г �7£8�dx�e�G�кі J  Г �7!8�« � e�• #7 #8 ¹ VPU#Œ�G�та

s+ г с о  <8=—т) 
еІ dp хіі�·�1�³�†S‰T�(t�;�!8Г f �7•8�Q�P \ dx

£ — tO O
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V ² Z Ž
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Це й доводить збіжність інтеґрала, що його маємо в лівій стороні (98). 
Несселева нерівність переконує нас тйпер у  збіжності інтеґрала

г +  іо о  рі оо
y� є� 7� Г ~Р'1 ' Г(  т)е а-

1 р  1 '
-ІСС

ф  <

Г  г-ргоо -{-гсо оо
—Р *� P�

Г  (-) е Ф  ф

Користаючись тепер з відомої теореми про зміну порядку інтегру­
вання подвійних інтеґралів з нескінченними границями, можемо 
аа підставі доведеного формулу (95) подати у вигляді

Але

і. крім того,

г-4-їсо Ср со
1 Г  е ■ г — хр

-  . |  ----- Г  ( V  Є
2 та 3  р

£—гсо 0

г + г с о  ір

/ ' ( 0 )  1 .
е

/Чо) Ф
2 т л  , / р

г— П с

со СО
г  , Г
1 ґ ( - ) е  Сі- ■=р 1 /  Щ е

0 0

ф .

виникає з інтегрування частинами). В наслідок цього маємо таку 
формулу, що допомагає виражати інтегралами з нескінченними 
границями

• 99) ф

довільні функції.
§ із . Розгляньмо тепер певну с и с т е м у  диференціальних рівнань 

з сталими коефіцієнтами при довільних початкових умовах. Щоб 
спростити міркування, припустімо, що систему зведено до так зва­
ного нормального вигляду

і 00 R5� � � *> *„Уг+и  «= <и
г= 1

� *� � * І

*/8 = 2/Ф при  ̂= 0
Накладаємо на  ̂(і) обмеження, що ^ (і)  зростає на нескінченності

5—1, 2...1
М і

не швидше від показникової ф ункції е (де АГ— певне число). На під-
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с т а в і  к л я с ї ї ч н о ї  т е о р ії  б а ч и м о , щ о  у в {і) ,  [ (« =  1 ,  2 , ..............І ) ]  р а з о м  з с в о їм и

п е р ш и м и  п о х ід н и м и  з р о с т а ю т ь  н а  н е с к ін ч е н н о с т і  н е  ш в и д ш е ,  н і ж
N1

е к с п о н е н ц ія л и  е� , д е  N — б іл ь ш е  з а  н а й б іл ь ш е  з  ч и с е л  М,� д . ч .  гк,�
к =  1 , 2 , . . .  г д е  г к— к о р е н і в ід п о в ід н о г о  х а р а к т е р и с т и ч н о г о  р ів н а н н я �

( т у т  і  д а л і  д . ч .  в и з н а ч а є  с к о р о ч е н о  с л о в а  д ій с н а  ч а с т и н а ) .

ВІЗЬМІМО £ >  ІУ , п р и п у с т ім о ,  ЩО р  =  £ 8 �і'і, п о м н о ж м о  р ів н а н н я  с и с т е м и
—рі

( 1 0 0 )  н а  е  т а  ін т е ґ р у й м о ,  о д е р ж и м о

� ���� г аж
І <м

—»і
е ���#

�� Г—1� �� �
,��� (���� ��� ,��&"���� ��$����������� �&�� ��"�2����� �� ��&'��(�������
���������� �� �������� 76o68� ����" � ��������*

>�"�2��%(�� (�&"�����

.) <и
�

і  п р и п у с к а ю ч и ,  щ о �

7¸6o

оо со
г  йи ~~Р1 Г
і я е  (М = р  І у в е  <и —  у / '  >

-рЬ
Р  УаЄ� 	 � � � H : �'I

,������ ������ 7 ��� 8� � � �������
І

К { р ) Р  —  ^ Ь а г К ( Р ) = Р  .0&� Р М+руЮ,
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це й доводить правдивість „розподільного закону“ для символічного 
числення.

Зокрема, коли Н(р) є раціональний дріб (де ступінь знаменика 
більший, ніж ступінь чисельника, і знаменик не має кратних розв’язок), 
то розкладаємо дріб на прості дроби й одержимо

7І
(107!) Н{р)==^; Л, 1

р — г ,
N 1

а тому з формули (107) маємо
і

(108) Щр) ^  00= ^  А  —  Р У)
Р — г,»=і

Але на підставі встановленої (106), (106]) інтерпретації символічних 
Гівізайдових виразів одержимо

(108,)
Р— г.

1
2та (

< � � �  
»1*

р-

со
F (  т)

рх
е d~ dp,

'

звідки зі зміною порядку інтеґрування в інтеґралі правої частини 
виходить

г-[-гоо

р-
F(t) П —J  I г™ p  — r,

dp\F(z)dx

На підставі припущення е — д. ч. га =- 7) >  О, отже через заміну змінних 
і позначення р — г. = д матимемо на підставі (94)

s-\-ico ч]4-гсо
f ‘ e p{ t -x) , ГеЧ— d p  -  /v� Р —  Г< v

■—гоо � �	 гос

dq.e 2 - і
1 sign (t -2 . т) rs (t—z)

—- ‚

Значить,

p — r,
' Fit) = f  1

rs���	 � �
e F(x)dx

і тому з формули (108) інтерпретація символічного виразу Н{р\ F it) 
набуває вигляду

t і

(109) f \ ^ A,e>At
о s=l

Цей вираз збігається, як і слід було чекати, з результатом інтерпре­
тації формули Гівізайдового розвинення звичайним способом, що 
його подано в § 3.
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Візьмімо попередню формулу (99) і замість інтеґрала
00

<-]�:>^b�� a�2�� ^=#>c� c� -`:B}#>Y_`�2�� #-^`>``j� r>#��`>��  :lB� �]B#p
l=b�� #�c^8jcf"� r>#��`�^�2�� #-^`>``j� �̂ :>f-a� %�#b-

(115) У(ї) = W � {2т J

Xll� pf
Н (р)еУ

р
dp

-ICO

Як і слід було чекати, вона є лише частковий випадок загальної 
формули

Е-|-гоо ll

D���E����� dp,

що її вивели раніше.
Звідци ясно, що інтеґральне Карсонове рівнання може бути за 

вихідний пункт, щоб установити основні правила операційного чис­
лення, бо розв’язку Карсонового рівнання можна подати, як це було 
щойно доведено, інтеґралом (115), з якого ми користалися, щоб 
визначити правила цього числення (довід самого Карсона не строгий 
і відрізняється від вищенаведеного).

k�[� <B#Ba:=� ^-]� %"`fi-@� y{t)� �MO~MTMRK� R~•M��ROT€�� ]�� c>2>Y_`�2��
^=<>]f"9� :�[:�� ]�� %"`fi-@� х  �@�9� d�� ^-]<�^-]>e� ^=<>]f�^-�
(116) х  (t) = H(p)F(t),
r>#��`� �]B#l"e� ^=#>c9� d�� a�2�� b�l`>� ^�:>`�^=:=� a� :>f=b� �<���[�b�

і
x(t)= F (0)y( t)  +v �F' (т) y(t  — х) dx

Інтерпретуємо насамперед символічний вираз (116) за формулою 
106).
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Користаючись з відомих властивостей Ґрінової функції, з рівнання
(123) маємо:

І� 	|

(124) Н(р,х) = £ в{хЛ ,р )\^р   ̂ І * г ) е  ї>1(М+{А,+Аір)ч \-

0 О

+ А2у1 + А1 — 1 
Але з загальної формули (99) виходить

žKX‡	l

и(х ,і)  = ----  і е < І и(х,Ґ)е <М
І А

£—гов 0

отже користуємося з формули (122) і маємо:
XKMKX	l

! *\ 1 Г Р*Ь(Р, X) ,м(ж, £)=------- І е —— —-Ар,
2т А Р

г—гса

звідкіль на підставі формули (124) виходить
є-|-гоо уі І оо

(125) = ^  [ в { х Л ,р )^Р  ^  /(£, 0
—рі

е (М

+ {Аф  + ,42р 2) <р + Л2- № + - д г - 1  Зі  Ійр
35 ) і

Подамо тепер розв’язку даного диференціяльного рівнання (117) у сим­
волічній формі на підставі основного способу символічної (операційної) 
методи, скориетаючись при тім з початкових умов. Маємо очевидно:

І д и  ди 1 дЧі ди 1 ди ди%і —----------Ь Ф,---- —-----------Ь Фі» -----= -------------і----- ,р ді ді р ді2 дх р дхді дх
звідкіль:

ди д2и „ „ д2и ди
—  = р и — щ ,  —— = Р2и  —1>2? —Р?і, у  - - = Р ~ -  ді ді2 дхді дх Р

ду
дх

і тоді диференціяльне рівнання з частинними похідними (117) набуває 
вигляду диференціяльного рівнання із звичайними похідними, що їхні 
коефіцієнти залежать від символу р

Я2лу Ялу
���� А ° ~ д х 2� � � �� +  А і Р )  ~ ^ + ( А и +  А і р  +  А г р 2) и  =

= ґ+  (А  р  х А  рг) ч + А № + А і р ~ гдх



Скористаймося знову з граничних умов і розгляньмо Ґрінову функцію  
одержуємо З (126)

І
<127) и(х, і)= І  в(х,£,р) |  і) + + +

що й дає шукану розв’язку рівнання (117) у  символічному вигляді 
бо у формулі (127) р  є символ, а не комплексне число, як у  фор­
мулі (125).

Зазначаю чи тепер, що інтеґрали:

J  (£, і) е рі т,

І � � \ � � � � .

I в(х,£,р) / ^  у* f(Ь>t)e рІ(и^йі; я  Г $ , і ) в { х А ,р ) & \ е  ріт

будуть абсолютно збіжними, і беручи на увагу, що на підставі ві­
домих теорем аналізи можливо змінити порядок інтеґрування в крат­
ному інтеґралі (125), маємо

(128) и(х, і) =
є-)-гоо оз І

е—г'оо 0 „
^ ( и )  + (АіР + АгР*)у +

+ АіР ду
~0Ї + Л Р Ї! йр

Порівнюючи формули (127), (128), переконуємося, що у в и п а д к у  
д и ф е р е н ц і а л ь н и х  р і в н а н ь  з ч а с т и н н и м и  п о х і д н и м и  (117) 
п р и  п р и н я т и х  р а н і ш е  о б м е ж е н н я х  (а саме ,  що  і н т е ґ р а л  
р і в н а н н я  (117) р а з о м  із с в о ї м и  д в о м а  п е р ш и м и  п о х і д ­
н и м и  з р о с т а є  н а  н е с к і н ч е н н о с т і  не  ш в и д ш е  з а  е к с п о -  

ли
н е н ц і я л е  ) о п е р а ц і й н а  м е т о д а  п р и в о д и т ь  до і н т е ґ р а л а

(129)
£-|-ГОО ОО

і Ї Г  �  »’*(
е—Іоо о

=+*оо рі
Y� GH� I�,�

���� � Р
йр,

тобто у символічній формі 
130) Щ р, і) = в (р )Л .

що ц і л к о м в і д п о в і д а є  р а н і ш е  с к а з а н о м у  з п р и в о д у  
і н т е р п р е т а ц і ї  с и м в о л і ч н и х  м е т о д  у в и п а д к у  л і н і й н и х  
д и ф е р е н ц і я л ь н и х  р і в н а н ь  і з  з в и ч а й н и м и  п о х і д н и м и  
й с т а л и м и  к о е ф і ц і є н т а м и .
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Звідси ясно, якщо вираз в правій, тільки що написаній, частині не- 
рівности йде до нуля при те-»-оо, то для обчислення шуканого інте- 
ґрала диференціяльного рівнання з частинними похідними (117) мож­
на застосувати методу степеневих рядів, тобто обчислити шуканий 
інтеґрал за формулою

ОО

(135) V
L ,  »1

при чому вираз
о

я /  tn
2s те!

в мажо рація остачі, що її одержимо, спинившись на те-ому члені 
розвинення (135).

Де буде мати місце, напр., на випадок коли

(136) Qn~* о
��5V���

Зокрема умову (136) можна виконати тоді, коли функція в  (р) по­
дається раціональним дробом.

Загальніше припущення

теe Я п й к = const

переконує нас, що розвинення (136) являє, очевидно, шуканий інтеґрал 
для всіх вартостей

Подамо зараз деякі загальні міркування, що дають можливість у з а ­
г а л ь н и т и  д л я  р і в н а н ь  з ч а с т и н н и м и  п о х і д н и м и  (117) 
т е о р е м у  Г і в і з а й д о в о г о  р о з в и н е н н я ,  що  м а є  с и л у  л и ш е  
тоді ,  к о л и  0(р)  є р а ц і о н а л ь н а  ф у н к ц і я  р.

Отже розглянемо функцію <3 (р ), що не має інших особливих точок, 
крім звичайних полюсів р = г к, де дійсна частина гк буде менш ніж г.

Припустімо, що інтеґрал

и =
2 Ш

S-H'oo vt
jr* GiP)e

р
dp

має сенс (тоото що він існує), крім того, припустімо існування не­
скінченного наступу чисел

®1> ..................... . * 00CWA ��
так, що \ в ( р ) \ < , М  для всіх точок р ,  що лежать, на колах СДі, Сд2,
С ц й, . . .  .С п к...., описаних коло початку координат відповідно радіюсами
■®1) �D�&� • • • • И к......
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Позначмо тепер знаком Ад* частини кіл (c:D що їх абсциси ^  є) 
і знаком &?: відтинки простої, еJc � (— оо<> <  + оо) що їх відтинають 
ці кола (2:�

„2-]`�� -c� c#�[YB`=b� <#=<"dB``jb� b>eb�9� �hB^=]`�9

(137)

XYB

7B
\5� DE

;�&6F8E

� 5&5 Д
UF8E;�F

C5� DE� 8 
&}

Зп ,
dC + &":

`8  >�)�

UgJ11

C5� V � 8
Ад*-

`8
^  /  е Ю

й
Й\ "7”� . іСі� І 

W� gp. 1<

З*
� к Ч

і �B і й Дсоз8
������������� � K � �U M " :; � � > L � � M � � N � B O P ��
� т: ./ І<

є
її

o�

:�b"

(138) ГшИ.ар | < ^
� -п/ ./ р  І Cc

*Ч �9�  - й

А
К  /

b : совв
е й9-»0 

:B‚44
™[ �  £я

отже на підставі (137) і (138) одержимо

(139) І 7�B � _ л  3 � z�z5 <8J  г ^ і ф і і - о .
g� �� �Z� �  і | �1

н ™¨:
І C5 ІД 8

&  ̈ -■«*
XYB� `>� <-]�:>^-� ��`�^`�@� :B�#Bb=� :B�#-@� -`:B}#>Y_`=�� Y=g�f� r�g-�
b>eb�

K8� 5�H
- А !  Г - ^ ф -г
C5 ( �Z� 8 � „� Z� 8 ) Ч  »•„

Z6:� �¨  К І г Ч *
а з (139) одержуємо

7 —(т (� ) ■Д Ч
3 �

� .
Xc І'®*-'-4"

L3cL p " :

�B� a� ]>e� g"f>`B� "c>2>Y_`B``j� :B�#Bb=� 5-^-c>a]�^�2�� #�c^=`B``j�
]Yj� i_�2�� ^=<>]f"� :>f�n� %�#b"Y�n

(140) 7�T�!FUE�J�% $ cY
B / -  Г,
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i6 l* � @ � & " � & � � � � � � � & � � � � � � ( � � - � � � " � � � � � � � � � & � � � � �
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������� ��� &"����� �������%� І,� $�� �� &"���� ���������� �����." &��
�� ��&&%�X � �� $�� '����� --� х  = 0, х  = 1���'��,����*� �����(��� "�,������'����
H� �� HK� '�"�#� $�� �"������� ��"�(��� ��� &"����� 7���,������� � � "�('�!�
х � �� х+йх) � �� ��&&%�ОХ.� E���#� �(������#� '��,����"�� ��,�������� Е � ,��
�&�� ОТ � � � "�('�!� х � �� х + йх� ����" 
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��� Е � ,�(�"'���� ��,����� &"����#� � ' � � ,��� ����!� ���!������!� ������
�����"�� ���&"���*�@�� ������!���" #�$�� '��,����"� ,�� �&�� О У� ��&������
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д,х�

.�,� в1 = tgЬJ йу� #� йгу
º; 6� ах,ах <іх
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Т = Е - ^ ~ й х
д,хг
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де Е — Юнґів модуль, Др  — зміна довжини. Називаючи тепер по­довжню деформацію у  перерізі ж знаком у, переконуємося, що пружна сила у  цьому перерізі буде
дхРозгляньмо елементарний об’єм бруса, що його обмежено перері­зами х  і х + й х  (вісь бруса зливається з віссю X). Ясно, що вислідна сила пружности дорівнює

дх дх І дх) дх сіх ( дх)і, прирівнюючи її До сили інерції
д2у , 
ді2одержуємо диференціяльне рівнання з частинними похідними таке ж, як (142), де літерою Е  позначено на цей раз Юнґів модуль, що його вважаємо за сталий.Вернімося до рівнання коливань струни (142); бачимо, що за за­кріпленням кінців струни граничні умови задачі будуть такі:

(143) у М  = у(1,і)= 0
З фізичних умов задачі маємо початковий відхил струни <р(ж) та швидкість в початковий момент ф Д ж ) ,  звідкіль одержуймо початкові умови задачі

(144) у (х, 0) = у (ж), у \ (ж, 0) =<рі (ж)Починаючи інтеґрувати диференціяльне рівнання з частинними похідними (142) при початкових (144) і граничних умовах (143), роз­гляньмо спочатку випадок сталих коефіцієнтів у  рівнанні (142), що має силу, коли Е, р, со, не міняються вздовж струни. Припускаючи
—  =а2, застосуймо до інтеґрування рівнання
(145) а^ У  &У 

ді2 дх2символічну методу. Для цього зазначмо насамперед, що при почат­кових умовах (144) маємо
и = Г ди

)  - ~ т м - ь

і
ди Гд2и

0або символічно
Звідси 1 ди ди І д2и11 = --------- т Ф,---- = ---------- (-Фі.

р ді, ді р  ді2

д2и
ді2

р 2и —р2'р —рср1
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і тому дане диференціальне рівнання з частинними похідними
(145) після застосування операційної методи можна подати у симво­
лічній формі символічним диференціяльним рівнанням із звичайними 
похідними

f1p7
(146) —  — а%Р ги  = — а 2 (р2? Ь р Щ , щ  =  и , - О

Вважаючи й символ р за число, що підлягає звичайним законам 
альґебри, і застосовуючи до рівнання (146). відому у клясичній ана­
лізі методу розв’язування за допомогою так званої Ґрінової функції, 
одержимо

&

(147) 7�T�Y�< 2 pUMADZD�E {Р2<Р �HE
0

де ! — Ґрінова функція, що в випадку сталих коефіцієнтів рівнання 
(146) має такий вигляд

(148) 6MAD £,р) =
оо

2

2
&

�� ccA� �єш ----- .в т
&

5 і;
&

\* + а2р2

Безпосереднім обчисленням легко можна перевірити справедли­
вість виразу (147).

У згоді з раніше поданою інтерпретацією (див. § 14) символічної 
методи бачимо, що справжня розв’язка даного диференціального рів­
нання з частинними похідними (145) буде така

г+ го о
. « 1 X•F8D�AE;‚v(149) 7M я ,0  = -—  Йр,

4 2тсг ,/ 8
е—гоо

Де

0{р,х) F8CD¥ +-�HE -

(150) оо <v єіп - 
�

c:A

У
& � Z»=1

c:
J�<C82 1

(р2ф+р<рі)
* 7Г

Ÿiv� U� І й ’і

Щоб обчислити інтеґрал (149), застосуймо узагальнену теорему 
розвинення (див. § 14), зазначаючи, що тут полюси функції UF8DAED 
очевидно, будуть рівні.

&(-&
3:�T�1 — , : T £ 1 D £ C D ±  3. . .  

<1

E�



@� � ���� �&��� � �� � ��1 ��#� $�� , � �1 � � � � � � � � ��&"�&���� � �� ��� � � � � -�
� �� �� �  � � � � -� "����� �� � � ��� � �� � �� ��'�����#� ��� �*� (*� гк=�o ™ . * �

��� ����� �� � ( �&��

3#
G� 6�
2аІ

��.��� � �� '� � �

7
8

1D
„

а2р2
G
>� ³ �а2 р2 пп

Т

:-2г'0

G`³6� » G

ПК
І 9 = " 8 �

G�
������

21
СОЄ 20 ³

G±)A6
21

>� Çh,�Go

Eº

9�G�?³�6�»n
»� G1� �

.�:� �m : $ ;��:�
п� » ��( 2к +6�

І } \ 21

B����� "�#� $�� , �� � � � � ' � �  � � � � � � � ( � � � � � �� �"� �� � � � � �&�!� ���"�&"�/� �#�

"�#��(������#���/� ��1 �����"�&" ��� �� �� � � ' �� �����, � � �o�e �; #� "��"�

а2р2
·�9�aE?�» �� ��ПК
6 Ê � +ап —

™

/ 2к+і\2
>� 21 )

n� 9�2к�³6 �» ��>

3� Z†�00� )� �2� "� 7

п %к’

@���&� � ��!���" #� $�

а2р2
™ " � ! � АпМ

к  — п�к~п — 1
>9� G� »G� >

----------------— 1 Д л я  � �� � ! � ���"�&"�/ � к� ����

»�G9&�³�6�c� >

� �"� � ��/� ��1 �� � � �1 �� , � � � к�e�п� ���� , � � � к п�;�6*� 	 ��� д л я  � � !
95



вартостей �  маємо відповідно
f]  — 1 \2

іто
-4«, ���

� 2 п — 1 \ 2
��"I

п ■
------- —\  <  -- П <  2п
1  » з
4 /

2п + 1 \ 2

=. Х 2 
І / 2те + 1 \ 2 ■ п.

< п [  1 + — ) < 2  п;
п

тому
і

і інтегруючи частинами та беручи на увагу  граничні умови, пере­
конуємося у  справедливості нерівностей

3 q
п= 1 0

І р2<р(£) є іп -^ Д

( “ )■

3<�
+ а2р2

<

<

Л л . • 7°° йгагвт —  ж і
2 у  і
�  /  	��� �� � � � � �  „

• т т ' 4 ' л '
У »'Єїсоє —  $ 	

У

<

��� X

<
7 Е1/ т'<е,со8 7 Н 7 2 7 И7 ” . пп „ І (£) єні— £<г&1.	

] = 1 о г

(151)

Б еручи  на у вагу  нерівності Коші і Бесселя, маємо

4
К

і п
) 1� ��

/ <р"(5) з т - —
�� 	 : 4 У  X V3

те2 ті2
Я=1

/ 2 /
(� ��

У Ф| № ̂
П—1

р V  г
ГС2К2

М іркуючи аналогічно, маємо також

ар
пп
Т

	

а2р 2

2к -ь і

2 к + 1-------- ке
21

к п 2 _ / 1 к +Л

� � � � �  у  ^  ^ 2/с + 1  ^2 ^гЧ

_ _ - с ^ л . т а х  
21 2к п=л

<

2& + 1�
21

пп \2 / 2к+1.
”7 ^ /  V 2 г  те

2Й+ 1 - т а х  Д !і4
І » “ 2^ +1 \21 2кл=*п=к-\-1



^�t

"š3D: <  3, + 1,

тому на колі (}  одержуємо:
8<

»я
&

B<B8z

З & 
�� S

Тоді, інтеґруючи тепер лише один раз частинами і застосовуючи 
послідовно нерівності Коші й Бесселя, маемо на підставі попереднього:

, Т1—і- -■ єш ---- 3 f1\ І <
«Я \2 о „ /

оо 1
V c®� X> віп ---- ж /

1� �•
і 0

[152)

< 3
оо і

< 3
«я “ Aя , / ^_! cC я

Л=1
•З формул (151) і (152) маємо безпосередньо

�� ll

в  (р, ж) і <  B  =■ -- І '  -  Г  (5) Г У  *2А го1
šse*C я2
� — 1

V - ? ! -
/  'Г  ТГ2л—1

Отже встановлено, що | в  (р, ж) | є обмежена зверху на колах неза­
лежно від :  і тому на підставі доведеної теореми (див. § 14) узагаль­
нена теорема розвинення в цьому випадку існує.

Зазначаючи тепер, що на підставі теорії лишок та формули (150) 
«я

Ж І

$D
<Z є т  Y A� 1 

2 &
& 2 <C

І Г { ( п% \2 _  . пті І .
- , q ? Ф ' Z 'т-і 'От я  . / І  \ аі / <1� E

�� 5 � ¢є т --- ; 3;
г

сгі 0
<3 (0, ж) = 0,

бачимо, що шукану розв’язку рівнання (145) при граничних (143) та 
початкових (144) умовах можна подати у такій формі

_ �	l

7 (ж, ‘E

. c® —{— оо 51
Z�$̀ � Z ZD‡� ЧІП ...— §

<g� Z� Z
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J � 1 1! пя
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&"������ ��,����'����� ���� "�,��#� ,����(��� ��"���%� o� "��,���"����
&"������ �� "�(��� х,� ��"���%� и — �'�� '�&" � "�,��#� $�� ,��!���" � ���
������%� (�&�� (����� ������ ��/� ��� �&�� &"������ ,������� ���,������/�
��&��&�� х,� ���'��� ;�,����&"� '�� '�&"�� "�,��� �� ������"�� &"������
х, х  + йх� ��� ,�����'�� (�&�� і,� E���� ��.��#� �(������#

76ln8� й х 6 — д~-йхАЬ

	��#� �'$�� С ; ,�"���� "�,��#��; $�� ��&" #� 1;,��$�� ,�,���(�����
,�������#� "�� ��������� "�'��

76lj8� = С ^-йЬ.рчьйх
ді

�������%%(�� 76ln8� �� 76lj8#� ��.��� �������&" 

º� ™LH� ди76ll8� ршС))))))¯ )))) eo*
dt дх

@�� ��'����#� $�� /���� ,������ C���.� ���� ���,��&%������� "�,���
7���,��/���� "�/� ��� ��'��� ���� ���,��&%������� ���'"��'�8#� '�� '�&" �
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����),��,����/��� �� �������%� ,�������'�*� @�&"�&���%(�� ��/� ��'��
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до елементу стрижня х, х  + іїх та позначаючи коефіцієнт (коефіцієнт 
теплопровідносте) літерою к, маємо:

1156)
�� � 6 �

и = 1і

т
дх

сіх)

dx
— кш д<1

дх
З (155) і (156) маємо шукане 

сюдження тепла
(157)

диференціяльне рівнання розпов-

926
к -----

дхг
при чому, якщо обидва кінці стрижня підтримуємо при температурі 0° 
(температура танення льоду), то граничні умови будуть
(158) 0(0, t) =9 (І, t) = 0.

З загаданого початкового розподілу температури маємо і почат­
кові умови
(159) f  (х) = 0 (ж, 0)
що при їх наявності належить проінтеґрувати рівнання (157).

При початкових умовах (159) маємо залежність
t

0 =

! dt
dt + ,

о
яку у символічній формі можна подати так

звідки
О =<р + _1

Р
дЬ
dt

99
dt

рЬ —р<и

Тому, застосовуючи операційну методу, дане диференціяльне рівнання 
з частинними похідними можна подати у вигляді диференціяльного 
рівнання із звичайними похідними

(160) д аарЬ = — агрФ, 60 = 9; = О
dx2

Трактуючи тут/; як число, що підлягає звичайним законам альґебри, 
і застосовуючи, як і в попередньому прикладі, до диференціяльної 
системи (160) відому методу розв’язки за допомогою Ґрінової функції 
О (х, 3, р), що в цьому випадку буде така

G (х, $, р)
оо Sin

? - V —
і і1

пи . пи—  х  s m-----
І І

пи

І
2+а2р

£

одержимо символічну розв’язку у формі

161
І

l'G  (х , 5, р) a?p<f (s) <2£ = Я  (р, X)

О
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Ш укана ж  розв’язка  даного диференціяльного рівнання (157) пригра- 
ничних (158) та початкових умовах (159) на підставі висновку інтер­
претації символічної розв’язки  (161) і у  згоді з висновком § 14 
буде така:

$-Н°о
6(а", t) = —— -  Г2т '

де
2кг ,/ р

g�Xll

¨ F 8 B�A E ; G D�

і
35D N 2 V  � f4� „� ƒ„…� u • ƒ„�w % ] +� ' )  ---- > ---------- —----- : sm  —  ' P  i c h ) s m - - ���+

і Z j /  я *  \2 2 і .! і
і ...+«^Р&

при чому полюси ф ункції Н( р ,  х) будуть очевидно Р  =  Г п-
c:
аі

(Cc _і— j
я ) і на колі

маемо, очевидно, виконані такі нерівності

ІН()>, з : і |<  Мах
}а2В,.е

w!t (/ mz
&� LL� &

гві
« X «  і

UJ 1ГEF «it J
(р ($) sin

&

Інтеґруючи двічі частинами, користуючись з граничних умов 
(158) і застосовуючи нерівності Коші й Бесселя, одержимо

/  / rä <3" [;1\
ІН(р,х)\̂ р/ 2l у  J--.max

І «■' J— Г  Г '

М іркування, аналогічне з тим, що його уже використали у  § 15, 
веде до нерівностей

шах

�.а2Вке
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& \ &

іч 1
- а Rke

œC�ˆ
&

.ш ах— г- пт.
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H
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н
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шах
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Н  (р, х8�™/ ї /  / и 4 .ь
��� /� ������" � �������&" � ��&"�&������� �,�����/��-� ��"���� �� � ��� ........  \2
��,��'�� � � ������ �� �&�����%� "������%� i� 6j#���� �*� (*� гп

=����"�%(�& � "�,��� �� ��������
"����-� ��1�'#� $�

*7)--)b & � *
\  аі )

6j� �� �����(�%(�� ��� ,��&"���

ЕН(р,� �8�e�; 2

І
о

��� E F (p8� �����(�.� ��1'�� ���'��-� F  (р),� $�� ���,�����.� ,��%&���� гп,
Р=г„

��.��� �&"�"�(��� �������#� $��� ������"��1�'���/� ��"�2���� ���������
76lM8� ,��� �����(��!� 76lI8� "�� ,�(�"'���!� 76lL8� �����!

j o  __/  D 9 f 8 � '

76HG8� у(х,� �8�e�) º ) A � � F�al� †ST�ПТ̂  х  j ' �$�7À8�†ST

�
C������� 76HG8#� �'� �� &���� ����� (�'�"�#� �����." &�� ��� ���(�/��%�

�������%� �������'�#� $�� --� ������ ������"�#� ��&"�&���%(��'��&�(���
��"���� �������*

i� 6M*�� � � � � � � & � � � � � � � � � � � � �� � ' � � � � � � � � � � � �� ( � & " � � 0
� � � � � , � ! � � � � � � � 766M8� , � � � � � � � � ( � � ! � " � � , � ( � " ' � � � ! �
� � � � � ! � 766I� �� 66L8*

�� ���!� ,�,������!� ii� ��������"�� ��&"�&������� &������(��-� 7�,�0
����/��-8� ��"���� ��� ����������� ����� ��������� '������ � &"����� /�
��� ��������� ���,��&%������� "�,��#� ,��� (���� ������� ��� ���������
����� ��1�� (�&"'������ ��,��'���� ����� ����� ��������� ��� ���������
'������.�"���� 7$�� ������" � ���� х)� �������

7jM8�Ц * ) - А , � ³
дх*� 6�даМ дР

А, ди
дх

ди
dt

Ä5u = f{x, t)

,��� "�'�!� �����(��!� "�� ,�(�"'���!� �����!

766I8� и �7��8� =и(1, і)�eok

766L8� и (х, 0)�)))))�™��7�8#�>9�(х,�o8�e�7���(х)
��������� '������ � &"����� ������.��� �� 766M8#� ,��,�&'�%(�#� $��

А1 = А а = А л = А 6 = 0 ,  А 0 �� А 2 в  ���'�� &"���*� m��� ������"�� ���������
���,��&%������� "�,��#� ��&�" ����"�� А г , А» А3, А ь =�o#�А0� �� А л &"���6

1 При цьому у наведених нижче доводах для цього випадку (рівнання роз­
повсюдження тепла) треба зробити деякі незначні зміни.
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Вихідним пунктом для доводів, детальованих в обох попередніх 
§§, було припущ ення, що основну теорему про існування інтеґралів 
диференціяльних рівнань, що до них застосовували операційну методу, 
вваж али за наперед встановлену при наявності деяких додаткових 
умов, що обмежували інтеґрал  і його похідні, як і входили в рівнання 
(порядок зростання при нескінченнім зростанні )"�

Тому слід встановити основну теорему про існування інтеґрала 
для загальнішого рівнання типу (117) із змінними коефіцієнтами 
що залежать від х  за наявності додаткових умов, а саме що інтеґрал 
рівнання (117) разом із своїми похідними, що входять у рівнання 
зростають при % що йде до со, не швидше за експоненціял

М і

Є,

де M— якесь певне стале число.
Д ля доводу застосуємо методу, що її назвемо „ м е т о д а  у з а г а л ь ­

н е н и х  к о е ф і ц і є н т і в  Ф у р ’ є“, з якої мені вже доводилось 
(у  моїх працях з наближеного інтеґрування диференціяльних рівнань 
математичної фізики) не раз користатися, даючи цій методі загальну 
назву „метода ланцюгових наближень (méthode des rédu ites)“

В згоді з основними твердженнями цієї методи, що їх  належним 
чином узагальнено, запровадьмо скінчені суми Ф ур’є (із змінними 
коефіцієнтами) вигляду

163 $ % �& �� !"  !" sin
mt
I

x,

де невідомі коефіцієнти /�� �R Y  визначаємо з такої системи звичайних 
диференціяльних рівнань з сталими коефіцієнтами

164) Я пъZ� ?��"  — /' s in -----Х(Іх
J І

= 0, » = 1,2, .т

Подаємо написану систему (164) у формі

т І
(165) ^ a j m>" (t) і її2 sin П~ х  sin xdx St

jL- .  J  і  і
1 o

де 6V сума членів, що мають похідні #>�"� )" порядків не вище пер­
шого. Припускаючи, що И2>  0, бачимо, що систему (165) можна 
подати у так званому „нормальному вигляді“

165; ,.г Ьп
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Справді, коли б систему (165) не можна було розв’язати щодо



<c5E{F1ED то тоді на підставі теорії визначників однорідна система 
лінійних рівнань

(166)
5A� �----БІП
&

5 A т---- f1A�T�U� 1�T�ZDC, . �� �� �5
&

мала б розв’язки відмінні від нуля, але помноживши рівнання цієї 
системи (166) відповідно на He і про сумувавши відносно /, одержимо

т  т і  І т
X , �� 17A� �� 5 A ,| А вш  — эш — 1šA 
Z Z � &

hvA
&

2

$3�̀ AT 0,

але це неможливе при зробленім припущенні, що И2> 0 .
Отже систему (164) можна подати у нормальному вигляді (ІбЗд) 

і для визначення функції <e5L крім цієї системи, ще маємо початкові 
умови типу Коші,

1� 1
9 ґ* 'іі'к, 2 Г* Ш

(167) «и(т) (0) -  -  & <р Зіп YA�$AD а, &»>'(0) - 3� & э т  —  A�F\AD

0 0
що безпосередньо одержуємо з початкових умов (119), що мають силу, 
ягідно з припущенням, і для суми 75FAD8E�

Зазначивши це, бачимо, що для всіх вартостей показника 5  
функції <cK5E�F1ED Fc = і, 2D���5E та тим самим і функції 75 (ж, 1E існують, бо їх 
існування можна привести, як це ясно з попереднього, до існування 
інтеґралів звичайних диференціяльних рівнань з сталими коефіцієн­
тами при початкових умовах типу Коші.

Надалі запровадьмо додаткові обмеження, припускаючи

(168) Д <  — а, Н2> а > 0 ,  Н5>  0,

що очевидно дійсні, напр. для рівнань коливання струни.
Помножимо тепер кожне з рівнань системи (164) відповідно на 

FG•„  )
— і додамо. Систему (164) подається отже у  формі:

K7

2C75 [ $� 2375 | = � 2C75 
2AC� 02A�21 2 21C

+ д 2p5� �� = L-------ДЦ
2A� 21

- $[7c ■4
27c
21

F\A = о;

але, інтеґруючи частинами й беручи на увагу граничні умови, маємо

1
F&�FF?1
21

`A

о
��g



� �

\А і_ ^ ш  £ит йх� �� b�А і_в_ /дипХ-с1х
дхді ді� G� *8� дх \ ді І� G� –� йх \ ді

6� b� (ІА1 ( дит\2�

І йх,

9 �А°�
�

І

д2итдитйхдх2 ді

сІЛ0діітдит
йх дх ді

1

o

�� а ( л 0~ - - ) �
г � >_ т _ )  д и ^ ^ .

дх дх

і

/ А"
. ^ ш в и шЛс_
дх ді дх

йх- 6�1
G�ді r

дит
дх

І,

ді йх 6� д Г
G�ді J

йх -

Аь��1G� йх,

йА0 дит дит 
йх дх ді йх

�� "���� �� �������� 76HL8� ��������D

І

І

�� 6
ї (х , і )~ г< 1 х . �ді

� ��� �(�%(�� "�, �� � ��"���%� М�(�&��� ��� � ��1�� ��� � �/ � ��  1 �� �� (�&��

6� йАх(х)� >1�!� 6 7�8�; A �
>� йх

o�<х<1
,� 1�!�> А^�7�8�

��™ � ™ �І
G� йх

������ �(������*
і

b� >` ¹ � � Ÿ * 6 « 6 * � bІ А# ) 6}� 7� 2 йх ) дх ді� ˜ � 6� G� йх� 8»�ді� ¼
йх�™

) � :�Ÿ 9 F ' « 8 5� 7 � ž �™ �" Ÿ �і  ) � ) ) 7 A � k
L� �

)�)

Аит2���йх,

��� � � � � �&�! � ���"�&"�/� а� �� Ъ, \аЪ\<̂~(а? + Ъ2).
C
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Б еручи це на увагу  й припускаючи, що 

(.7 .) А [ | дит
ді

Фх

з (167) одержимо: 

(172) ,П'; :Ги <•)/<: 2Аг„ І 0 | <  1, |ч | <
йі а

причому з початкових умов (119) маємо:
і

� � 6 � �' � � ��C � .� �� � � D �� � E � F � G F �H ��	

і тоді на підставі відомої формули розв’язання лінійного диферен- 
ціяльного рівнання першого порядку маємо

/

К(М г^Ке

і

звідки:

(173)
МЗ — «

Е(і)< .е Е п 2 № і  
т  і

Тому на підставі (168), беручи на увагу Шварцову нерівність, одер­
жимо:

о
Припускаючи

(їх <Се
М ,

3 ЕГІ

X і Г і ( ди"\\
)  І \ д х  І

' \ ( ^ \  Н х
ді /  )

з (174) маємо квадратову нерівність:

I � *

аХ2 — /  а —  
№ VI

м
Р (ІХ. Х < /  “ Е0.

Розв’язуючи її, одержимо:

Х < 0

0М
] � �J� I � +� 6� I

q Š NZ- c ' £ | /  9Р'хіх,

0

10&



звідки маємо обмеження для (X) корисне надалі:

(175) jkK��ul� D

де (L const; X найбільше з чисел З ---- , 3 - — d�D a �  і її похідні
a а

JStзростають при / —> оо не швидше за ;
Підкреслимо тепер, що з системи залежностей (164), що дійсні для всіх 

вартостей PD через диференціювання по PD очевидно, можна одержати: 
1

(176)
j �  і . cdA� D- і-  sin - - <A = 0, c = 1, C � � � � �5D
5 1 \

при чому 

(177)

— залежить від таких початкових та граничних умов 
jP

j˜N� j˜N----- = 0 - = «і,
jP ; jP 

��] �‰3� k �T�n� P�=�‰

A
jP

j˜
�FkD0) — A b'f — A i f 1 — A a

0Ш
jk

jP� š� > 9
P�T о

. cto2 . jC…
� SBp p �Y����----'

jk� jk 2

що їх безпосередньо одержали з умов, що їм підлягають функції 
75MAD £).

Міркуючи аналогічно з попереднім, бачимо, що справедливі такі 
обмеження

(178) 2375 
jk�jP

ч-и., 
jP2

Kt
jk  <  C2e , C., = const

Але з тих же рівнань (164) маємо також:

тобто,

(179)

dŸ

L � F ˜ V B � L jp B j k B � E D 
I I to 2

/

о
jkC

jkD

ЧГ=4д 9 4
�U

2375 
jP2

У Ид
�U

FP�N
jP

+ $?��N� � �„

��L
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� 180�
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� � �8

����'�

„G� dx�™ �С3е С3�)[UT†R*/ і
�

« V Q ‡ ™ [ ¼Q_ M 7
�� �

0*ит\*
дхг

dx,

{ ^ - р х < � & 5 7D
\ &хг І а

=���� �������&"�/� 76MH8� �� 76Hj8#� �(������#� "�'��� ������ ������"�
і

d~f� �� *� nxv.— —� †Y�)� dx�e�o#�п�;�6#�G *********т,
»� Of dt2 1

V� · � � �\ №
,���(�������'���� W dhlm

~дї*
������D

,������.� "�'��� ,�(�"'����� "�� �����(���

dW
W =�o� A e� g G #))))-'Y3

при х  — О, х  — І при t =  о ’ dt� де
при t О

_д'?іп * . �o8�) � ) �а 3� ) �̀
QRQ� dx dx1
А

�'�� ���,�&����� �� ������.��� �� ���,������!� ����� ���
dt

���"��%%(�� ������ ,�,������� ���'������#� $�� -!� ��"���������� ����
76Ml8#� ������.��D

!  /KBs)"' (ііїгЇ �1��  с: c';J> [« Ÿ [UT†R

� 182� �

V

/ / <

/)3ц� »�)
т� 6�dx�™ �С:/‘� #�С5�e�[UT†R#�

dx4t� 6

� (А > і� »G� 9*>
)))))>�dx<LC3e� #� ?He [UT†R*
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Вернімося тепер до системи (164); помножмо кожне з рівнань
2 ті'ксоцієї системи відповідно на — sin------ . Припускаючи для зручности
t І

в дальших міркуваннях А0- — і (що, між іншим, зовсім не обмежує
загальності!), одержимо, як висновок сумування

. , „ дМг,
дх 

де
(184)

»85) Ф .- Л ,
дх dt дг дх dt

де взагалі

(183
дх2 dxdt dt2

K � LM <

Л3—-----1- Л4 -45мт -[/],„ + £„

г

[*Ч®. 01«
і 2 . пк Гsin X І

�� v

„  . . ппх  ,F  (x,t) sm ---- dx
1/

та при тим на підставі щойно доведених нерівностей (175), (181), 
(182) маємо:

/ ФЛ/х  <  С7е
U

де С7 — якесь стале число.
Множимо тепер обидві частини рівнання (183) на Ґрінову функцію 

б? (ж, ?) для диференціяльної системи:

д2У
dx2

= 0, ?у(О)=|/(0=О,

тобто на функцію
� � � � � � тетс£ оо sm ------ sm —

G ( M )  = - y J ------ 1 1
п= 1

та інтеґруемо від 0 до І і одержимо: 

1
! dxdt

І
U,n (S, t) : j

ПТ.
I

+ H5Mm |6r(&, Ж)ЙЖ =

г і(186) = J  6?(£, i ) f f ] m(to4 f  G(5, *)( . d.;X' -

І/ *

= j  G(S, ж)/Уж+ J G(S, as)J sm+  [f\m — f^dx.
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Але через те, що перші 5  коефіцієнтів Фур’е від гт =^Фт — [Фт]т 
і /’— [Ліп, тобто

і
. *�

8 Ш --------Х ІІХ \
‘ &

c:
| / ' | т  ) ЬІП  ̂ Х І І Х ,  (п  -- ZDCD---- 5ED

всі рівні нулеві, маємо очевидно:
1

Чт

2

&

 ̂ (?(&, ж) І 3NJ t�eN�Y��p j k

5� І

/  І c3:3� & J
• игс ,він A<A

&
т+1

і і /  /‰� Z� �

/«

� тому

� ���

dt

Звідси та з (186) одержимо нерівність корисну надалі.
&

@X@A
K

(—;gK
5h 2

(187) ■ GH5 Отг, о +  ]  {-
2C7&c
2A21

� . � + $[�75  І !  (і, ж) ̀ A�B

7
!  ($, AE�aA І < (D;

5  2

Введімо тепер поняття р і в н о с у ц і л ь н о с т и  для функцій 8 
змінних, тобто інакше для функцій точки в просторі в вимірів. 

Означення: Б е з к о н е ч н и й  н а с т у п
їт  (*̂ 1> Ж2, ..............Х 8)

ф у н к ц і й  т о ч к и  в п р о с т о р і  в в и м і р і в  н а з и в а є м о  н а с т у ­
пом р і в н о с у ц і л ь н и х  ф у н к ц і й ,  я к щ о  я к і б н е б у л и т о ч к и

1* * v̈ ** я-#
M� ¡3�AK‚D..........A—LD� LA AD �� ������������ ��M

м а т и м е м о  н е р і в н і с т ь :

(188) (
•й \
ж1; ж3..........k �Y�� NLk ZD ж2, ...........f� EL ш(г)

9  і Aі — A  -  . . .  -  /ж, — A де 3

��E
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m����� ��&"�,��� ���'��/� �����&���� ��!#� "�� ��������!� �� -!�
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@�� & � ' � � � � � � & " � , � � � � � ' � � / � � � � � � & � � � �  � � ! � " � � � � � 0
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Розгляньмо тепер наступ чисел

шд(1), т^2)............................ ,
що, очевидно, зростають (бо ), а тому йдуть до со.

Через те, що наступ  �5"  через характер свого утворення нале­
жить до всіх наступів :�5"�  яке  б не було 	� то тому

(189) (Р ,)->Л  

при всіх вартостях 	�
Означимо -тепер якусь функцію �^%�) для точок �̀  з допомогою

(1=1: 2,...)
залежности

(190) Ґ(Р,) = ЛГ
Тоді з означення рівносуцільних ф ункцій  маємо

І Ц * �������� �	����� � � �� ���� � � � � �

і тому, переходячи до границі, одержуємо з (189) і (190):
(191) | / ( Р г) - / ( Р в) | < ( о ( Р 7 Р й).

Хай тепер Р  якась довільна точка даного обсягу. Виберімо з-поміж 
точок �̀  такий наступ точок �C� що для нього

(«-»оо)

a?D3
що можливо з самого означення наступу точок Р. Але з (191), оче­
видно, маємо,

(192) \ ґ ( в п+т) -  ґ(Вп) І <  « ( К Г Л )  <  ®(Д7+шР + Д  Р) <  « (  ^ 1 ,  
де

(0  І — > 0 ,  при SS�Gf СО

на підставі того, що з самого означення рівносуцільних функцій 
«о (г) —»0. З залежности (192), застосовуючи відому теорему Больцано-

г^о
Коші, бачимо, що границя існує й ми її позначимо знаком

я-»оо
/ЧР) і що вона не залежить від вибору наступу Вп.

Справді, якщо L�  е якийсь інший наступ точок �̀  і при тому 
таких, що СНР -*■ 0, то з (191) маємо №(С„)—/{В„)\-*0, звідки ясно, що-

и-*оо я->оо
припущене твердження справедливе.

Візьмімо тепер у (191) за точки Р, і Рп відповідно такі точки* 
що йдуть до якихось точок `  і <5; бачимо, переходячи до границі 
в (191), що для всяких точок Р  і <2 матимемо нерівність:
(193) і / ч р ) - ґ ( д ) і о т а
а це й доводить суцільність означеної функції f(P). т



к � N� 9 �

Фіксуємо для цього довільне мале число є і беремо число c> так, 
щоб з точок �3D Р 2, ..........Ртє для кожної точки Р  можна було ви­
брати таку точку Рд., що

Р рТ р  < ер
Найдімо ще настільки велике число : 3D� }4 для всіх :�‚�:y

(194) І (Р/:) -  /(Р,)І K 3D1 1 ,2 .......... 5 3y : p : D � q

ˆlo� •l�t	��� �tl�t�{3� ��to����}t� �	��wl����3� ~l� �� •�wl�{� lo	SR�

це можливо З (189).
Тоді з рівносуцільности функцій (Р) та з згаданих формул 

(193) і (194) маемо;

��7 � J � ��� ��K� � � ; � ���L�9M��� ?���� � � � J  і і щ *■ � � �� ��� � а г  (Р)І -
- | / т ) - / ' ( Р )  |< з  2N �8 )^0  

це й доводить теорему.
Щоб застосувати доведене узагальнення теореми Арцела до до­

воду існування інтеґрала рівнання (117) при граничних (118) та по­
чаткових (119) умовах, слід встановити, що наступи функцій

(195) 75MAD� 1Eq
H7m FAD–E

2A
275�FAD�1E 

21
2C75FAD�PE . 2G75 (ж, PE 

jPC� †� 2A21

в наступи функцій рівносуцільних та рівнообмежених. Міркуючи 
аналогічно, обмежимося лише доводом рівносуцільности та рівнооб- 
межености функцій наступу

3�75�FAD�1E

Приймаючи:
jkjP�

2375�FAD�1E 
2A21

�†5

та зазначаючи, що з тотожности
&� A

����� ~ ��� 10т\ х ,І ) й Х � ���� І) - ди,’п̂ ’ ді

0 с
після застосування Шварцової нерівностй маемо:

(196) і -¢‡5�V � L� �NmkBg���

š � &� &

cD@A

з формули (196) та з (178) і (182) бачимо, що

U’J < ( C} ^2С іС2)є

{¦xD
2A

�

І jkD

���



E�'� ��������� ��������&" ��&�.-�&�'�,��&"��� � � ' � �/ )))))5� ����,��)dxdt
��-� ����� ��� ����'�-� ,�����'�� ������ t,

o�<t<T.
dhir

m��� ����&"�� �����&���� ��&" � ���'��/� )� '���&"�.��&���� �(�)dxdt
�����!� �������&"�/

wm(x", t) t) - � 7 >
˜� 6� dx dx� – 9 �7�Ÿ;��F8

wm�7X#�t") — ivm�7х#�f)� F �:� t"�;� t'� Y\•

dx

dwn
dt ™

™ f' — t І Ґ т
дго„
dt

dx + 2 ■� ( ( ‘x h � 7F�1 «

\Wm(x", t)—Wm(x', t)
@���&�#� ��� ,��&"���� �������� 76IG8#� ��.��D

L 1 V  (х”�;� х!),� K!�e�[UT†R*

�� ^ x £ l ,  0<  t < Т

Wm (Х, І") —�ak"�7®#� �

@� ��!� �������&"�/� ��.��D

~�Wm { Х ‘ , t") —  IVm ( X і , t’) і <  ІIVm�7X ", t")�;� Wm (х", f ) �>

<L2 \tm�;� f , L2 =�[UT†R

~�II-m (x ”, k')�;� w,n (x\ f) £L1V\x"—x') L2\t” — t']£

<Lzy(x" — x'Y \-(t"-trY,� ��� }#� (L, L.y T)V 2 V 2.
�"��#

Мт�7�Рі)�;� ІОт�7 � G8�²�™ ��8�7�#9o8#� ���� �́ (г) = Ьзу  г,

$�� /� ������" � ,��,�$���� "���������� ,��� �����&���� ��&" � ���'0
��/� гот(х,� �)

E�'�/� &���/� ������ ��/&��/� �� ���� ��1�!� ��&"�,��� 76Ll8*� E���#� ��0
&"�&���%(�� ��� �&�!� ��!� ��&"�,��� �&"��������� ������ ������ "�������
	�����#� ��(���#� $�� �� ��&"�,��� ·9"�–� ������ �����"�� "�'�/� � �&"�,*�
·�«" ²#� $�� �� ,���������� 7o� <іх <1),� 7 o A ½ ™ E 8� ��.��� ����&"�/��

dhî m�7�#�t) 
dxdt ) �́ А�7�#�t)

М-нГ* оо d2u„@� � ���� ��&"�,�� ·Œ•Y–#� $�� �� � ���� ���'��-� ;; df2 ����" #� �(������#�

"�'��� �����&���� ���"���������������#� ��&"�&���%(��������� "�� �� "��)
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рему Арцела, можна вибрати такий наступ [>„,], що для цього маємо 
одностайно

д*Шт ■ В (х, і), -> А (х, і)
dt% CO дх dt 00

Міркуючи так само й надалі встановлюємо існування такого наступу 
[©„], що для нього маємо одностайно

(197) _  А (X, і), ~ 1т,п -+ В (х, і); —  -* С (х, £), дит"‘ -  в  (х, і);
дхдЬ т_»со д№ т-± те дх т-*оо дЬ щ_>оо

М чіт —► и (х , і)
т -*  оо

З цього безпосередньо виходить

и(х, і) — а (х, 0) — и  (0, і) и (о, 0) 1 ііп{ишт(х, і) — итт(х,0) — Нтт(0, і) -
t х

Umm(0, 0)j=lim
і і dx dt 

0 0

dhi m dxdt =
t X

И A (x, t) dx,

ЗВІДКИ

A (x, t) = дги 
dx dt

Міркуючи аналогічно, доведемо, що

С(х, t) D (x, t) = ~ r
dt% dx dt

Користаємося з щойно доведених залежностей (197), переходимо 
у нерівності (187) до границі й одержуємо: 

і
і * f і

(1 9 8 ) —  • � <  J  6г ( ; ,  _ 5 І - I j  ............. і- А-аи —  /' j dx K  0

0
Зазначимо тепер, що коли

/Ч®) = G(x S)JP(5)dS,

при чому ф ункція F(x) суцільна, то f(x) має дві перш і суцільні 
похідні й  крім того

d2f(x) 
dx2

Справді, з відомого виразу д ля  Ґрінової ф ункції

(1— £), КОЛИf J L

—  (І — х), КОЛИ X ?
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маємо очевидно:

звідки

j �FkE
jk

1

(і —5)2?(Г) <К— у  J Є*1® « ,

О

jC�FkE 
jkC

що і т. б. д. Застосовуючи цю добре відому лему до формули (198), 
бачимо, що функція 7FAD� 1E має дві перші суцільні похідні й спра­
вджує основне диференціальне рівнання з частинними похідними (і 17)

Hl)� �� @l)  , Hl)� �� )"?� H?
KKK2 �$ � KKKKKKKX�� f KKKKKKKK<���1 KKKKKK'� �� � �K�

2A3� jkjP� jPC� 2A� jP
�FG -= �  (ж,PEDОK A< Z D -D

при чому ЦІЛКОМ ЯСНО, ЩО функція 7F§D� PED Я К  границя �NN  (ж, #) 
справджує також початкові (118) та граничні (119) умови.

Крім того, слід зазначити, що з формули (175) маємо нерівність
SP

���\� � � l 9� �)QZ:� � 9� �‰� r �� �Š U O N � �

звідки, переходячи до границі, одержуємо нерівність

. w(199) |м(ж, PELK�l

лише в тій проміжці ЗМІНИ § (О^Ж<Д) и ( 0 < ^ Г ) , в  якій доведено5 
існування інтегралі 7FAD1E даної диференціальної системи (117), 
(118), (119).

Довівши існування інтеґралі 7FAD1E в обсязі (О ^ж KZ і 0 K Kp-E5 
дамо тепер -  послідовно вартості 1,2, 3---- 5c...........й позначімо від­
повідні до цих вартостей інтеґралі 7 (ж, \E знаками

7xFA�•ED (» = 1,2 ,3---- ).
Легко бачити, що в проміжці (0 <  г <  «) маємо тотожньо

7c (ж, 1E = 7xJ:  (ж,£)
Справді, припускаючи

7cJ: � MA$EY 7x

бачимо, що ця функція 7‚  (ж, 1ED очевидно, справджує рівнання

� ��� �
jC¦
2A3 $3

2@4� 9� jmu� �� j¦ � �� j¦— т $G------ьА ,-----т і . ' —
jkjP� jP�� jk� jP

J��€¦�T�Uq

0<^жKZq о KpPKWD

а також граничні та початкові умови

¦  (0, PE = 34�F�D�PET�!D� ¦ (ж, 0) = ¦gP (ж, 0) =о 
� K P K W � U b A p Z

��.



діі)Помножмо тепер рівнання (200) н а ---- та проінтеґруймо відносно хді
від 0 до І, матимемо;

І
д%ш . д2іи . дЧо . дій . дій | дію

�201� л дх2 т дх ді ді?
-А , —— + А л^ ^ + А ьію | ---- йх О

дх ді ) ді

Але в наслідок інтеґрування частинами одержуємо:

'  л ,  Й», ^  1 г  Г Щ
" 2 J  д х \  ді ) 2 ^ й х \дхді ді

діюу . —  (ІХ
ді

І
Г дЧо дій Г  д2ію дій ,  1 д Г / д і й  \ 2
■ (1/Х — І (XX ■ і ( і (XX
) д х 2 д і ^  д х д і дх  2 д і J  \  д х /

і

І дЧй дій
діг ді

-<ь = Л ± [ а
дю \ ,21---- 1 ах

І

І л дій , А̂ію-----йх
ді

2 ді ]  \ ді
о

І
1 д Г
2 М І  А‘тЧХ'

а  тому з рівнання (201) маємо: 
і

( ди> \ 2
Л д і )

д
ді 1 П (д10Х  .

2 J  ІД дх )
ЛА п< ) і- А5 їй2 !• йх -

І

/І 1 йАл
2 йх

А.

Приймаючи тепер

дій дій 
дх ді

•йх ■-=-= 0.

< 202) Е(і)-

/ йіо \ 2
\Д¥

і  запроваджуючи ті самі позначення та обмеження, що і раніше (168), 
тобто,

а <

а також
І А. 1 йАх

2 йх
с

ІА

маємо для Е(і) диференціяльне рівнання 

(203) Еа) = о ,о < і £ п ,  д е | @| < і .йі а
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Але користаючись з початкових та граничних умов для го (ж, і), з (202) 
маємо

-Б(0)=0,
і тому з самого диференціального рівнання (203) висновуємо, що

ЕЩ== 0, 0 < ^< щ ,
звідки:

— ит (ж, І) -і- (ж, і) = го (ж, і) = 0,0 '- і < п, 0 <  ж <
це й треба було довести.

Розгляньмо тепер функцію и (ж, £) означену на всій півосі (0 <  Ь <  оо) 
з допомогою залежностей

и (ж, і), = ип (ж, і), (п — 1) < і < п, тобто и (ж, і) = ип (ж, І) для 0 £ і £ п  
З попереднього легко бачити, що. и(х,ґ)  має для довільного £„ на 

ДІЙСНІЙ ПІВОСІ 0 ̂  Ь <  СТО суцільні частинні похідні до другого по­
рядку включно, і справджує основну систему, тобто диференціальне 
рівнання з частинними похідними (117) та граничні й початкові умови. 

Справді, для доводу досить зазначити, якщо, напр., і0 буде випро­
бовувана вартість то взявши довільне ціле число й > £ 0 маємо, на 
підставі самого означення

и (ж, і) -= ик (ж, і), 0 <  і <  к,
тобто и(х,і)  є інтеґраля а (ж, І) даного диференціального рівнання (117) 
в проміжках зміни змінних (0 < ж <  І, 0 <  ї <  оо).

Користаючись тепер з раніше доведених нерівностей

| ип (ж,ґ) \< К е '‘, О <Д < п
та з означення функції и (ж, £) =  и (ж, і) маємо нерівність
(204) |м(ж, £) |< К еа, де Ь довільне число, 
що належало довести.

Отже ми довели не тільки основну теорему про існування інтеґрала 
основного диференціального рівнання з частинними похідними (і 17) 
при початкових та граничних умовах (118) та (119), але одночасно 
встановили також нерівності (204), дійсні при довільних вартостях Ь 
як для самого інтеґрала и{ж, £), так і для його похідних до другого 
порядку включно (довід для обмеження похідних тотожній з доводом 
формули (178) (182).

§18.  Д о в і д  з б і ж н о с т и  м е т о д и  у з а г а л ь н е н и х  к о е ф і ­
ц і є н т і в  Ф у р ’є. В с т а н о в л е н н я  д е я к и х  м а ж о р а ц і й  д л я  
п о х и б к и ,  що  ї ї  о д е р ж у є м о ,  с п и н и в ш и с я  на  т-м у на-, 
б л и ж е н н і .

Щоб довести збіжність методи узагальнених коефіцієнтів Фур’є 
та для оцінки похибки да-го наближення, скористаємося з основних 
рівнань методи, які подамо у такій формі: 

і
(205) ^  Ь{и — ит)віп ^ ж й ж  = 0, п=  1,2,........т,

о
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Але з обмежень, як і ми прийняли  для коефіцієнтів Щ, �<���8�������m�  
тобто:

1 (ІЛ1(209) Л ^ а ,  А5^ 0 , \ А 3\ ^ М , АЛ
2- �= �3M�

маємо, очевидно, нерівність:
І

( 210)

�S
~dt

�=  <  — o 
� Л

H�� �!

\вх/  V и  1 I 2 «

9гу dw
H�� �!

I
d w \2Л!д

Л ( ^ )
Тому, приймаючи

� 	�� � /ІШ 2 ; dw\2 )
f-Aa( — I /Ь». I d.r�!�>

маємо, як  і раніше: 

�p:!"
( 212 )

oS —  BE{t)=2K(f), Де І © І <  1. �!  а

З  формули (211) все ж ясно, що

q:B" =0;

тому на підставі звичайної формули розв’язки  лінійного диферен- 
ціяльного рівнання першого порядку маємо нерівність, що вже одер­
ж али раніше;

(213) £ ( £ ) < і Ш ае
Ш

S*-*

Щоб одержати мажорації �r��  застосуймо до | r  | ІПварцову 
нерівність; тоді, підсилюючи нерівність, з (209) одержимо:

(214) HLM
/ І  /  І

�� � �� � • < c $ 7 k � � � �
о

j /  ± - E ( t )  f * L \ ( u - \

 �S  \ 2 ,-  �=�!�X

< | /  — p !"� l Z��(u — �jh�"��=

Підставляючи у (213) замість |A | одерж ану мажорацію (214), маємо 

(215)
У Е т < Л ш е

3 - і  /  Л

' ҐІ Z� j ---�?h�"��=

��E



Зазначаючи тепер, що функція іит = ит— [и\т дорівнює нулеві на під­
ставі граничних умов при ж = 0 та при х=1, бачимо, що

звідки : 

(216)

СІХ

О О

дх,

СІХ

Тому, застосовуючи Шварцову нерівність та користаючись з формули 
(��. ), одержимо:

/  " 77
1 1 /  , Г І діхкг/ | дх

йх,

а тому з (215) маємо: 

1
М

(217) |ю « |<  — У г . Е ( * ) < ^ - е
2 Ж ]/ [ ( и — \и] т ) |2 СІХ

Переконавшись тепер, що на підставі Шварцової нерівности маємо, 
завжди:

[ /  [  [!/, (ж) -  у і (х )+ ..........+ ук (ж) |2і/ж< ї / і
р — \ 9

І //„ (ж) І2 с і х ,

бачимо, щоб мати мажорації інтеґрала
і
ГІ Ьг (и— [и]т) \2йх

досить одержати мажорації для таких інтеґралів:

ди д \и]т І2 ^  ГІ ди
дх дх І ’ ді

І V'
‹  | // —  [« ]т PC%��+� L

/I д2и 
дх ді

О

%йх
дхді І

д [и\т 
ді

з
дх,
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(218)  �3 HA�7D7�;�·9«–4#8�>�`A�™ �7" � ! �²�А-і�² &
F5J 68�"D

" � ! ²*� �²
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Слід тепер обмежити інтеґрали від квадратів похідних
д2и д3и  . дЧі
дх2 ’ д х 2ді ’ д х 2д і2

що е в правій частині нерівности (218), Для цього зауважимо, що 
з даного рівнання (117) після очевидної комбінації маємо:

і
Г'\ д2и ви . д2и ви , д2-и ви . ви ви , / ви V

J  І дх2 ді дхді ді ді2 ді дх ді \ ді )

І
� � � / 4 ; ^  Dді

а інтеґруючи частинами, так, як і раніше, одержимо:

(219)

д
ді

і,

і! ди \ 2
дх і А. і ди \2 

\ ді) Ам2 дх

1 сІАг
2 дх

ди \ 2 , дії, ди-  -Ь А а---------ді ) дх ді дх = К  (і)

Надаємо коефіцієнтам Ах, А.іг А3, Ах, Л5, ті самі обмеження (209) 
приймаємо:

дх

і одержуємо:
І

1 дАх \ /  ди
2 дх Д  ді

ди ди 
дх ді

і
дх <  М

О

ди 2 
ді

ди ди 
дх ді

М
аЕ(і)

Тоді на підставі (219) маємо для визначення Е  лінійне диференціяльне 
рівнання 1-го порядку вигляду;

дЕ
ді

= де 10} <  1,

звідки оезпосередньо виникає нерівність:

£ ( 0 < ( ' Е ( 0 ) + Н “ Ш и
\  зм

м
а е

���



при чому

Е(0) ІШЇ + Абу2\ (іх

Застосовуємо тепер Ш варцову нерівність та підсилюємо одержану не­
рівність, маємо;

/  1 з л/
(220) £ ( / ) < [ В Д  +  - ~ і /  Г  Ґ і ї х . 1-  Е(і) | е  “

і

Розв’язуємо цю квадратичну нерівність (220) й одержуємо:
м

У Е ( Ї ) <

ЗВІДКИ:

( 221 )

ДЄ

Вг

/ 3 м і 
Е(0)е а

„ R � 7 ,6 —  і /
ае

36Ж2 / /Ч х  -

і / ) /
5м \2 /  Ои
дх ді йх < Вг

V L M %� е * - і  і
-Е(0)е +

е а р 
36ж 2 ^

З І Ь  /  ,

Рйх,-
Ш у  !■

ІЧх.

Продиференціюймо тепер відносно і дане диференціяльне рівнання 
(117) і зауважмо, що на підставі основних початкових умов і самого 
рівнання (117):

( / 0 P � д { ди \
=о ' 1’ ді \  ді )(=о

\
1 ді )1=0 /{х, 0) — А5? — М4®, — А3ду

дх
1

А, -?*дх дх2
Можемо тепер вдруге застосувати вже деталізоване міркування, але вже 
до диференційованого рівнання і в наслідок цього одержуємо 
нерівність

(/ /  {дхді ! \ ді2

(222)
<Во У м  . 6 —  і і

і е і(0)в ~  + -?—
-  36NO� # \ K�� 	

8 * *

ч----------
т

д!
ді йх ,
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Y W
&

Ех (0)
1 ‘1  ̂ -Ь^2?2 Cd5$pUCp(&0�2 А І \ дх

Але з даного рівнання (117), очевидно, виникає нерівність:

д2и\ 2 
дх2

(їх <  т а х  М і І
4@f V
дхді ) сіх- і - т а х |Л2\

0

&
[' /д2и\2 ,( 1 (їх -�ді2

-1 т а х |А 3|
$

ди
дх (Іх + т а х  м*і / ди у 7аж-ді

х ш ах | А5\  ̂ н2 сіх + І'Чх
о о

Звідци користаючись з відомої формули для функцій, що стають 
нулями на обох кінцях проміжки

(223) �# � ��

а також з нерівностей (221), (222), маємо:
/  1� dд2и

(224)  � - 4AC
сіх<і В3 =  і /  2 т а х  (Аг2 у  Л22) В2

+м т а х ( А 32 -А^+А І̂ і 8
І'2 сіх

Продиференціюймо тепер двічі відносно змінної і основне рівнання 
(117) і звернімо увагу на очевидні вирази:

д2и . дги \ Ш л дУі і )
21C г-о 23� $�C 1 21� дх дх 2A� e

тоді після того ж міркування одержимо таку нерівність

їх <  /і4

(225) >/ т і [ ( £ - Н £ ) ,І *
з і /  6 wB�1� 1

Е 2��%��&_
36Ж2 ді2) � � � � � �

з _&� 1� š � 1

У г і 7
���



q� B" і Г  ( /  %
2 } { \  H� �O��8 P?���8��

З нерівности (225) виникав таке обмеження:

226)

і /  [ ( ^ е У
�  3 \  H��H)h  A� <  В5 --■= і /  2 т а х  (А г2 ~ А 2 ) Вц

/ 2 т а х  (Н32 + А42 + Аь2)\\л^ ) аУ  і дЬ
дх,

що ми його одержуємо, користаючись також з диференційованого 
відносно ї основного рівнання. Продиференціюймо втрете дане рівняння 
(117) і скористаймось з виразів

<Ви
дР

Hl)
H)�

1 їд2/  . . . ду2 , дН„)
: ‹ - � А*Ь—А&г—Аі�Œ � � �АУ~ТГ�;� �5� ?� A/=0 �� � �� H)��і$ ! H� H)� H�21

одержимо таку нерівність:
і

(227) -)Т

/
, г . * ,  в4 ‘ ‘

—  q8 B"F “ + - --------
а 36 M�

(В(_
№

3 Ш4
��  +

т / і® * -
де

^з(0) ;

І

Иі( д ь
H� -Айу£ + А5и А й х

На підставі (227) і двічі продиференційованого відносно і основного 
рівняння маємо ще таку мажорацію:

(228) /
■ ^ ' 2 ІШ

Hl)�  \ 2 
H��H)�[ ���5�)  = ] / 2тах(Н і3 + P��"��_

■ 1/ 2 тах і. Іа! ,1г -і,-) Ді 1 І)7[/ / H��  
H)2 .)�
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C � � � �5� �� � � � � � � � � � � � � � ( � & � � � � � � � ' � � " � � � � ! � � � " � ) �
2 � � � � � *

� ��� �&"���������� � ���� �����'�� ������� ��� "�� ��������#� $�� ,���.�
��"���� 4������ ����!� '������.�"��� C���.5� ���� �����(����� ��������!�
'������.�"��� ���������-� �������'�*

7Gol8
>� дх2 дх ді

д и,„�
дР

дик
ді

Ал ди„,
ді

■ш+ Аьит�;9–� .��� хдх �e�o#�п�e�6#�G#*� *� *"�
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Помножімо ці рівнання на ;� 81D де 8� 3 -і - А і проінтеґруймо відносн о 
H від 0 до оо, матимемо: 

со &

(230) *� dd*&�z� zГ І Г
2C7cD ^  m� 2C75� p� p� 2C75� 275 
2A2 1 2A21 2 3 2A

+ л - 9£ -  - 4 , « . - /21
� � ��вій----- A`AL`8�T 0, cT DCD���5
&� E

На підставі вищезгаданих виразів, що в них мова йде про поведінку 
75�FAD� 1E та його похідних відносно A та £ до другого порядку включно» 
переконуємось в абсолютній збіжності інтеґралів

ОО СО СО
Г 2C75� - рі,,� (� 2�75  B �1 Г 2375� - рі\ ----- ;� K,D  \ -----  ;� KZ1D І ----- ;� ,D
З 2A ] 2A21 д 2�
0 0 0

оз оо оо
†�D � � � � � � � †HHdD� � �� � � � (� 8� ����----- ;� F,D \ Y;� F-1D \ 75;� <3�
2H 3 2A ]

0 0 0
Звідци на підставі відомих теорем аналізи маємо можливість змінити 
порядок інтеґрування у  виразі (230), а тоді одержуємо:

& оо

1
\

о о

Л ^ - М ,
6Av

B �$ [75 — /■

N � N � 1 ‘ 2 N O

 P■ �Q і є т -----
1 �

2G75� 275� 27 ,
+ Лд  ̂ Г -̂ 4

2A 21

Але, проінтеґрувавши частинами і звернувши увагу на початкові 
умови, одержимо

2�

оо оо
275� —рі 
21

/' 275 -р/^ = Г27¢� B81
21

СО
Г275� B81L Г 8ML
[ і г е Г Г " е 9

оо
рі]

+  Р 2 \ и те рі (М=  — (®і -'і-ру) - р 3 |  мюе рі <М.

СО ОО
Г 275� - рі /* - р < ,.і —- є  f�T  — а + р  І мт е
J 21� )

2A21
H D 38
2A .) 2A
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Скористаймось з цих формул і примітимо
��

(231) ^
со T

0 T W�] */•2�  *T� F]+�')� 2B ^  .T%T\  (] ) є іп  +̂

і
І

тоді з (231) матимемо:
ииГ Г А ^ и”‘
)  І  ° /'Ž

.1, +b0T� J � C� � Q� J � + @ T� • * 3S•̂ � � …+�† l
/ ' / * � /�� / ' � /*

N�.O�� N�EE
д ,  ;  -і ( . і3 - м >  ( , і ,  � � O� � л 2І>*)і,№

ах2

—(А3р А 2р )у  — А і

■']
е рі М =

` '

/‡\�� ��
.ах

■ А 27 1 — \ /із р‘(1і.

Увівши для скорочення позначення

Щ у)  ■== А  + %�"�J ] � g)  ~  *�А 5 Аі/і А.ур2) ,+
/' 2 ож

надамо формулі вигляду: 
і

(232)

6

/
І оо

Ж (йт) він - же?’/. -= Ц  I  Ґе Р <>1

/ '

■ ПТ.є т  ' ` ' + � l�  +C+777l*7
І

Доведімо тепер, що 

(233) %]7

де
/

- р і

w T�%]+�'+�*)W� •��+

(т)

т

І -П=1

_ П~
н т(р,х,і)= у  Вп [РА) $іп �� ж

при чому коефіцієнти � l  можна визначити з с и с т е м и  лінійних рівнань:

(234) пп
Z R % w T)y Pl • @ @ ' / ' B [ F * % ' + * ) � %•z]�J�� Ch\C)Ž

7� 7� /QŽ . і . и т  „
- А іР  - - - +  � C]^a � R N ����� 'p '+� l  =  1, 2,. ..ш,

/ ' � �� �
(Ш)

що їх можна завжди розв’язати щодо невідомих В п (бо визначник-
розв’язник систем (232) і (234) однаковий), а систему (232) можна
розв’язати.
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?,������ ��������#� $�
�  

o

�������� ,�����'� ��"�2�������#� ��������D

ll� ll
—pt до Г ~~pt Іfe dt� 7	n�³� A2p)'-s)V)А]� )A ) �³�A2f! = I е� >�Ґ+ (Aap-j-A>p2)<p +

; � +A2p ^ \d t ,
дх

����'�� ��� ,��&"���� ����"����&"�� ������ &,���������&" � "���������*
?'���&"�/��& � "�,��� �� ����� ��-� �������� 7LH8#� �' �� ������.�

���'��-#� $�� &,��������%" � ���������� 7LL8k� "���� ��� ��,�����%� '��0
"����!� ��"�2�����#� ��������D

£ - [ - І 0 0  ОО

6� Г Pt
7Gnl8� RRY�7f́� e� G�A�d� >� f

&�; ?�

:��� ���'���� um(x,t)� &,������ &,������.� �����#� � ' � ��� ��������*
@� �������� 7Gnl8#� '���&"�%(�& � �� 7Gn68� "�� 7Gnn8#� ��.��D

(Іит{х,і)е
—p t¼� »

dt dp,

7GnH8 7«Ag�?

p;Œ;g:�?�� �?

—  f � d Ÿ S V���� 4 � �� ¥

- p t
H m (p, x, t)ê dt dp

@�������&��#�$�� ит,���� ,��&"���� ���� �&"��������-� ��"��,��"���-� &����0
��(��!� �������#� ������ ,���"�� � � &������(��/� ������ "�'D

7GnM8 иш (x, t)~ Hm{p, x, t),

��� р � "�,��� ������ ��������"�� ���� �'� &�����*
	��� ����1�� ��������#� $�� �������' � � ������� ����������� ����� ���0

������ �� (�&"������� ,�!������� 766M8� ,��� �����(��!� 766I8� "�� ,�(�"0
'���!� 766L8� �����!� ������ ,���"�� �� "�'���� �������D

7GnI8 U (x, t8
—p t

H (p,x ,t)e
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З формули (238) виходить, що інтеґрал 7MAD1E даного рівнання (117) 
в символічній формі буде,

7�T�#F8D�AD�&ED

де 8  слід вдає розглядати як символ.
На підставі доведеного

75 FA, HEBp7 (ж, 1E 
5  —»со

маємо висновок: я кщ  о п і д ч а с  і н т е ґ р у в а н н я  д и ф е р е н ц і ­
а л ь н и х  р і в н а н ь  (117) з ч а с т и н н и м и  п о х і д н и м и  п р и  
г р а н и ч н и х  (118) т а  п о ч а т к о в и х  (і 19) у м о в а х  у н а с л і д о к  
з а с т о с у в а н н я  с и м в о л і ч н о ї  м е т о д и  м а є м о  т а к у  о п е р а ­
ц і й н у  р о з в я з к у :

7 T � #F8D�AD £),

що її е ф е к т и в н е  о д е р ж а н н я  [що з в ’я з а н е  з р о з в ’я з а н ­
н я м  д и ф  е р е н ц і я л ь н о ї  с и с т е м и  (239)], а т а к о ж  і н т е р п р е ­
т а ц і я ,  т о б т о  о б ч и с л е н н я  і н т е ґ р а л а

г + г с о  со

і X� 8@� X� d 81 І2 - /  І Є І І # �F8D�AD�&E�;� K7 І F&8D
г— їс о  0

є с к л а д н и м ,  то на  п і д с т а в і  в и с н о в к і в  ц ь о г о  п а р а г р а ф а  
м о ж н а  ВЖИ.ТИ о со б л ив о ї м е т о д и - — „ м е т о д и  н а б л и ж е н о ї 
с и м в о л і ч н о ї  і н т е р п р е - т а ц і ї “. Ц я  м е т о д а  п о л я г а є  в і н ­
т е р п р е т а ц і ї  с и м в о л і ч н и х  в и р а з і в  т а к их :

#5F8D�ADHED

що ї х  в ж е  м о ж н а  о д е р ж а т и  та  і н т е р п р е т у в а т и  з а  д о п о ­
м о г о ю а л ь ґ е б р и ч н и х  о б ч и с л е н ь  на  п і д с т а в і  в і д о м и х  
п р а в и л ,  бо #5F8DAD1E м о ж н а  оде ржат и ,  з а с т о с о в у ю ч и  „ме­
т о д у  у з а г а л ь н е н и х  к о е ф і ц і є н т і в  Ф у р ’ є“ до с и м в о л і ч н о ї  
с и с т е м и  2-го п о р я д к у  д л я  *F8DAD\ED� 2 ; 8 м о жн а  т р а к т у в а т и  
я к  ч и с л о ,  що  п і д л я г а є  з а г а л ь н и м  з а к о н а м  а л ь ґ е б р и .  
#5  б у д у т ь  т е п е р  р а ц і о н а л ь н и м и  ф у н к ц і я м и  8D а т о м у  
с и м в о л і ч н і  в и р а з и  #5 м о ж н а  і з р у ч н о  і н т е р п р е т у в а т и .

З а у в а ж м о  т а к о ж ,  що  з б і ж н і с т ь  методи,  а т а к о ж  ма- 
ж о р а ц і ю  п о х и б к и  т-го  н а б л и ж е н н я  в ж е  р а н і ш  в с т а н о в ­
л е н о  (див. формулу 229).

§ 20. З а с т о с у в а н н я  „ м е т о д и  н а б л и ж е н о ї  с и м в о л і ч н о ї  
і н т е р п р е т а ц і ї “ до д о с л і д у  п о д о в ж н і х  к о л и в а н ь  
г а р м а т и .

Цю задачу досліджував акад. А. М. Крилов, що в статті „О про­
дольных колебаніях орудия“ (Известия Физич. Института при Москов­
ском Научном Институте. Т. I. 1921) вивчав питання про визначення 
та графічне зображення (на в и п а д о к ,  к о л и  с т і н к а  г а р м а т и
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с т а л а  в з д о в ж  с т в о л у )  п о д о в ж н і х  напруг, що виникають у 
стволі гармати під час пострілу.

Ці подовжні напруги утворено від сил інерції, що виникають під 
час одкату гармати як твердого тіла, а також від подовжніх пруж­
них коливань ствола гармати під впливом дії вибухових газів на дно 
канала. При цьому напруги, що постають в наслідок поперечних коли­
вань, до уваги не беремо. Змістом цього параграфа буде застосування 
наших метод до обраховання цих подовжніх коливань для з а г а л ь ­
н і ш и х  в и п а д к і в ,  к о л и  с т і н к а  г а р м а т и  змінна в з д о в ж  
с т в о л у .

Направмо вісь ОХ вздовж осі каналу гармати; візьмімо початок 
координат у точці перетину осі з дном каналу, і позначімо и0 — аб­
сцису центру ваги гармати, що її лічимо від певної нерухомої, тобто, 
не зв’язаної з гарматою точки (7; а — віддаль від дна каналу до1 
центру ваги гармати; Ь — віддаль між дном та центром ваги набою; 
х  — відповідно абсциси (що їх лічимо від нерухомої точки О') центрів 
ваги набою і газів, що постали під час вибуху; М, ти тг, — відпо­
відно маси гармати, набою й газів.

Знехтуймо тертям набою з нарізками та тисненням на толок ком­
пресора, одержимо на підставі закона руху центру ваги консерватив­
ної системи

звідки 

(24 0)

Мщ + іщ хл пц хй= const.

Мд2 щ д2х,---- - -f ні\ —dt2 dt2 =  0

Якщо канал гармати циліндричний, то центр ваги вибухових га­
зів під час вибуху мусить бути посередині між дном канала та дном 
набою, тобто,

1 1 і іх 2 = —  (2^—6) 4- — {щ — а) ■= —- {и0+х , ) ------ (а Ь)
2 2 2 2

а тому на підставі (240) маємо:

(243) Мл- т. дЧі0 
dt2

о1хл
dt1=0

Хай тепер р  — тиснення у каналі після вибуху в момент часу і, в — 
площа перерізу каналу. Тоді за Ньютоновим законом

(242) ps = F(t),
де F(t) можна розглядати як дану функцію часу. Підставляючи (242) 
одержимо диференціяльне рівнання центру ваги:

d2u0
dt2

і + -гі

М

nh
^  F(t)= — KF(t)
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Звідси ясно, що напруги, що постають у  стволі гармати (як у  твер­
дому тілі) від дії сил інерції, в перерізах ж очевидно будуть

- 4 тсо(ж)
де [х  �"  — є маса ствола гармати спереду перерізу ж, тобто

і

JJL (Ж) = pj*w (ж) ^ Х
X

	 — довжина ствола, р — щ ільність металю, S (ж) — площа поперечного 
перерізу  гармати д ля  абсциси ж.

Статичний розрахунок подовжніх напруг (при якім звертаємо увагу  
лиш е на максимальну вартість сили) є недостатнім д ля  даного ви­
падку (найбільший період вільних коливань системи на випадок 
гармати не є малим, порівнюючи з тривалістю наростання зусилля 
від початкової нулевої вартости до найбільшої), як  це зауваж ує у  вище 
згаданій статті акад. А. М. Крилов. Тому слід вживати динамічний 
розрахунок, припускаю чи, що ствол гармати, як  це справді й буває, 
не є звичайна циліндричн і рурка, але що т о в щ и н а  с т і н о к  г а р ­
м а т и  з м і н ю є т ь с я  в з д о в ж  с т в о л а .  Нехтуючи масою затвора в 
порівнанні з масою гармати, одержуємо таку  задачу, що її форму­
л ю в ав  і роз’вязав на випадок стінок сталої товщини акад. А. М. Крилов: 

Потрібно визначити подовжні коливання, що постають у  стрижні 
довжиною 	{ до одного к інця стриж ня прикладено силу k !"�  при чому 
центр ваги стриж ня пересувається згідно з рівнянням

(243) — zk !"�

Позначімо знаком ? (ж, )" пруж не переміщення точки ж даного стрижня 
щодо центру ваги, тоді бачимо, що пруж ня напруга перерізу ж буде:

q ад (ж) ди
H�|

де q — є Ю нґів модуль, <о (ж) — площа попереднього перерізу  в точці ж. 
На елемент стриж ня ���&��  діє з одного боку сила

„  H? — q)d-----H�
а  з другого сила:

Порівнюємо вислідну силу:

q ��

���



до сили інерції, що її подано у вигляді:
2CM7BLB7DUE

2�
8̂ �jkD

(бо абсолютне переміщення точки буде очевидно = 7�J�7UE і одержимо
272� .<‚

2A
2 A g D� 2CF7J7UE p —  jk� 8^ --- Y Y <A

Звідци на підставі (243) матимемо диференціяльне рівнання з частин­
ними похідними та із  з м і н н и м и  к о е ф і ц і є н т а м и  (що залежать 
від AEy

(24 !)
2t.^

2A

27 \
2A� V� 2C7 ,,

Де й буде шукане рівнання подовжніх коливань ствола гармати- 
На підставі попередніх міркувань, а також фізичних умов задачі 
маємо:

. дад \ Е д ) , х = 0(245) граничні умови: .  о>---- =Д
2A І о, ATZ

fE7(246) початкові умови: и = = 0 , — = 0 при 2=0
21

Для інтегрування цієї диференціальної системи (244), (245), (246) за­
мінимо змінні. Від цього неоднорідні граничні умови перетворюються 
на однорідні, це полегшує добір функцій, що їх лінійні аґреґати 
належно сконструйовані, дадуть шукану наближену розв’язку.

Отже припустімо для спрощення:

-  : 8 4 FA 5 1E= ф, — ^  < E T 5
Е ( о (0)

і замінімо такі змінні

(247) AFZ — ж)2
u T ˜ -------—  -  �SPE�

&v

Тоді дана система перетвориться у

B2F�.A —Л 
\ 2 AE

(248)
2A

2 u ,т, л+р о)------- і-*? = 0
2�

29
2A

UqAT UDAT Z

uT О, 29
jP

A�F& — ж)2 
&C

1‰ (0)
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)))) e�o#�х �e�o#�х �e�І
дх

� ��� "���#� $��� ������"�� �����������������'�#� �� ������ �� ����� "�"����
,�,����� ���� ,��������#� &������&"�&���"�� ��"���� 4������ ����!� '��0
����.�"��� C���.5� ��� ����������� ��-� &�&"���� 7GjL8#� ��� р � "��'"�.���
���#� �'� (�&��#� $�� ,������.� ����� ���� ��'����� �� 2����*

J�� ,��&"���� �����(��!� ����� 7GjL8� ,��/��.��D

7Glo8

т
„ ( т ) пі�

?�Æ)))))) X ,
І

��� ап(п)� ������ �����(�"�� 7���� ������� ��,��'�8�#��� "�'�-� &�&"���� ��0
��/��!� �� 2����(��!������� � 7-!� ������� ��������������"�#� �'� ��� ����0
����� �� i� 6L8D

дх�
дх Р<0р2 1ї'---рШръ

пи� 4� ^
&�.�; � хах �e o # ,e�6#G#**�.т�

І

���&"����%(�� ������� ���"�&"�

а,<т>=ап(т\р ,і)
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у вираз (250), маемо

кт - Нт(р, х, Ц,

де р і г входять як  параметри; вираз Нт (х,р, і) е р а ц і о н а л ь н а  
ф ункція щодо р, ч е р е з  т е  і н т е р п р е т а ц і я  с и м в о л і ч н о ї  р о з ­
в ’ я з к и ,  щ о  м и  ї ї  з н а й ш л и ,  н е  с т а н о в и т ь  т р у д н о щ і в ,  та її 
можна проробити застосуванням звичайних Гівізайдових способів. 
Визначивши після інтерпретації функцію пт(х,і,) можна було б на 
підставі формули (229), що її  доведено у  § 18, справді обрахувати 
мажорацію, що її там вказано. Але система (248) являє собою лиш е 
частковий випадок загальної системи (117), а тому зручно скориста­
тися з особливостей питання.

Отже виходячи з системи рівнань (248), які ми одержуємо, засто­
совуючи методу узагальнених коефіцієнтів Фур’є, подамо її насам­
перед для зручніших обчислень у спрощеній формі

І
(251) ^ £ ( у— кт) соє і , 2 ,. . .т,

О

де при раніш их позначеннях

т

І Е ш Щ\ <1x1
дх _ ��	l

д-у
ді2

З рівнань (251), множенням на відповідні коефіцієнти та підсумован- 
ням маємо:

(252) = о,ді

де [о]т, як  завжди зазначає суму т перш их членів р яд у  Ф ур’є (по­
змінній х на даний випадок).

Зауважмо тепер, що з виразу (252) маємо безпосередньо:

(253) ^  А(г — ут) д̂ ~ -~ -~ 4 х  =  ̂Цу-~ь'т)д{о -  [і?]»)
ді СІХ

Звернімо увагу  на початкові умови; одержимо, інтеґрую чи частинами:

і і
, ч і т /  \д(v—vm)-I 1 д<254) \ д(- - (Іх  2 Г)1 , Ею

��.



Але, інтеґруючи частинами і користуючись з тотожностей
UMXzY 3E5EL

&

5

М  -Еш
`AT� L І '

2A
2A

21¥ 21

маємо також:

 ̂ .F%--&g5E� F\A = (
Z1 — <9̂ І2<0 2F9 — г?ж) 

2A

21 2A +

Лх
Г 21C І 21

(255)
.̂ � dd  ̂  ~  ^  5E� ^ �hp �d  ̂  2p Zg ~  1,

2A� 2A�21� 21� 212 І

2� X� 2F9Y 95E2F9Y [г?]м)
г /і -7Г, і ]T_ --------~  — ----- ‘ZZ% '

21�E Г 21� 21

З цих виразів (253), (254), (255) при початкових умовах, що їх 
справджують функції 9 і 95D маємо: 

1

(256)
1 Г І -  І 9 ( » - < и  Р  , - , [ Э(1,- ° . ) Т )д с ,I Кчі і

2A + Н

1� &

= t21 .› 2M%�Y�%5E� 2CF9�Y�t9L5E� 2F9�Y�95E� 2CM9Y t9_5E
2A� 2A�21

Застосовуємо тепер очевидну формулу

рсо
21 212

2A



$�� --� ����� �.� �� ,�&�������� � ��&"�&���� � �� � � ������&"�/� =�1 �� "��
q ��� � � � / � ,��/� �.� �� �� ��/

и, ,{х) = У  Еіa <9 (V — 0ш) /лЛ _ , / - ^  д2(р— [»]*)

щ �7�8�e�–9

дх

_д_[у — Кп)_�
~ ді

и0 (х) = ]/ Еш

и1 (х) ■= | /  Е’ш

дхдЬ
д2 (у — [«],)

��G
��.��D

І Г( Г д {и— ит) д2(с — \с]т)�
(257) І |Е<*>---------------------------—  ■

V �
/  �

дх дх ді
� * � ¾

ді ді2 і
<

> p a ²� a7F�) ¼�ž>
7L�

D³g4 ² ­ ; c 8� ·� Ш х
І ді

Е(0 ~я2<г — И П.Г 2 д (V— [г?]ж)1
дх ді ді2

дх

=���� "���#� '���&"�%(�& � �� q ���� ���-� �������&"�#� ��.��� "�'� �

(258) � ¼
д(к--и„) д ір— [и]т)

ді ді
сіх <

™8 Еі� �� ��e �; � e8885

дх
�&� (і  ¥ �º

ді
\сіх l h �9 �È

9g7�́; ·--–#�
ді

дх

� ��/� �� �� "�, ��

(259)

(260) ст — Ь

�261�

щ = £ � ž · �

�

/ /

' д{п — пт) \  \ d i v - v » )  1
дх

дх

д2 (ю— [г|„
дхді

д Ч » - Ш
ді2

дх

‘І т A 9��Ÿ·
д и:� ·�²"8

ді
дх.

J�� , ��&"�� �� � �$ ���� � � � � ! � формул (256), (257) �� (259) ��.��D
�

6 1 (О� ��� У Ш �«"�oo�М + Пт (і) У Щ ,
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�‚id�u

t
—- шах Дт) <  У  шах І(х)
�� ��V��� <t� �� -<г<. і

шах т(Ш' 
0<

е,„ (11 .

Тому

(262) УДІ\ <
t

m ax ^ Bi(-)+  Г  £,в dt
1 > < Т < /  J

о
Розшукування мажорадій для /)т і як де ясно з формул (260), 
(261) зв’язане з розшукуванням мажорадій для інтеґралів

і

(263) /[d2(v — M J
І

dx dt
dx, /tJ

I
dx, J d( r ~ - [ r j j  l 2dxд2(у — [у]„

1 ~ ді
о о о

Для цього зауважмо насамперед, що з граничних умов (248) маємо

(264)
dv . дЧ 94  ,—  ^ = 0 ,------- =  0, -------- = 0  при ж = 0, х 1
dx дх dt dx dt2

VQOS - — Х а Х ,

Диференціюючи тепер вираз для
т

(265) Wm= У ~  COS у - Ж j

О о
після інтеґрування частинами та з уваги на умови (264) одержимо

ПТ(Х  г 

І Г d-v
Д J дх dt

пъх  ,
m  COS--------  І

d[v]m - — 2 V --------l _ I J ' . ' L  sin xdx
dt l /_  nv J  dx dt l

0 l

Звідци  диференціюючи відносно x, маемо:

m I

(266)
d2[v]m V  2 . nv— '  - sm
dx dt I

�

З формули (266) ясно, що

: г-XJ
d2v . nv ,------- sm xdxdxdt l

д2[уУ
dxdt

f d4  1
j_dxdt\n

і тому на підставі рівнання замкнености маємо
І 03 І

(267) л -
(»— М»)
dxdt

vdx=  >
m -\-1

ч’ 2 [ г  d%
Д і [  J  dx

,2у . »u , Tsm xdx Idt l J



Інтеґруючи тепер двічі частинами у правій частині формули (267), 
одержуємо:

�� Oz� �— ад„)
дх2

дЧ . пп 7 --------- киї х ах
дх2ді І

Виносимо за знак суми максимальну вартість дробу F� Z�B ''і, підсилюємо
Lc5Dš

нерівність і, вживаючи рівнання замкнености, одержуємо в резуль­
таті шукану мажорацію одного з інтеґралів (263)

(268) f  г ^ - ш т./ [  дх ді ] с?ж< І —  
[(да 1)я

(&0

На підставі очевидної формулидаМ „ , Г д2у 
ді2 1 ді2

і аналогічного міркування з вищезгаданим, маємо:/ со І

•  І і / Д  ) • � &� L
т+1 п

&
(269)

&
т-\-1 

СО &
дЧ

І /
дЧ * X1� $  /соє — хАх <дх2 ді2 І

5JZ  „

c:� ‡соє----хахдх2 ді2 І — -— Т \|_(ж + 1)к] J
діх

&:f]CE
СІХ

що й дає шукану мажорацію для другого з інтеґралів (263). 
Нарешті з формули (265) маємо також:

0М ,
ді Г - І& ¢ � 1

звідки виникає така мажорація для інтеґрала
&� f̈� &

2M: — [г]т) |2 , 2 ^  Г Г 2›� s�ss� c3�

!! ді 2AB
2 [т + 1  о соє хйх\ = 

ді І і

(270)
&

&
*-(

дЧ . тс • "|2------- є т ------ хйх
2A21� & ■Іт + 1

&
\Л  / & \«Г ‘ � 2@
š  і \ c:�E [ _ �2A3�21

дЧ . пт\. у є т  —  х (їхдх2 ді І Т < г — *— г  T � � � 0 ? �
] |_(т+1)гс] ,/ 12Av21Lт + 1
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7GM68
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•� »� д х } дггх ди) л дЧ

œ� >� дх дії гЛ3 > ді ді3
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Введімо тепер позначення

де

П(*) =

П0 = П(о)

о

w=w0(x, 0),
то з вищезгаданої формули (272) матимемо таку квадратичну нерів­
ність, щоб одержати обмеження для П:

1
�

1 / дз'Р \2 \  , -

Розв’яжімо цю нерівність звичайним способом, одержимо 

У  її < а  , де а =

и  /— ї

звідки

(273)

(274)

dx)dt +

І -
1 /0®У

�Vl� \ dts
dx > dt,

dH \2 7 adx <
dxdt3 Y e mxna)

d4v \*' a
dx<L

dt4 Y  p min (o

Продиференціюймо тепер основне рівнання з частинними похідними 
(248) двічі відносно і, поступивши з виразом

(275)

або

£»  - і ”? - )
dxdt2 d*v------ —  : ги» —

дх dt�
d2W

dh' p d*v r со' d3v d24s
dt2dx2 E  dt* to dxdt2 dt2

аналогічно з вищезгаданим, матимемо

Y��LT
�

д х < .
Y e 55 Y‰

���



Піднесімо тепер рівність (275) до квадрату, скористаємось з ІПвар- 
цової нерівности, а також з нерівностей (274) та (276), тоді маємо

Вертаємось знову до нерівности (271) і, 
(273), (276), (277), одержимо

(278) 1
2

� T ` '  1/ о> 
F5�J 1)2я2

Але з очевидної рівности

підставляючи ці обмеження

@3 _______ m�Z __Д
тіпш %T + 1) итіп hG�<о )

3 <FAET 3CF1E�J�C�X 
7 а

прийнявши в ній U� � — [г ] т , одержимо після застосування Шварцової 
нерівности

(279) < у  Y ��;���"l��

Y +�;�+�"l�Y 2F9�Y�t9_5E 
H� .)��

З другого боку, користаючись з цієї ж ІПварцової нерівности на 
підставі виразу для &D маємо

(280) 0(р— 95E
H) K7

2

(&0  <

<

�� �

&-р т і п  ш
(281)

&

&2F9�Y�95E 
H� .)�  <

£тіП(о
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Розгляньмо елемент провода х, x —dx як  електричний ланцюг з 
електропорушною силою dv . \ dv 1V — I V -,------dx І -----------dx.

дх І ах
Н а підставі рівняння § 1 маємо

ді avLdx -1 Edx — ----dxdt dx
Зауважмо далі, що приріст кількости електрики в елементі провода 
х, хл- dx за елемент часу <М

С ( І Х  ( I I

складається, очевидно, з різниці між струмом, що входить і виходить 
у  тому ж елементі х, x  + dx за той же час dt

dt

та  втрати через ізоляцію

— Gdx vdt.
Маємо також

q dv _  ді  
dt дх

Отже ш укана система диференціяльних рівнань задачі буде

(284)
і 9- ” + В[

дх

І•
( дх

+ Gr С

ді
dt
dv
dt

при цьому на підставі ф ізичних умов існуватим уть також такі гра­
ничні умови г(0 , t)=f(t), v{l, 0  =  0, де і — довжина провода і почат­
кові умови

v{x, 0) = 0, І  (х, о ) = о. 
Звичайним перетвором змінних

W=V — f (t) COS ‘ X�
21

дану диференціальну систему (284) можна очевидно перетворити до 
вигляду

(285) І

г ді  _ dwL ---- + R I  +-----
dt дх

—  f  (0 sin --- х  
21 21

С dw + Gw x  дІ = — (G (x) f  ( t) + G (x) f  (t)) cos * 
dt dx 21 x

���
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����� �� ��������"�� ���������� &�&"����

і! (Lp + B)I„ dw„
дх і

[U†
ті
І

xdx =�o#�"��e�o#6 #G #n *. . т о

˜«Œ�{Cp + G)wmp p̂-\sm̂ -xda>=0, п=�� 3� 3�*�*"�#
dx І

����'�� ,�&��� ��&'�����-� '��������-�
і іі��L IYG�³�Gw,2� ~�dx-'rill B Im2 + Gw,„2� �́ dx� o*

���� ������ ����"��!�'������.�"��� L(x), С(х), B(x), G(x)� 7�'� ��� &,������
R � ����.8� ����� �
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(т) (т) (т) (т)

an =an {p,t), bn = bn (p,t)�
п —0,1,2... .т п= �6#G#n#**�*"�#

����" � �(������� �������� ����� ���'������ р,� �� "���� ��"��,��"�����
&������(��!� �������� �������

п�MD6̂v)))) х
І�
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помножаючи їх на відповідні коефіцієнти, одержимо після підсуму- 
вання

і
с т ^ , +0[і()_ Щп)+с

З  \  дх ді
д {ги №ш) |  _  № іі) (і х  о

/  { + В{1~Тт) + 1  д(1д і ^  1([і1т _  Іт)йХ = °'

звідки безпосередньо виникає 

і
а {г0^ ^ )  + с ^ ^ ^ \ { г х  — гхт)Ах--, д {ги — и?т )

дх ді

(293)

ґ І  + в ( г с -  ют) + С ді^  _ 1 (м, _  [«,],„) (іх.
J  \ дх ді

/Ід (ю — IV т) 
дх

+ В { І ~ І т) + Ь д{і— и
ді

{1— Гт)Ах-

( № -  " 4  + В { І— Іт) + Ь 9(/ / "'}- 1 (І-[І] ,п)А х .
E � a � ді І

Складімо вирази (293), одержимо 

і
(294) £  \ G U v -  «>„,)* + В (І— І т)г |  А х+ у  Л  і  Л»)2 +

л ’ п

(7 ( »; — ют)'г і Ах = в

де

(295) -ГГЛ/ -  М т ) + — }( /- И * )  +-К(7-Іт )(/-[7]т ) +
J  ( дх дх

■в(гх-гхт){ю-[г»}т)+ Ь  +
от )
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Мажоруючи у  правій частині (ЗОЇ) і застосовуючи Б еселеву нерів­
ність, одержимо

<302’ о о
Звернімо увагу, що на підставі (ЗОО)

2@
212A

О при ж = 0,ж = &

і  міркуючи аналогічно, матимемо також

� � � � � � � � ��� �� 1(303)

Так само, інтегруючи двічі частинами у  правій частині виразу
& со &

w Y м , Л ^ г  = у 2 |  і '
о т + 1  0

t]L5  | - т̂с ,RE з т  —  A<A
&

на підставі граничних умов
34Bp4D при A T 4 DA �T�Z 

одержимо таку залежність

V p 3 u— t›L5  | `A�„B

  

‘ 2 Ш') &� L� c:
5JZ

звідки виникає шукана мажорація
1� 1

237‚� �� c:---- вій —  A`A
2A2 1

(304) / , d , 3D Г___ г___Т ( & a < A �
І LM5 -1)~] D_� Ls2A¥L

Диференціюючи відносно і вираз (286), що справдж ується для всіх 
вартостей Ь, одержимо

---- =0 при Ж=0, 2 �K �S
21

і  тоді, застосовуючи таке саме м іркування, як  і раніше, маємо
1

(305) л
E�(іи��� •Xt”ST� i�

21
`AK Ш 2@4 |

2 A 5 L
`A�

F5 ь 1)т
о

Підстановка цих обмежень (302), (303), (304), (305) в формулу 
(297) призводить до таких нерівностей

а о Д т а х і
[ 9.x2]

ї„ ,(0 < (тах  H� XL v �Z 1 `AB_B тах  (  П  Д І  Г-----1- — 1
' _Ls2Av21L� D_� & 2 A 5 _ Д ( т + 1 ) і : і

�.�



����'�� ��� ,��&"���� �������� 7GLI8� ��������� "�'�� ��������%

7GoH8 V Ет{і) �

· 7a ³c �hhG76³�8�у � " � !? 9 · o – �« #³

j)� 2і | /  т а х і  ГГ  7 7 ] йх+т&хС С Г -Т Д ’Л  йх.
> 9 � #�9� ·�дх^дЬ�˜� й І дх‘2сМ�˜
V� о �

� � � � "���#� $��� --� ,���"�� �� ������� �������#� ,�"������ ����� ��1�� ����0
!���"�� ��������-� ���� ��"�2�����

(зо,) пт ,̂ № IV о'-« IV  /у-г^ул
M� »� ±�G9� �k�\ д х 2} J  \дхЩ ) \дхЩ)~
0 0 0 о

���/����� ���� &,��$����

— (С (х) f  {t)+G{x)f(t))cos-^—x  = Чs2,
G1 21� G1

,�������� ��������� 7GIl8� ���,������� ��� M� �� ��� ю,� &'������� ��� ��0
��� "�"�� /� ,����"�2��/��� ���� o� ��� І.� ��"�����

7noI8 9�
�� ді� 4 дт\ ( п  дги „ д І \ � #� #
� )))))³ � ВІ +))))))� 9 ³ �[С)))))))�� СНх� ³ )))))\и>\ йх-

ді д х )� »� ді д х #M 6

і

M
7Bc³�ЧК/ш8�йх.

	 ��� �(������

M� 6a«� ах і� ·� 6
�� "���� �� 7noI8� ����'�.

д_ ± �
ді 2

і і і
` �9h�³�См2̂йх�³��«²� ВІ2 + ОгоG6�йх =� �BB��³� Ч!2и8²�йх,

�� �� ' �

7noL8� ) º ) E * � � ² � 9 G³� ?akG²/ � ³ � �9 h Ÿ F �³ �Сю2�²/ � �e �A ² �Fb#�M�) � <»���² �йх,
�� � �

��� �� "�'�� &���#� �'� �� ����1�� ·���*� ����*� 7GLM�
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З формули (309) бачимо, що існує така нерівність
і і

ЬГ Сю2 \ (їх<-(310)
І І

и*-г Сюг І і /  іЧг2'^ |йж,
о о

бо інакше похідна

д_
ді

і

/І ь р + с ю 2 \ах

стає від’ємною, інтеґрал
/

/ I  ЬІ*+Ст*
О 1

зменшується і формула (310) знов набирає сили, бо при і = 0 на під. 
ставі граничних умов формула (308) очевидно існує.

Застосовуючи послідовно нерівності Коші і Шварца, з (308) маємо

і

Ц I Ы 2 - Сю2 І йх<  ^
О

ЗВІДКИ

(311)
/  І

о

Диференціюючи тепер дану диференціяльну систему (285) і мір­
куючи аналогічно, як і раніше, маємо

о

Але з тієї ж основної системи 
одержимо

І І

Л т н т 8�
(285) після очевидної комбінації

Г \ (  о
(313» і І ( і

діо \а 
\ )

і Д "
\ дх

дх<&£( %2 +  {- ^  +  --ЧГ,
V  (А С

йх+
а о

І
зв  Г Д № \ 21
а2 л С\  ді ) І

О

йх.
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Позначімо літерою $  найбільше з чисел "D� !D а літерою "  — най­
більше з чисел "D� (  для всіх точок проміжки (О, &Eq тоді одержимо 
з (309) і (310) "таке обмеження

(314^{|
2›
2A)

і 2&LvL̀A�K�p -- З'/І
)$,

&

J ) L
ЧГІ8

с
B%$L<AB

\ " � X� L� �� F2% v� [� ��� Z(/2(� 6�7

<C_ | /. ' 21� E + (  ' 21�І F
о

СІХ.

Міркуючи аналогічно, як і раніш про продиференційовану відносно 
1 основну систему (285), маємо таку мажорацію

Диференціюючи тепер систему (285) відносно A одержимо 
H�?"� Hl��  г _  H)� ��� ��� �� Hl� Hl
H�2 H�� H�� H��H)� H�2 H�

— UgA�› ! 8 Y !H)
UvZU 
H��H)|

звідки, застосовуючи очевидні перетвори, переконуємося в справед­
ливості таких нерівностей

H�G
H�2 С І Х <

+

* F1

У / А І А

H�

[ g@ d 1 ggLf&5J
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7nGG8 1� e ¹ � ¹ ³� G-*•??) . “

т

1 ,
��N�� N7"	 LD�&�_"� ?oI� ;�

E
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Приймаючи

(325) Ч \ и  Щ - . \ Ф т Ц ) с І І

■" і
_  і  І і - Г ^  \ -  

ш  \  І

2  з + ь
т —

--Є 0 8 ~ Х \  —̂ 2 — СвЙ И., І + ( С~\іьс*» І р - л  ^  \ г*-^я БИЙ |і £ге > ~

О 1 тгл------  . ----------  с08 ---х
ИС Ї2 — \1\ І

та інтеґруючи частинами у формулі (324), маємо

1„ М  =

Зазначимо тепер, що ряд
оо

1 пт:—Ш і � #8�
ьЩУУ со& Т х \ 5 ~ р .г: сзЬ м  + ( С |! г2-Г ^ ї  )йПІ1

00
1 6фи ш— . -----— С0Є------х

ИС £ л * п 82 — фй І1
буде збіжним.
Справді, маємо очевидно

ш і ,

гпп
1\/ЬС / і+Ш !

ВО ̂ ЬС)2 1 . п%ВО------------------- 1 = г — 7^=.
іЬ С  І і У ь С

ПГі� @� �� �= г—т - = -  + 0 ( —

1 + 0 і)Ь
(327) . . ш  ( і

о8Ь М -о о 8-і ? ї 0 -< + О -

єпйц,/ = гієіп Пха
I V ь с '< ) } •

І 1 \ ^
де О — І виражають величини порядку мализни — \п/ п
Підставляємо вирази (327) в (325); маємо

ш _____

4 I V ь с  ті(328) ЧГт (*ЬЧГ|П<‘>(*)_ - - ^ ^ - с о в ^ ж в і п - ^ і ,
^  ЬІ пп І І у  ЬС
п� � � � �

де ¥ т (1> (І) при т—>со буде вже рівномірно йти до певної суцільної 
функції, що ми позначаємо знаком (£).

Але з другого боку видно, що

(329) N —  соє тс  £ соє ит:г, = Р  Ь  — $) +Р(г,+2),
£ } Ш
П— 1
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