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З м і н н а  в е л и ч и н а ,  в и б і р  в а р т о с т е й  я к о ї  з а л е ­
ж и т ь  в і д  нас,  з в е . т ь с я  н е з а л е ж н о ю  з м і н н о ю  або 
а р ґ у  ментом;

З м і н н а  в е л и ч и н а  |/, к о ж н а  в а р т і с т ь  я к о ї  з а л е ­
ж и т ь  в і д  в а р т о с т е й  а р ґ у м е н т у  "�  з в е т ь с я  з а л е ж ­
ною з м і н н о ю  або ф у н к ц  і б ю ж.

На підставі щойно даного визначення в коленій рівності, за 
допомогою якої за даною вартістю "  визначається відповідну 
вартість ��  можна розглядати ��  як функцію "�

Наприклад, у рівностях

ї/ =  ж2 +  ж + 1  і

у  є функція "�  бо, як легко бачити, зміні "  відповідатиме 
зміна ��

Проте, і в цих прикладах, як і в поданих раніш, можна 
робити навпаки, а саме задавати спочатку вартість �  (у по­
передніх прикладах #�� �  і т. д.) і відшукувати відповідні до 
них вартості "  (£, �$�  При такому погляді на залежність між 
змінними, арґументом: уже буде � , а "  його функцією. Значить, 
з коленого рівняння між двома змінними " " �  можна одержати 
дві функції залежно від того, яку з двох змінних ми вважа­
тимемо за арґумент. З цих двох функцій одну звуть п р я м о ю ,  
другу — о б е р н е н о ю .

"Щоб одержати обернену функцію, коли дається пряму функ­
цію �  від "�  досить рівняння між " " �  розв’язати щодо "�  Напр., 
розв’язавши рівняння % =  &��'  щодо ()� подамо радіюс кола як

*
функцію довжини його обводу: Д =  — ; так само, щоб податиТ̂С
в рівномірному русі час як функцію шляху, досить рівняння 
+ =  �,  розв’язати щодо і; в наслідок цього одержимо ��- . � �

Проте, не завжди так просто можна одержати обернену функ­
цію. Іноді, щоб визначити її, доводиться запровадити нові сим­
воли. Наприклад, для переходу від прямої функції �� � �" /  
до оберненої "�� 0 1 �  в альґебрі запроваджують символ 2  ; 
для функції �  =  3�456 оберненої "�� �7��  доводиться завести символ 

І Т. д.
2. Відношення. Відношенням числа 7 до числа 8 (позначається 

7 : 8 або зветься частка від ділення 7 на 8� Наприклад,
�� � �відношення 10 ДО З Є — — 3,333 . . . ,  відношення 7 до 13 е — =о іо

= 0,538. Число 7 зветьвя попереднім, а 8- наступним членом 
відношення.

Відношення може бути і більшим за одиницю, і меншим за неї
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В першому випадку воно показує, у скілька разів попередній 
член більший за наступний, у другому — яка частина наступ­
ного члена міститься в попереднім.

За відношення двох відтинків, виміряних тою самою оди­
ницею, вважають відношення чисел, що їх вимірюють.

Напр., вимірявши відтинки а і Ь сантиметром, ми побачимо,

—>— —■----- а— -<------ - .____ .
а  $

що вони дорівнюють 5 см і 2 см, відкіля виходить, що відно­
шення відтинків а і Ь дорівнює -5- або ~ . Перше відношення
показує, у  скільки разів відтинок а більший за відтинок Ь або 
наочніше, скільки разів другий відтинок укладається в першому;

�� �друге відношення — показує, що у відтинку Ь укладається — о б
відтинку а.

З геометрії нам відомо декілька сталих відношень. Найпро­
стіше з них є відношення діяметра до радіюса, найважливіше — 
відношення обводу кола С до діяметра Б; перше відношення 
-.�/&012� 2 Друге— я =  3,14159.

Запитання 1. Чому дорівнює відношення середньої лінії 
трикутника до його основи?

2. Чому дорівнює відношення середньої лінії трапези до 
суми її основ?

3. Чому дорівнює відношення радіюса до обводу кола?
4. Як відносяться площі квадратів, що мають боки на

2 м і на б м? ?
Відношення відтинку а до відтинку Ь можна знайти, відкла­

даючи відтинок Ь^або частину його на відтинку а так, як це ми 
робимо, коли бажаємо виміряти перший відтинок, взявши за 
одиницю довжини другий. На підставі цього зауваження вихо­
дить: в і д н о ш е н н я  в і д т и н к у  а до в і д т и н к у  Ь є ч и с л о ­
в и й  р е з у л ь т а т ,  о д е р ж а н и й  в і д  в и м і р ю в а н н я  в і д ­
т и н к у  а в і д т и н к о м  Ь.

Отже, згадане раніш відношення кола до діяметра треба ро­
зуміти так: уявивши коло випрямленим, ми знайдемо, що його 
довжина дорівнює 3,14159, якщо, вимірюючи, будемо користу­
ватися з діяметра, як з одиниці довжини. Так і треба тлума­
чити відому для кола формулу С — кВ  =  3,14159.0. З цієї рів-
ности теж маємо: ~  — ~  =  0,81831, себто число, що вимірює О я
діаметр, коли ми за одиницю довжини беремо вирівнюване коло, 
6 0,31831.

Приклади. 1. Відношення аршина до дециметра дорів­
нює 7,1. Знайти: а) довжину аршина на дециметри; б) дов­
жину дециметра на аршини,
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перший концентр

Тригонометричні функції гострого кута
@%A�( �B

Т А Н Г Е Н С

$ Відношення катетів у прямокутніх трикутниках. У прямо­
кутних трикутниках, що мають по рівному гострому куту, відно­
шення відповідних катетів є рівні.

Справді, коли в прямокутнії трикутниках C':�� C�'�:�  
C2' 2: 2...

1 C �-�1DC�-1DCї ==... ,

то такі трикутники подібні, а тому:
7 _  7" __
8� ==� 8�� 8&

бо в подібних трикутниках відповідні боки прямопропорціональні.
Допіру доведена теорема має надзвичайну вагу. Дійсно, при­

пустімо, що нам пощастило будь:яким способом визначиш вели­
чину відношення катетів у якомунебудь прямокутньому три­
кутнику з гострим кутом а°; тоді, як стверджує доведена 
теорема, цьому числу дорівнюватиме відношення відповідних 
катетів і в усякому іншому прямокутньому трикутнику з тим же 
гострим кутом. Звичайно, величина цього відношення залежить 
від величини кута або, як іноді кажуть, є фунція його. Щоб
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упевнитися в цьому, знайдемо відношення катетів для деяких 
окремих вартостей кута а°

П р и к л а д  1. Дано прямокутній трикутник з гострим кутом
на 30° Знайти відношення

Рис. 2.

протилежного йому катета до 
прилеглого.

Хай у прямокутньому три­
кутнику АБО кут ВАС =  30°. 
Обводимо довкола даного три-

кутника коло (рис. 2). Сполучивши вершок прямого кута С 
з центром О, одержимо рівнобічний трикутник COS. Звідси ви­
ходить, що, коли ВС — а, то гіпотенуза А В =  2а. Далі, на під­
ставі Пітагорової теореми маємо:

АС =  V АВ3 — Ш =  V (2а)2 — а2 =  а У  1.
Знаючи, чому дорівнюють обидва катети, можна визначити 

й відшукуване відношення, а саме:

ВС
АС

а
а У з

1
Уз

Уз
з 0,577.

Виходить, що в прямокутньому трикутнику з кутом на 30° 
відношення катета протилежного кутові на 30° до прилеглого 
дорівнює 0,577.

П р и к л а д  2. Знайти відношення катета, що проти кута 60°, 
до другого катета.

Хай у прямокутньому трикутнику АВС (рис. 2) / _ В ~  60°, 
в такому разі другий гострий кут А — 30°, а тому за поперед­
нім прикладом, коли катет ВС — а, то катет АС — а У  3 і відшу­
куване відношення

АС
ВС

а У з  
а ~ у З =  1,732.

Інакше кажучи, у прямокутньому трикутнику катет, що 
проти кута на 60°, більший за прилеглий катет в 1,732.

П р и к л а д  8. Знайти відношення катетів у прямокутньому 
трикутнику з кутом на 45° (рис. 3)

н
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АС Т '
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шення рівну 1,2, але тонніші способи дають у цьому випадку 
1,192. Що графічний спосіб дає не досить тонні результати, ве­
личину відношення катетів обчислюють за допомогою способів, 
відзначених у відповідних курсах вищої математики, яка дає 
змогу обчислити наше відношення з наперед заданою точністю.

Наступна таблиця дає величину відношення катетів для всіх 
гострих кутів кратних 10°.

П р и м і т к а .  Умовимося надалі вершки трикутника позначати літерами 
C�� ;  і K� а довжину протилежних боків відповідно малими літерами 7�� 8 і с, 
при чому в прямокутніх трикутниках вершок прямого кута позначатимемо С.

Отже, тепер згадану таблицю можна подати в такому вигляді:

Величина кута C 10° 20° 30° 40° 50° 60° 70° 80°

Відношення катетів у  0,176 0,364 0.577 0,839 1,192 1,732 2,747 5,671

Користуючись з цієї таблиці, розв’яжемо декілька задач. 
П р и к л а д  5. У прямокутньому трикутнику з кутом C =  40° 

катет 7�-  25 дм. Визначити другий катет і гіпотенузу.
Як бачимо з таблиці, відношення катета протилежного ку­

тові на 40° до другого катета дорівнює 0,839, а тому

L  =  0,839,

звідки

Знаючи тепер обидва катети, можна за допомогою Пітаго- 
рової теореми обчислити й гіпотенузу

с =  2  25а — 29,7 9~2 =  38,9 дм.

П р и к л а д  6. У прямокутньому трикутнику дано катет 
7 — 34 дм і гострий кут '�� �&KM� Знайти другий катет.
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Що для кута на 20° відношення протилежного катета до при* 
леглого дорівнює 0,364, то маємо:

Ь
34 =  0,364,

ВІДКІЛЯ
Ь =  34.0,364 £0 12,38 ДМ.

П р и к л а д  7. У прямокутньому трикутнику катети дорі­
внюють а =  149 дм і Ь — 125 дм. Визначити гострі кути його. 

Щоб визначити кути прямокутнього трикутника, досить об­
числити десятковим дробом величину одного із відношень:

а * Ь-г- або —Ь а
Обчислюючи перше, знайдемо-

а 149 
г? і2б 1,192

Але, як показує таблиця, коли відношення катетів дорівнює 1,192, 
то гострий кут А, протилежний катетові а, дорівнює 50°. Кут В  
знайдемо, зауваживши, що сума гострих кутів прямокутнього 
трикутника дорівнює 90°.

2. Визначення тангенса. Пропоновані задачі ми мали змогу 
розв’язати лише тому, що знали відношення катета, протилеж­

ного даному кутові, до прилеглого 
в кожному окремому випадку. Зна­
ючи, чому дорівнює це відношення 
для всякого гострого кута прямо­
кутнього трикутника, ми зуміємо 
розв’язати задачі, подібні до по­
передніх, і тоді, коли буде даний 
й довільний щодо величини кут. 
Відціля бачимо, як важливо знайти 
величину відношення катетів, роз­
в’язуючи задачі, де поруч ліній­
них мір дано або відшукують та­

кож і кутові. З тої причини розгляненому відношенню дають 
в математиці особливу назву, а саме: в і д н о ш е н н я  к а т е т а ,  
п р о т и л е ж н о г о  к у т о в і  а0, до д р у г о г о  к а т е т а  з в е т ь с я  
т а н ґ е н с о м  к у т а  а0.

Вираз „танґенс кута а0“ позначатимемо символом „tga0“
Згідно з визначенням танґенса маємо (рис. 7);

а , , Ь 
аІ8' 2° і
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Що робити тоді, коли даного кута або, даної вартості тан- 
ґенса немає в таблиці, з’ясуємо далі.

4. Боки прямокутника дорівнюють 159 м і 200 м. Знайти кут 
між діягоналею і більшим боком.

Позначаючи відшукуваний кут сР, з прямо кутнього трикут­
ника C:�'�  згідно з визначенням танґенса матимемо;

іг.а
іпа° =  =  0,795
,Р ! 200

Звідси виходить, що для того, щоб знайти відшукуваний кут 
досить у таблиці тригонометричних функцій знайти кут, танґенс

якого дорівнює 0,795. Роблячи так, 
& як ми робили в попередньому при 
*  кладі, знайдемо, що

/  ' 'C  =  38° ЗО'

7

б. Хорда завдовжки 81 см стягує дугу на 78°. Обчислити її 
віддаль від центра.

Спустивши перпендикуляра %:  з центра % на хорду C'  =  81 см 
поділимо її надвоє. З прямокутнього трикутника '%:  знаходимо

де літерою "  ми позначили відшукувану віддаль хорди від 
центра кола.
Отже,

"
40,5 

tg 39°

Але tg 39° =  0,810, а тому остаточно "  =  50 см.
6. Збудувати кут а0, коли ід а° =  0,625.
Обернувши 0,625 у звичайний дріб, зі айдемо, що 0,625 =  —

8
Отже, кут а0 має входити до прямокутнього трикутника, відно-

5шення катетів якого дорівнює —О
Очевидно, задача зводиться до побудування прямокутнього 

трикутника, в якому один з катетів дорівнює 5 будь-яким оди­



ницям довжини, а другий—8. Щодо самого'будування, то його 
можна дроробити так: довільний відтинок т вважаємо за оди-
ннцю довжини; потім на до­
вільній простій відкладаємо 
від будь-якої її точки А  від­
тинок АС =  8 т; в одержаній 
так точці С ставимо перпен­
дикуляр до простої АС і 
вздовж нього від точки С від­
кладаємо відтинок БС =  б т. 
Сполучивши, нарешті, точки 
В й А  простою АВ, одержи­
мо ВАС, рівний саме від­
шукуваному кутові 0°, бо

tg ^ B Ж 7

/Г

Рис. 10.

| . =  0,625.

Тепер досить виміряти збудований кут транспортиром, щоб 
знайти його числову величину, коли вона, звичайно, потрібна.

П р и к л а д и  й з а д а ч і ,
1. Знайти: а) ід 40°, Ь) ід 33° ЗО', с) ід 66°, З) ЗО'.
2. Знайти а°, якщо а) =  0,287, Ь) ід ас — 0,477, с) ід а° =  1,483, 

(і) ід а° =  5,976.
8. Розв’язати рівняння: а) 8 їд х =  5, Ь) 10 ід ж — 23 =  О, 

с) 5 ід ж — 8 =  0.
4. Знайти кути косинця, коли катети йоге дорівнюють 81 мм 

І 100 мм.
5. Основа рівнораменного трикутника дорівнює 11,4 м, а ви­

сота— 12,5 м. Знайти його кути.
6. Хорда дорівнює 64 дм, віддаль її від центра — 25 дм 

Знайти, скільки градусів має стягувана хордою дуга.
7. Боки прямокутника —17,ї м  та 20м. Знайти кут між 

його діягоналями.
8. Боки прямокутника, вписаного в коло, дорівнюють 9дм і 

10 дм. Знайти відношення частин, на які вершки прямокутника 
поділяють коло.

9. Знайти висоту рівнораменної трапези, коли основи її до­
рівнюють 15 м і 35 м, а кут при основі — 48° ЗО'.

10. Більший бік прямокутника 30 м; кут між його діягона­
лями дорівнює 121°. Знайти менший бік.

3. Визначення катетів прямокутнього трикутника за допомо­
гою тангенса. Хай у прямокутньому трикутнику АВС (рис. 7) 
кути при вершках А  і В  відповідно дорівнюють о° і В та 
кому разі згідно з визначенням танґенса маємо:

Т  =  ‘г ‘ ° і !  =

Курс тригонометрії—З
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SJi-4 =  50°30'. Знайти висоту дерева, коли висота приладу 
<4,-8,=? 1,6 м (рис. 12).

4. Щоб визначити ширину річки можна робити так: на од­
ному березі виміряти висоту дерева ' #  (рис. � � ); переїхати 
потім на другий берег і виміряти кут �T5T�  Знайти ширину 
річки, коли при цих вимірах знайшли: U�  =  8 м. 1D�#C �C =  ю°30', 
і висота приладу ^ іВ 1 =  1,бм.

5. Знайти бік, периметр і площу правильного описаного 
10-кутника, коли радіюс кола дорівнює 2дм.

6. Знайти бік, периметр і площу правильного описаного 
n-кутника, коли радіюс кола дорівнює '�

7. Висота поділяє основу трикутника на відтинки бм і юм. 
Знайти його площу, коли кут, прилеглий д і меншого відтинку, 
дорівнює 42°30'.

8. Бік правильного 12-кутника дорівнює Ібдм. Знайти його 
площу.

9. Бік правильного «-кутника рівняється 7� Знайти площу 
многокутника.

4. Зміна тангенса залежно від зміни кута. Продовживши 
в прямокутньому трикутнику C:'  гіпотенузу C'  за точку '�  
будемо обертати її в напрямі зро­
стання кута VTU� Під час цього 
обертання змінюється, збільшуючись, 
лише катет '%< другий катет C:  
залишається без зміни. Інакше ка­
жучи, коли (рис. 13)

“° <  а°і <  a°s —
то

' : W ' B: W ' � : W .......
звідки на підставі рівностей:

tga° ':
tg«i

'X:

tg aa

C : Y

	 D ' �:
1 C:

C:

Рис. 13.

виходить: к о л и  з р о с т а є  кут, з р о ­
с т а є  і т а н ґ е н с .

Тут буває два випадки, що про 
них треба сказати декілька слів.

1 випадок: tg0o. Хай гіпотенуза C'�  обертаючись навколо 
вершка C� наближається до положення катета C:�  Під час та­
кого обертання кут 'C:  поступінно меншатиме, наближаючись 
до нуля, як до своєї граничної вартости; до нуля наближати­
меться також і протилежний цьому кутові катет ':�  У той 
момент, коли гіпотенуза збігатиметься з катетом C:  прямо­
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кутній трикутник не існуватиме, і питання про величину тан- 
ґенса кута на 0° ніби відпадає. Проте, щоб уникнути небажаних 
винятків, розглядають також і і§0°, а що в цьому разі проти­
лежний катет дорівнює нулеві, вважають, що

tg 0° =  о.
і

2 випадок: 1ц90°. Хай гіпотенуза АВ  прямокутнього три­
кутника ВАС (рис. 13), обертаючись навколо вершка А, набли­
жається до положення перпендикулярного до катета АС. В ре­
зультаті такого обертання кут ВАС, збільшуючись, наближається 
до 90°. У той момент, коли гіпотенуза стане перпендикулярною 
до катета АС, прямокутній трикуїник знов перестає існувати 
і питання про величину tg 90° також відпадає. Проте, і тут, щоб 
уникнути винятків, умовились розглядати і ґ£90°, а саме вва­
жають, що

90° =  -{- со (безконечності),

бо в міру того, як кут наближається до 90°, вершок В  посу­
вається в безмежність.

Отже, остаточно:
К о л и  к у т  з м і н ю є т ь с я  в і д  0° до 90°, в а р т і с т ь  тан-  

ґ е н с а  з р о с т а є  в і д  О до сю.
Хоча, коли збільшується кут, танґенс і зростає, проте за­

лежність між кутом і танґенсом не є прямопропорціональна, 
н ак те  кажучи, к о л и  к у т  з б і л ь ш у є т ь с я  в д е к і л ь к а  
р а з і в ,  т а н ґ е н с  не з б і л ь ш у є т ь с я  в с т і л ь к и  ж р а з і в .  
Щоб пересвідчитись у цьому, досить звернутися до таблиці 
танґенеів. Наприклад,

ґд Ю° =0,176 
tg 20° =0,364 

30° =  0,577- 
tg 40° =  0,839

З цього стовпця бачимо, що, коли кут, спочатку рівний 10°, 
збільшується в 2, 3, 4 .......рази, то вартість танґенса збільшу­
ється не в стільки ж разів, а приблизно в 2,065; 3,326; 4,772...

Навпаки, як показує таблиця танґенеів, у н е в е л и ч к и х  
і н т е р в а.д а х п р и р і с т  т а н ґ е н с а  д р я м о п р о п о р ц і о -  
н а л ь я и й  п р и р о с т о в і  кута .

В правдивості цього легко переконатись, розглянувши вар­
тість тангенса в якомунебудь інтервалі, наприклад, від 19° 
до 23°. В цьому інтервалі характер зміни танґенса докладно 
можна подати в такій таблиці:

2 0



	 0 �0g O4� 20g � g� m 21g �I� 22g ��g� y ��m

	g  N�33  N�)3 �N���  N�?3  N��3  N�03  N3 3  N3�3  N3�3

%'�'��,� �(,	 # ��m ��� m ��� m 3�� m )�� m ��� m ?�� m 7�� 

%'�'��,�,	�=-��	 # 0,01 0,02  N �  N 3  N )  N �  N ?  N 7

�� &-'5�+( '��� ��� �,��,� �(,�N �� �'(1�+( �-��2��� �$�% m
бідних танґенсів, ( � третьому приріст кутів щодо кута 19° і,�
нарешті, �� четвертому — прирости танґенса. �� цієї таблиці ми�
A	2�+�N� O�� при переході від �0g� ��� �0g� mN� себто коли перший�
кут збільшується �	� ЗО', танґенс дістає приріст 0,0і; при пере­
ході ж від �0g� до � gN�себто коли збільшується кут на 60', тан­
=-��� дістає вже приріст не 0,01, а вдвоє більший — 0,02 і ,�� ��

�� ��,	����1�� 4	(�	@-���� �	CA���5-� ��'��,(>,���N� ����� 4�	B
/���,�� �-��2��(� ,	�=-��	� ��������1�� �(,	� 	A�N� �	�&	��N� �����
4�	/���,�� �(,� 4	� �	��+� ,	�=-���+�

% ' � � � 	 � � ��� ��	C,�� no��g33m���� ,	A��<�� �-+	� �(,	� ��g3�EN	 �
,�+(� 5(�	J+�� ,	+� ��	� �(,�N� �	CA��@2�� ��� �	��1�N� 4� ���/� �����
+-�5�C� 4	� �	��CN� 	� �'(1�C� A���5�C� 4	� ���1��� �	��+�� �(,	+�N�
����N� A(�(,�� ��g� m� �� ��gN� &'�� 2�+(T

no� � t�  m �����������������  N��?
��-� �  N�30

� � m������������������ N ��

��/���,�N�O�N�������(,���g� E�4A���5(J,�����	� ��mN�,	�=-���C�1��
'����C�  N��?N� 4A���5(J,���� �	�  N ��� 94	&��(>,�T� ��� ,���:�� V�A�
��4�	2�,�� no� ��g33mN� ,'-A	� 4�	C,�� &'�'��,� no4� t� m� &'�� збіль­
5-���� C�1�� �(,	���g� m��	� �3m��%�4�	2��5�� <-C�&'�'��,� ��,-'�>� х,�
+	,�+-+�� �	� &���,	��� &'�&�'<���	�����,�� &'�'��,��� �(,	� C�
,	�=-��	T

��mT� �3m�W ����T�х,
відкіля

або, замінивши  N��цілою одиницею, х �W �3 т.� �,@-N�виявляється�
коли ми кут, рівний 32°30', збільшимо на 14', то величина тан­
ґенса цього кута збільшиться на 0,008, а тому

ід 32°44' =  0,613.
8	+(� ��>� 4'(2��5-� '�4,	5(�	,�� �� ,	��+(� &�'���(T

tg 3 2 °3 0 '...................0,937
14' . . . . .  . 6

tg 32^44 , ....... 0,643



П р и к л а д  2. Tga0 =  2,555; знайти <х°. В таблиці нема кута, 
танґенс якого дорівнював би 2,555. Шукаємо в такому разі в стовп­
цях танґенса два послідовні числа, між якими міститься 2,555. 
Такими числами будуть 2,539 і 2,605, при чому:

2,539 ...............tg 68°30'
2,605 ...............tg 69°
0,066 ...................... ЗО*

Виходить, коли і^68с30' збільшиться на 66 ��  його кут збіль­
шиться на ЗО'. Постав запитання: який приріст матиме кут68°30', 
коли ми танґенс цього кута 2,539, щоб дістати 2,555, збіль­
шимо на 16 ��  Позначивши цей приріст літерою "�  матимемо:

ЗО':ж =  66 :16

Отже,

" �- 16.30'
66 =  7,3'со 7

a° =  68°37'.

Саму дію розташовуємо так, як у попередньому прикладі:
tg  68°30' .................2,539

7' .................  16
tg 6 8 ° 3 7 '.................2,555

7M ь= 68С37'

П р и к л а д и  й з а д а ч і .

1. Знайти: а) tg22°l5', b) tg56°40', с) tg70°42'.
2. Визначити кут а°, якщо: а) tg а0 =  0,492; b) tg a ° = l,2 ;

с) Z�4M�� �=

3. Розв’язати рівняння: а) 25tga; =  l l ;  b) 6tga; — 13 =  0.
4. Знайти кутову висоту сонця над обрієм, коли від щогли 

заввишки б м падає тінь завдовжки 2,1 м.
5. Щоб виміряти довжину стрілки ���  громовідхильника на 

заводському димарі, на віддалі 10 м від нього виміряли кути 
�TU  і # �C'�  Знайти довжину стрілки, коли 1D �T U ��  48°15' 
І * � �ZTU =  50°40' (рис. 14).

6. У прямокутньому трикутнику кут дорівнює 59°1Ґ. Знайти 
відношення його катетів.

7. Соняшні проміння, проходячи через вузький отвір у ві­
конці відображають на екрані сонце як коло з діяметром 1 см 
(рис. 15). Знайти видимий діяметр сонця, коли віддаль екрана 
Від віконця дорівнює 1 м.

""
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5. Відношення катета й гіпотенузи в прямокутніх трикут­
никах. У прямокутніх трикутниках, що .мають по рівному гострому�
куту, відношення відповідних катетгв до гіпотенузи рівні.
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2. Знайти відношення катета до гіпотенузи в прямокутньому 
трикутнику з кутом на 45°.

Прямокутній трикутник з кутом на 45° е рівнораменний. Отже, 
коли один з його катетів а, то другий_ катет теж буде а. Гіпо­
тенуза за цими умовами дорівнює а ] / 2 (рис. 3) і відшукуване 
відношення:

�  _  �
�� � � � ��

�� ____ ] / � '
[/2 2

=  0,707.

3. Показати, що в прямокутньому трикутнику з кутом яа 60° від- 

ношення протилежного катета до гіпотенузи дорівнює - — =0,866,
пропонуємо читачам.

В тих випадках, коли подібні відношення визначати за теоре­
мами геометрії важко або зовсім неможливо, тоді роблять так, як 
і визначаючи відношення танґенсів (*�° � ).

4. У прямокутньому трикутнику 
кут А  =  40°. Знайти відношення 
протилежного катета а до гіпоте­
нузи с.

На міліметровому папері буду­
ємо за допомогою транспортира 
кут А =  40° так, щоб один з його 
боків АС пішов уздовж товстої 
простої, а вершок кута А  збігся б 
з вершком квадратового сантиме­
тра. Відклавши потім на другому 
боці збудованого кута відтинок 
АВ  довільної довжини, наприклад, 

50 мм, опускаємо з точки В на бік АО перпендикуляр ВС.
Акуратно будуючи, знайдемо, щ) В З1 =  32 мм або числу дуже 

близькому до цього. Отже, відшукуване відношення
а __ ВС 
с ~ А В

32
50

=  0,64.

За допомогою інших, точніших метод, ми знайшли б, що це 
відношення дорівнює 0,643 з точністю до 0,001.

Таким способом можна скласти таблицю відношень катета до 
гіпотенузи для різних кутів, наприклад, для кутів кратних 10е:

Величина кута А �	 ° �	 ° 30° 40° � � 60° 70* 80°

Відношеная - І  
с 0Д74 0,342 0,5 0,643 0,766 	���� 0,940 0,985

В цій таблиці, як завжди, катет а проти кута, А. Розв’яжімо 
за допомогою її Кілька прикладів,



б. У прямокутньому трикутнику гіпотенуза с = 1 5  м, кут 
C�-  50°. Знайти катети.

Звертаючись до таблиці, знаходимо, що в тому випадку, коли 
катет у прямокутньому трикутнику проти кута на 50°, то його 
відношення до гіпотенузи дорівнює 0,766, себто

т И ’766’
відкіля:

7 =  15 .0,766 =  11,-49 м.
Щоб визначити катет 8� досить зазначити, що протилежний 

йому кут дорівнює 40°, а тому, як показує таблиця,

А  =  0,643.

Отже,
�̂�  15.0,648 22 9,64 М.

6. Знайти катет 7 та гіпотенузу с, коли катет 8 =  18 м, а про­
тилежний йому кут '  =  70°.

Визначаємо спочатку гіпотенузу. В таблиці бачимо, що від­
ношення катета, протилежного кутові на 70°, до гіпотенузи до­
рівнює 0,940, себто:

—  =  0,940. с
Виходить,

\��
18

0,940 =  19Д5М.

Катет 7 зручніше знайти за допомогою таблиці танґенсів (п°з): 
7 =  18 . tg 20° =  1 8 .0 ,3 6 4  =  6,552 М.

7. У прямокутньому трикутнику гіпотенуза с =  500 дм, а катет 
7 =  433 дм. Знайти кути.

Щоб визначити кут C� досить знайти відношення протилеж­
ного йому катета до гіпотенузи. За даними задачі це відношення

7
\

433
500 4,6KK.

З таблиці ж знаходимо, що відношення катета до гіпотенузи 
лише тоді дорівнює 0,866, коли кут протилежний катетові до­
рівнює 60°.

Отже, BDC�- 60°, а 1D ' �-  30°.
K � &�����	���� синуса. Як бачимо, розглянене в попередньому 

параграфі відношення має таке ж значення в математиці, як 
і раніш розглянене відношення катетів. З огляду на це йому
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7. Обчислення боків прямокутнього трикутника за допомо­
гою синуса. З прямокутнього трикутника ABC (рис. 7) маємо за 
їизначенням синуса:

�  о . �  . 00—  =  sm a° і ■—- =  s m 8°. с с r
Ці рівності рівнозначні двом таким парам:

���  с sin a°, �  =  �  sin р°
�� �

С " •  % С — — Q Q  «sin or sm р
Отже, на підставі першої пари: к а т е т  д о р і в н ю є  г і п о т е ­

нуз і ,  п о м н о ж е н і й  н а  с и н у с  к у т а ,  п р о т и л е ж н о г о  
н ь о м у  к а т е т о в і ;  і на підставі другої: г і п о т е н у з а  д о р і ­
внює  к а т е т о в і ,  п о д і л е н о м у  на  с и н у с  п р о т и л е ж ­
ного  кут а .

З а д а ч і .

1. У рівнораменному трикутнику бік дорівнює 12 м; кут при 
основі — 38°30'. Знайти основу та висоту трикутника.

2. Знайти нерівнобіжні боки рівнораменної трапези, коли ви­
сота її h =  5 м, а кут при основі а° — 47°.

3. Щоб укріпити щоглу заввишки 8 м., від її середини гадають 
провести чотири дроти під кутом 40° до поверхні землі. Який 
завдовжки дріт треба заготувати?

4. У рівнораменному трикутнику кут при вершку має 32°, а 
основа— 10 дм. Знайти радіюс описаного кола.

5. Знайти периметр правильного вписаного 8-кутника, коли 
радіюс кола дорівнює 15 см.

6. Знайти периметр правильного вписаного n-кутника, коли 
радіюс кола є В.

7. З кінців дуги, що має 126°, про­
ведено дві дотичні. Знайти радіюс кола 
та довжину дотичних, коли хорда дуги 
дорівнює 20 см.

8. Хорда завдовжки 15 дм стягує 
дугу на 100°. Знайти довжину хорди, 
що стягує дугу на 50°.

9. Периметр правильного п-кутника 
дорівнює р. Знайти радіюс описаного
КОЛЯ.

8. Зміна синуса залежно від зміни 
кута. Хай у прямокутньому трикут­
нику ВСА гіпотенуза АВ, залишаю­
чись сталою щодо величини, оберта­
ється навколо вершка А  в напрямі зростання кута ВАС. Під 
час цього обертання кінець її В  опише дугу кола з радіюсом

Яі

Рис. 17.
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рівним гіпотенузі C'�  Спускаючи з деяких положень точки '3  
перпендикуляри на катет C:�  одержимо низку прямокутніх три­
кутників ВАС, В іАС,, В2АС2 ................... , в яких

« < « і < « 2 < ..................
а протилежні цим кутам катети задовольняють умові 

' : W ' B:BW ' &:&W .......
Виходить, на підставі рівностей

NUV��0�M
' :

C'
sm or c �

C ' J sin а°2 '&:&
 '&

к о л и  з р о с т а в  кут ,  з р о с т а в  і с и н у с .
Так само, як і для танґенса, і тут треба відзначити два так 

крайні випадки.
Хай гіпотенуза C'  обертається у відзначеному раніш на 

прямі і наближається до положення '?�  перпендикулярного Д( 
катета C:�  Під час цьог^ обертання катет ':  пориватиметьсі 
злитися з гіпотенузою, а тому відношення його до гіпотенузі 
наближатиметься до одиниці. З цієї причини вважають

sin 90° =  і.
Міркуючи так само, коли гіпотенуза рухається в протилеж 

йому напрямі, себто, коли кут 'C:  меншає, приходимо до потребі 
взяти

sin 0° == о.
Запроваджуючи щойно розглянені крайні випадки, приходим' 

до такого остаточного висновку: ,при з м і н і  к у т а  в і д  0 
до 90° с и н у с  з р о с т а є  в і д  0 до 1.

Проте, як і у випадку танґенса, залежність між синусої 
і кутом не в прямо пропорціональна. Щоб переконатися в цьом} 
досить розглянути синуси, наприклад, таких кутів:

sin 10° =  0,173 
sin 20° =0,342 
sin 30° =  0,500

З цієї таблички бачимо, що в той час як відношення 
кутами в 1:2:3,  відношення між їхніми синусами — і : і,97 : 2,8< 

Але знов так само, як і для танґенса, в н е в е л и ч к и  
і н т е р в а л а х  п р и р і с т  с и н у с а  п р я м о п р о п о р ц і о н а л  
н ий  п р и р о с т о в і  к у т а .

На таких двох задачах, як знаходження синуса кута 
кратного ЗО' й визначення кута за довільною вартістю синус

"6
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7. Кут між діагоналями прямокутника =  137°48/, протилежний 
йому бік 3 м. Знайти другий бік і діягоналю прямокутника.

П р и м і т к а .  Добовою паралакеою якогонебудь світила 5  для пункту А 
земної кулі зветься кут, під яким із його центра видно радіюс землі АО (рис. 18). 
Добову паралаксу звуть горизонтальною, якщо ї ї  обчислено, коли світило в  
стоїть на горизонті НН] якогонебудь пункту А. Легко довести (це ми пропо­
нуємо читачам), що горизонтальна паралакса р  світила 5  для пункту А  більша 
за всяку іншу його паралаксу того же пункту. В третьому концентрі показано, 
як обчисляють добові паралакси з спостережень, а зараз лише зауважимо, що 
вони через велику віддаль планет від землі дуже малі. Наприклад, паралакса 
сонця — � ,� ", місяця — 57".

8. Обчислити пересічну від­
даль між землею і місяцем, вва­
жаючи, що радіюс землі дорів­
нює 6370 км (див. попередню 
примітку)

9. Горизонтальна паралакса 
світила — р, радіюс землі — В. 
Знайти віддаль світила від землі.

10. Знайти радіюс світила, 
коли його горизонтальна пара­
лакса дорівнює р, а кутовий 
радіюс світила (кут, під яким 
з центра землі видно радіюс

світила) — я°. Радіюс землі— і? (рис. 19).
� � . Знайти радіюс місяця, коли кутовий його радіюс до­

рівнює 15' (див. попередню задачу й сьому)).
12, Найбільший кут, під яким радіюс орбіти Меркурія видно 

з землі е 27°42'. Знайти віддаль Меркурія від сонця, коли від­
даль між сонцем і землею дорівнює 149,5.106 км (рис. 20).

РОЗДІЛ I I I

КОТАНГЕНС ТА КОСИНУС

9, Визначення котангенса та косинуса. В і д н о ш е н н я  к а ­
те т а ,  п р и л е г л о г о  до к у т а  а°, до д р у г о г о  к а т е т а  
з в е т ь с я  к о т а н ґ е н с о м  к у т а  а0 і позначається символом
Ctg<xc.

В і д н о ш е н н я  к а т е т а ,  п р и л е г л о г о  до к у т а  о°, до 
г і п о т е н у з и  з в е т ь с я  к о с и н у с о м  к у т а  а° і позначається 
символом cosa° або іноді коротше cna°.

Виходить (рис. 7), що:

ь
� = ctg 	 °, �

#

Ъ �
�������� � = cos а0, �

с е

: Ctg jP

— cos:

80



�4 � &�����	���� H����� 3������������� ����������� ��� ��3�>
����?� ������	���� ��� �������� � 8 першої пари рівностей по­
переднього /M одержуємо:

f  =  7 ctg а°, 7�-�8  ctg [і, \

а з другої дві такі пари:
8�-�\  COS а° 7 =  с cos ß°, И

8 7 III(2� H� 8� �cos а COS fl°
себто, за рівністю І:

к а т е т  д о р і в н ю є  д р у г о м у  к а т е т о в і ,  д о м н о  ж.е- 
н о м у  на  к о т а н ґ е н с  к у т а ,  п р и л е г л о г о  до п е р ­
ш о г о  к а т е т а ;  

за рівністю II:
к а т е т  д о р і в н ю є  г і п о т е н у з і ,  п о м н о ж е н і й  на  ко­
с и н у с  п р и л е г л о г о  к у т а ;  

і, нарешті, за рівністю III:
г і п о т е н у з а  д о р і в н ю є  к а т е т о в і ,  п о д і л е н о м у  на 
к о с и н у с  п р и л е г л о г о  к у т а .

11. Котанґенс та косинус окремих кутів, а) ctg 30° і cos 30° 
З прямокутнього трикутника TU_ (рис. 2) маємо g/M 3 і /M 6):

7 =  ^ tg 30° і 5 =  \  sin 60°,
відкіля (и°2 і и°5):

ctg 30° =

COS 30°

8� D ^ 1 II M
l

4  ̂tg 30° tg 30°
^ с sin 60 чіп 60° -
\ с 2

b) ctg 45° і cos 45°. У прямокутньому 
трикутнику TU_ (рис 3.) з кутом на 45° 
катети рівні, а тому:

Ctg 45°=  1
V T

COS 45° =  sin 45°==
u

c) Довести, що

c tg  60° =  І COS 60° =  4 - ,�  3 2
пропонуємо самим читачам, бо цей до­
каз аналогічний першому.

Визначення вартостей котанґенса й 
косинуса для інших кутів у сута ані­
чим не відрізняється від такої ж задачі Рио. 21.
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���(��'� ВС� �	� �'(1�C� A���� �� ��-'@	��+(� ,	��+� 2���+� &'�+�G�
�(,���+(� ,'��(,���(� АВС� �	,-,� АС� ��'���>J� �3�++� 	A��2���(�
A��4���+(� ��� ���1��� �,@-N

�  п � 2�
hiR�))g���m� W � -ту-�W �# �W � N)���
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�	',��,�� ��,	�=-��	� C� �����(�	� ���� ���/� 1��,'�/� �(,��� �'	,B
��/� ��m� �+�O-��� (� �	�� �� )� �� ?N� �� �� �� 7� �,��&<�/� ,	A��<�� �	,(B
'	����/� ,'�1���+-,'�2��/� �(��<�C�

% ' � � � 	 � � � C� 4 	 � 	 2 � �

��� ��	C,�T� 	:� ‹no��)gN� …:� ‹no�)g� mN� �:� ‹tU�3�gN� ’:� ‹tU?�g� m
��� ��	C,�� 	gN� ����T� 	:� ‹no�	 �W � N)3�N� …:� ‹no�	 gW ��N� �N

�:� COS а0 =  0,676, d) ‹tU�я° W �0,839.

��� ��4�	2�,��1'	��2��� ‹no��)g�� ��	C�-��C� '-4(��,	,� &-'-��B
'�,�� 4	� ,	A��<�+��

3�� �� '����'	+-���+(� ,'��(,���(� �����	�W ��3� +N� 	� �(,� &'��
�-'5�(�W �3�g�� ��	C,�� C�1�� ����,(� C� A����

)�� ��	C,�� 	&�,-+(� &'	������1�� 7G�(,���	N� �&��	��1�� �� �����
4� '	��>��+� �	� ��� �+�

��� ��	C,�� 	&�,-+(� &'	������1�� ~G�(,���	N� �&��	��1�� �� �����
4� '	��>��+� В.

?�� d&�,-+	� &'	������1�� •G�(,���	� ��'���>J� І.� ��	C,�� '	��>��
�&��	��1�� ���	�

7�� H��� &'	������1�� •G�(,���	� ��'���>J� а.� ��	C,�� '	��>��
�&��	��1�� ���	�

0�� ���,(4N� &'��-�-��C� ���� �-'-����� O�1��N� (,��'>J� 4� &�B
�-'/�->� 4-+��� �(,� �	� 3 g�� ��	C,�� ���@��(� +�,(4	N� ����� C�1��
���-<�� 4	�'�&�-��� �	� ����	��� A� +� ���� ������� O�1���

10�� �(,� +�@� ���+	� 4	1	����+�� 4����5��+�� ��,�2��+�N� &'�B
�-�-��+�� ��� ���/� ���� '	��>���� г� �� �1N� ��'���>J� а°.� ��	C,�� ���B
@��(� 4	1	������ ��,�2���� C� ����	��� +�@� <-�,'	+��

� � � � ��	C,�� '	��>�� ���	N� �&��	��1�� ������	� '����'	+-���1��
,'��(,���	N� A��� ���1�� Ь,� 	� �(,� &'�� �-'5�(� а0.

���� H��� &'	������1�� •G�(,���	� ��'���>J� а.� ��	C,�� ����	���
��� <-�,'(� +��1��(,���	� ���,���	N� O�� �&��(2	J� �-'-����� ���/�
�(+�@��/� A�����

���� $4� �&������� ,�2��� &�4	� ����+� &'��-�-��� ��� ���	� 4� '	��>B
��+� В �W ����+� ���� ��,�2��N� ���� (,��'>>,��+�@���A�>� �(,� а° —� �33g��
��	C,�� &��O(N� �A+-@-�(� ��,�2��+�� C� +-�5�>� 4� ���/� �(1N� O��
+�@� ,�2�	+�� ��,��(�
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14. Хорда дуги а° від центру на віддалі К Знайти віддаль 
до центра хорди, що стягує дугу; а) За°, Ь) па0.

12. Зміна котангенса та косинуса залежно від зміни кута 
Зіставляючи нерівності п°3 з рівностями (рис. 13)

C tg  а 0
АС 
БО * c t g  а \ АС

В ХС’ c t g  а°з
АС
В2С (1)

приходимо відразу до висновку: к о л и  з р о с т а є  кут ,  к о т а н ­
г е н с  з м е н ш у є т ь с я ,  бо в міру зростання знаменника дріб 
меншає, якщо чисельник при цьому залишається без зміни.

Щоб дізнатись, як змінюється косинус залежно від кута, 
звертаємось до рис. 17. З нього ми бачимо, що нерівність

тягне за собою таку:
А С > А С Х> А С 2> . . . ,  

а тому на підставі рівностей

cosa° АС 
AB • COS Яі° АСХ 

А В і’ cos а2° АС2
АВ2" "

робимо висновок: к о л и  к у т  з р о с т а є ,  к о с и н у с  з м е н ­
ш у є т ь с я .

Зважаючи на те, що дріб зростає і робиться як завгодно
/ 8  8великим, коли його знаменник іде до 0 ^напр., — =  80, ууу =

=  800, ■0Щ ==8000---),беруТЬ
ctg 0° =  -f- оо,

бо в міру того, як меншатиме кут а° в прямокутньому трикутнику 
ВАС (рис. 13), наближаючись до 0°, меншатимуть, наближаючись 
також до 0, і знаменники дробів у рівностях (1). Навпаки, дріб 
наближається до 0, якщо його знаменник, зростаючи, може
перевищити будь-яке число (напр., — =  0,1; =  0,03 і т. д.),
а тому вважають

C tg  90° =  0,
бо в міру наблизу кута а° (рис. 13) до 90° катет ВС, проти­
лежний цьому кутові, безконечно зростає (див. знов рівності (1)).

Щодо аналогічних крайніх випадків косинуса, то тут за його 
визначенням треба взяти:

cos 0° =  1 
cos 90° =  0

Це стане цілком зрозумілим, якщо зауважимо, що гіпоте­
нуза АВ  (рис. 17) поривається злитися з катетом А В, коли кут а° 
зменшуючись, наближається до 0°, а тому в рівності

cos а° — АС
АВ

Куро траговоивірії — З 33



відношення -�k  наближається до � ; коли ж кут а° наближається 
 �'

ДО 90°, то в цьому відношенні попередній член його А С �йде до 0.
Маючи на увазі щойно розглянені крайні випадки, попередні 

результати ми можемо зформулювати разом точніше так: к о л и  
к у т  з р о с т а є  в і д  0° до 90°, к о т а н ґ е н с  та  к о с и н у с  
з м е н ш у ю т ь с я :  п е р ш и й  — в і д  со до 	 , а д р у г и й  
в і д  �  до 	 .

На підставі цього зауваження прирости, одержувані тоді, 
коли ми знаходимо котанґенс або косинус за даним кутом не- 
кратним ЗО', треба віднімати.

П р и к л а д и  й з а д а ч і .

� .� @�����T� а) ctg 36° �	 ', b) cos 70° 40’, с) ctg 62° 23', d) cos 38°46'.
� . &��������� а°, якщо a) ctg а 0 =  0,819; b )  ctga° =  2,155;

с) cosa° =  -g-, d) cosa° =  ̂ .
3. Розв’язати рівняння: а) ctg�  "  — 3 ctg "  +  �  — 	 ; Ь) �  cos* " �l

— 5 cos "  ~j-1 =  0.
4. Відтинок завдовжки ��  м утворює з простою A B �кут 32° 15' 

Знайти довжину його проекції на цю просту.
5. Знайти кут між відтинком і його проекцією, коли відно­

шення між ними 5:4.

��������� ��������

Щоб виміряти віддаль між пунктами А � і В,� що лежать по 
різні боки річки, знайшли за допомогою екера таку точку С,�
з якої віддаль А В �видно під прямим кутом, потім зміряли кут САВ.�
Знайти віддаль АВ,� коли Л � ’ =  308 м і 1D�С А В  -  40° 35'.

7. &������ ��������	������ ����������� a� кут при основі а°. 
@������ ������ 

� . '3���	�����;� що ��� ������ �����+��� �	  м, H�A�G� виміряти 
�������� ��� 3���3����� С.� @������ �?� �������;� коли вимірявши 
���� HSC,� �����	����3���	�	�� ����� SC �з ����������� Н8,� спосте­
������ ����+��;� D�� він ������?G� 10° 24'



0�� ���� ���/� �(,��� ��,	�=-��� A���5�C� 4	� 1 `

10�� � ��� ���/� �(,��� �����(�� +-�5�C� 4	 £
РОЗДІЛ IV

СПІВВІДНОШЕННЯ МІЖ ТРИГОНОМЕТРИЧНИМИ ФУНКЦІЯМИ
���� Основні рівняння. �-/	C� ,'��(,���� ABC 9'���� ?:� A(�-�

&'�+��(,��CN� ,���� 4	� %�,	1�'���>� ,-�'-+�>

�	�Z �a��W ���N
�'�+� ,�1�� 9&g?� $� %g10:

а =  с sin а0� �� a�W ���‹tU�	0� 9d:

%���,	���5�� �� &-'5(� '�����,�� 4	+��,�� а� C�Ь� '����� �+� ��'	4��
4� ���/� ��,	���/N� ��-'@�+�T

� 2�Uq~2�€0�G•G��2�‹tU�•g�W ��2
	A�N� ���'�,��5�� �	� ��T

Uq~2�а°�G•G�‹tU2�	g�W �1 �

%������5�� &-'5(� '�����,�� 1'(&�� 9P:� �	� �'(1(N� +	,�+-+�T

	�-� 9&g2:

а с�Uq~�а0 
~Ь~~ с�‹tU�{kg� E

а ,�+(

no•g�W
Uq~�а°
C0S<z°'

Так �	+�� ���-�-+�N� O�

‹no€g
hiR�{/g

Rq~�	g

II

ІП

*�'+(��� �N� bb� �� bbb� �� �������� ��'+(��� ,'�1���+-,'��N� A��$�v$�
�	C+�@����5�� �&�������5-���� +�@� Uq~�€ N� ‹tU• N� no‹Œ� �� ‹no�	 0� ��GN�
����,���� 4	� ��&�+�1�>� <�/� ��'+(��� �	&'���	�N� &�+��@��5��
&�2�-���� '�����,�� bb� ��bbbN� ��-'@�+�� ,	�(��(@-���'���(���'+(�(T

no�	g�‹no�	g�=3�1 �� b“
14. Інші приклади. ���-�,�N� O�

Uq~k���0�#�hiRk�	 0�WW�Uq~2�	 0�#�hiR 2�	 0
��&��	�5�� ��5-� ���(� 2	�,��(�&'�&����	����'�����,�N�'�4��	B

�	J+�� ��� �	� 4��A(,��� ���/� 2�������T
Uq~k�	0�#�‹tUk�4g�W �9Uq~2�€g�G•G�hiR2�	g:�9Uq~2�’g�#�hiR 2�€ :
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Випустивши перший чинник правої частини, як рівний оди­
ниці за формулою І, одержимо те, що треба було довести

1 . Спростити вираз:
1 — COS2 а°
1 — Sin2 а0 '

За основними формулами маємо:
1 — COS2a0 sin2 а0 / 8ІПа° \2 0
1 — SiH2 а0 ~  COS2 а0 ~~ \С08 а0)  ~~ ^  ®

2. Довести рівність:

____ 1____+ ____ 1____в 1
1 -f- tg 2 «° ‘ 1 4 -  Ctg2 œ°

3a допомогою формул II і III ліву частину гаданої рівности ви­
ражаємо через sina° і cos а0:

___ 1 ____ , ,____ 1 ____  1 , 1
1 -j- tg2 а0 ‘ ‘ 1 -j- ctg2 а° , sin2 а0 ' . cos2 а°

1 ' c o s 2 а° 1 ‘ sin2 a°
cos'* а2 n° Sin2 а0 : cos2 ��  -{- sin2 a0 =  1sin* a0 -j- cos2 a0 1 sin2 a° -j- cos2 a 

П р и к л а д и .  Спростити вирази:
1. 1 — cos2 a0, 2. 1 — sin2 a0, 3. eos2a°— 1, 4. sin* a°— 1, 

5. 2 — 2 cos2 a0, 6. 3sin2a° — 3, 7. l - f t g 2a°, 8. l + c t g 2a°

sin a° У 5 - - 5  cos2 a°9. tg a 0-f-ctga°, 10.
��	 11�

�� . • sin2 a0
ctg2 a°

13.
tg2 a0
■ cos* ���� 14.

V s  — 3 sin* a° 

tg«°
V T + tg 2a°’

15. tg*a° — sin*ct°tg*a0, 1 6 . ¥ 4 - ^ .�  & ’ tg ��  cos a0 tg a sin ����

ї й  % а °  1 0  s i n a °  C O S T
ctg a° ’ ‘ sin ß° ’ cos ����

��  sin a° cos3 q° -j- sin3 a° cos a°

90 s in a ° s ln ?° 2 , 1 + c tg * a °
cos p° ' cos a° ’ ' 1 -J- tg* a° *

23. tg3a°ctga°, 24. sin2a° — tg*a°,

25. ctg2 a0-----r-4~r , 26. tg2 a0 ctg1 a0 — sin2a°cos2 a° — cos1 a°
sin2 a

27. tg1^  ctg2 a0 — sin1 a0 — sin2 a0 cos2 a0, 28. l  +  ctg"o>

8 6



�_______� _
sin� а° C	 S�ac 

t g ^ ~  ' 
ctg a°

30. �  -{- ctg 4M 
l  +  tga° ' 31. �  — ctg a° 

�  — tg a°

Довести рівності:

з і

•2. - t o ’ = - l . a e . - K # l 4  =  tg « " lg p .�  —tg*a° ctg a Ctg a° -f- ctg [S° ö

— — tga . t gß 35. Sin�	  COSa° (tga°-j-ctga°) — 1
Ctg a°— Ctg r
o%RNO PE� o�F�NOPE� ;� •� ;� i
� bWN�PE� �� ��F�bWN��� �� E sin� a° 

�  -j- tg аз _  �  -f- ctg s 
�  — tg s�== �  — ctg аз ‘

37. sin аз -j- cos аз 
sin аз — cos ас ~~ ’

�! � &�����	���� ��������	�������� ���������	�	�� ����� �� ���
� . Виразити tg a0, ctga	  й cosa° через sin а0. З формули І, п°13 
виходить, що:

cos� а	  — �  — sin�  а0,
відкіля, здобувши з обох частин цієї рівности квадратові корені, 
знайдемо:

cos a° =  2  і — sin�  a0.
Виразивши cos a° через sin 7K� легко за допомогою формул II 

Щ виразити через sina° і інші тригонометричні функції, а саме

tga° sin 7M 
eösa°

ctga° = cos a° 
sin a°

s in a°
2 �  — sin� a° 
� �  — sin�  a° 

sin a�  "

� . Виразити tga°, ctga° і sin a° через cosa0. Зробивши так, 
як у попередньому прикладі знайдемо, що:

sin 7M�- 

tg а	  =

ctg a° =

& *— cos2a° 
& 1— cos2 +, 

bWN�bg 
bWNP

2 �  — cos�  a	

3. Виразити sina°, cosa° і c tga 	  через tga°. Насамперед маемо 
(n° із , ГУ):

ctga° �
tga°

#,



Щоб одоржати sina° і cos і°, підносимо обидві частини рів-�
ностя II, п° із  до квадрату:

sin2a°�
cos2 а0 : tg2 a0

Розглядаючи одержану рівність як пропорцію і пригадуючи,�
що в пропорції сума членів першого відношення так відноситься�
до свого попереднього або наступного, як сума членів другого�
відношення відноситься до свого попереднього або наступного,�
перетворимо її на такі дві рівності:

Uq~��а°�G • �‹tU��€g� ff� no� € gG:G„
Uq~k�	g� ��� � no��€g

Uq~7�€g�G‰G�‹tU��€g�f no7�€g�G•G �
cos2 a° 1

або рівнозначні їм:
1 __ tg2a °-f-l

sin2a° ~  tg*a6~
1

‹tU��€ 
tg2a° +  l,

відкіля, розв’язавши першу рівність щодо зіп а°, а другу щодо�
cos а0, знайдемо, що:

sin a° — no€g
V�tg2 a0 -f-1

cos a° = 1
p!qTo �̀ Z ƒ

4. Виразити sina°, cosa° і tga° через ctga°. Зробивши так,�
як у попередньому прикладі, знайдемо, що:

„o��0
1

ctga°

sin € �

‹tU€g

1
V �hno� �€g�G•G �

‹no€g

V�‹ no��a°�G‰G��

Щоб зручніше можна було користуватись з одержаних фор­
мул, випишемо їх як таблицю:

sin a° =  V 1 —- cos2 a°

cos a■° =  V  1 — sin2a°

no€g

V �no��€ �G•G �
ffff 1� ff

:K W f i

1
V�‹no��	gV �

‹no€g

38



sin а'tga° =  

ctg a° =

Y
V

1 — sin2 a°
1 — sin2 a°
sin a0

Y  1 — cos2 a° 
cos a°
cos a°

Y 1 — cos2 a0

1
ctga°

1
tga°

П ри кл а д и.
Знайти інші тригонометричні функції, коли:

1 . sin а° =  — ,

_ • о т5. sma° =  —, п

2. cosa° =  ~ ,  3. tga° =  2,
О

6. cos a° =  V  2 -f- Y%~
ы

4. otga° =  i -  

7. tg a° =  Й

8. ctg a° =  2 — Y 3
9. Дано два числа 1 і 2. Знайти таке трете число к, щоб 

частка від ділення 1 на к дорівнювала синусові якогось кута а°, 
а частка від ділення 2 на Je — косинусові того ж кута.

В к а з ів к а .  Перший спосіб: задача зводиться до визначення 
в прямокутньому трикутнику гіпотенузи й гострого кута за да­
ними катетами 1 і 2. Другий спосіб: піднести обидві частини 

1 2рівнянь sin a° =  -jp  cos а�  =  до квадрата і одержані резуль­
тати почленно скласти.

10. Така ж задача для чисел 45 і 28.
11. Дано два числа а й Ь. Знайти таке трете число к, щоб 

tg а° =  ак і ctg а�  —  bit.
В к а з ів к а .  Розв’язується за формулою IV.
Розв’язати рівняння:
12. 6 cos2ж-(-5 sin# — 5 =  0
14. tg#  — ctg#  =  1
16. 4 sin2# — 11 sin# cos#-f- 

-|-6 cos*# =  0

13. 2 sin2#-f-3 COS#— 3 =  0 
15. t g # -f-2 ctg# =  3 
17. 18 sin2# — 21 sin# COS#-j- 

-f-5 cos2 # =  0

РОЗДІЛ Т

РОЗВ'ЯЗУВАННЯ ПРЯМОКУТНІХ ТРИКУТНИКІВ ЗА ДОПОМО­
ГОЮ ЛОГАРИТМІВ

16. Логаритми тригонометричних функцій. Як нам відомо
з попереднього викладу, тригонометричні функції тільки при 
30°, 45° і 60° і при тому не всі, а лише деякі з них, можливо 
виразити точно, а тому таблиці натуральних тригонометричних 
функцій містять у собі наближені вартості їх, обчислені з тою 
або іншою точністю. Наприклад, у нашій таблиці тригономет­
ричні функції обчислені з точністю до 0,001; це означає, що
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різниця між справжньою та табличною вартістю даної функції 
абсолютною величиною менша за 	 ,		� . Через таку точність всі 
вартості тригонометричних функцій подано десятковими дробами 
із трьома вартісними цифрами після коми. В тих математичних 
і практичних питаннях, де потрібна більша точність, користу­
ються з таблиць, обчислених з точністю до 	 ,				� , 	�						�  і т. д. 
В таких таблицях тригонометричні функції мають після коми 
б, 7 і т. д. цифр. Наприклад, sin 40° 15', за п’ятизначними табли­
цями дорівнює 0,64612. Коли зростає точність тригонометричних 
функцій, зростають і труднощі обчислень, особливо, коли мати 
на увазі, що в міру зростання точности тригонометричних функ­
цій має зростати також і точність лінійних, квадратових та інших 
величин, бо точність цих величин суворо залежить від точности 
тригонометричних функцій. Легко уявити собі, яку величезну 
аритметичну роботу довелося би проробити, обчисляючи за 
п’ятизначними таблицями, наприклад, бік �  рівнораменного три­
кутника, площа якого S  =  2567,2 м2, а кут при вершку а°=  40° 15', 
коли мати на увазі, що задача зводиться до знаходження число­
вої величини виразу:

при даних вартостях В і а°, інакше кажучи, до обчислення 
виразу: _______

Проте, як відомо з альґебри, подібні обчислення дуже по­
легшуються, коли користуватись з логаритмічних таблиць, за до­
помогою яких кожна аритметична дія знижується на один ща­
бель, себто множення й ділення зводиться до складання й 
віднімання, а степенювання й коренювання—до множення й ді­
лення.
В даному разі:

Як бачимо з цього прикладу, нам, кінець-кінцем, розв’язуючи 
так, треба, знати не стільки величину тригонометричної функції, 
скільки її логаритм, а тому поруч таблиці натуральних тригоно­
метричних функцій дається також і таблицю іхніх логаритмів. 
Цю таблицю після того, як обчислили натуральні вартості 
тригонометричних функцій та десяткові логаритми, складати 
досить легко. Наприклад, обчислення таблиці логаритмів синусів 
зводиться до визначення логаритмів чисел третього та дев’ятого 
рядів нашої таблиці.

2.2567,2
0,64612

lgb =  - y  lg 2 -j-lg 2567,2 — lg 
�  =  89,144 М,

— lg 0,64612 =  1,95009
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;�� �-� �	�	,�+-+�� ,(,� �&��(�,	A��<��,'�1���+-,'�2��/� ��1	G�
'11+��� �� �&���A(� ��� ��'��,(�	,���� 4� �-�N� A�� ��-� <-� -� 4	�@���
,'�� �	+�/� ,	A��<�/�� %'�,-N� O�A� &��	4	,�N� ��� ��'��,(�	,����
�� ,'�1���+-,'�2��/� ��1	'��+��� ( � &'	�,�<�N� +�� '�4�E�@-+�� �-B
�����	� 4	�	2� �� �	�	+&-'-�� 4	�	2�� �	� &'�+��(,��� ,'��(,�����

17. Розв’язування прямокутніх трикутників. S�� �	+� ����+��
�� 1-�+-,'��N� &'�+��(,��C� ,'��(,���� ��4�	2	J,���� <����+N� �����
& � � � ��	� A(��G���� C�1G�� -�-+-�,�N� �'�+� ,�1�� ��&	��(N� ����� �	���
��	� �(,��� ;�� �A+-@�+���� ,(,N� ��� <-� 4��2	C��� '�A�,���N� '�4G�
� [�4(�	���+����5-�,�/�4	�	2��	�&'�+��(,��� ,'��(,����N� �-� �	���

���5(�(�	����-��2����J��/���1�������-�-+-�,�N��-A,��A����C��(,��
$�� �	��T� 7� �� 	g�� �'-A	� 4�	C,�T� 'gN� A � � �

7
��4�	2	J+�T� 1:��'(1�C��	,-,� 8�- 7�k �7M��2:�1�&�,-�(4(� \�- �G1— 5a1$1� �k

�� �:� �(,� W �0 g�#� 7M�
% ' � � � 	 � N � 7�W �)N3?37� ��7M- EzM� �3m� �7\�

��&��(J+�� &�,'�A��� ���� '�4�E�4(�	���� ��'+(��T
] �A�W �] �	 ] �] �	 0� �� 3 � u . { � 4 #]ž �& 	g

Розв’язування.
lg � ........................  0,73836 1 80°
lg ctgа° . . . .0,11909 НА) 37° 14' 28''
Igsina0 .................. 1,78181 �� Р°==52° 45і 32"
1) lg 6   0,85745 ; б ==7,202
2) l g c ................  0,95648 ; с =  9,0464

Під час обчислень lg # і lg с переписувати знов логаритми о, sin $� 
і ctg а0 не варто, а краще потрібні тут віднімання й складання�
проробити в стовпці (А).

Щоб перевірити розв’язку, можна скористуватись або з фор­
мули 6 =  esinp° або з Пітагорової теореми c* =  aa-f-b*, особливо�
коли на похваті є таблиці квадратів чисел. Але і тут, і в даль­
ших прикладах через недостатню точність таблиць, останні�
цифри результатів перевірки не завжди збігаються з останніми�
цифрами раніш одержаної відповіді. Наприклад, для б пере­
вірка дає вартість ?N� �7N�тим часом як сама розв’язка �	J� ?N� ��

II. Дано: с і ��% знайти: �	  б і (Р.
Визначаємо: 1) катети 7� і бT�7�- �с sin a° і f�-�u � cos а0 і 2) кут

‚)g�W �0 g�#�	g�
%'���	�� ‹ W ��)N�7)� $�40�W �)?g� �)m� �3\�

„o € �WG„o‹�Z �„oUq~€0� �� „o6�W �„o‹GYG„o‹ tU€0 
D�4�E�4(�	����

„o‹� �� �� � �� �� �� �N�73��
„o�Uq~�€g� ��� �� �� �N0�37)
„o�‹tU�€0� � �� �� �� �N?��� 

q Š ‰ q o € � L� L�
� ˆŸ o � f � �� �
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Перевірити розв’язку можна за допомогою Пітагорової теореми 
або рівности а =  Ь ctgp.

111. Дано: a i e ;  знайти: b, а0 і 'f.
Визначаємо: 1) кут а°: sin а0 =  ~  , 2) катет b — a ctg а° і 

3) кут f  =  90е — а?.
П р и к л а д .

а =  52,748 І с — 72,489. 
lgsina° =  l g a — lgc і lg b =  lg a -f-lg ctg a0

Розв’язування.
l g a ........................ 1,72220
lg c  ........................ 1,86027
lgsina0 ..................Г,86193

1) a° =  46° 41' 25"
B° =  43°

I g a .......................  1,72220
lg c tg a 0 . . . . . 1,97436 
lg b .  ...............  1,69656

b =  49,723
18' 35".

Перевіряємо так, як у  попередньому випадку.
ІУ. Дано: а і Ь; знайти с, а° і £°.

Визначаємо: 1) кут а0: tg а0 =  , 2) гіпотенузу с =  і
р° =  90° — а0.

П р и к л а д .

lgtga°
а =57,342 і Ь =  38,247. 

d g a  — lg& і l g с =  lg a  — lgsina0.
I g a ........................  1,75847 l g a ......................... 1,75847
lg & ................ .1,58260 lgsina0 .................  1,92008 * І. * *
lg tg  a ° ................. 0,17587 l g c ........................  1,83839

1) а° =  56° 17' 47" 2) с =  68,927
3) £°=33° 42’ 13"

Спосіб перевірки залишається попередній.
Звичайно, якщо в останніх двох випадках дані боки в неве­

ликі числа, то третій бік краще визначити за Пітагоровою тео­
ремою.

18. Інші приклади. Покажемо на окремих прикладах, як ко­
ристуватися з одержаних у попередніх параграфах результатів 
при розв’язуванні складніших задач, де поруч лінійних, ква­
дратових та інших мір дано або відшукують також і кутові.

І. Знайти об’єм та бічну поверхню круглого конуса, коли 
радіюс основи є г =  5,72 дм, а кут при основі — а° =  40° 20'.

В тих випадках, коли, щоб одержати остаточний результат, 
треба проробити проміжні дії, краще спочатку розв’язати задачу
в загальному вигляді, а потім уже обчислити числову вартість



іідповіді, надавши її літерам окремих вартостей, даних в умові. 
З такому порядку ми розв'яжемо й цю задачу

Формули обчислювати об’єм V та бічну ^
говерхню в круглого конуса такі:

V =  — кгУі і в — жгі,О

_ тому, щоб розв’язати задачу, треба знати 
для об’єму висоту к, а для поверхні — твірну І. 

З прямокутнього трикутника 80А  маємо:

h — r tg a �  і І - cos а
Отже:

V - к г�  ��� tg  а° � Ttr� tg а° і S ■■
О

■ п г .
����� cos а

.�	�A��+�� ���3������ �� ����������� �������;� ���3�����G��  
�H����?����� �������� ��������� V ��� 8. -��� ������ �����3	�	�  
��3���G��� 3����H��� ���� ��������T

lgF=lgTc-f-3 lg r- j- lg  tg �E�— lg З �� IgS =  lg tr +  � lg r  — lg bWNPE; 
P�3����� +���G��� ���������� ���	�;� D�� ��� ���� ������� 

.H����	���� �H�G��T
lg те ............................................... 0,49715
З lg Г . . . .  3.0,75740 . . . .2,27220
lg tg а	  ...........................................  1,92894

2,69829
lg 3 . . . . • ..................  0,47712
lg V ............................. .....  .2,22117

7=166,41 ��H � дм.
.H����	���� H������ 3��	����T

lgTt ............................................... 0,49715
2 l g r  . . . .  2.0,75740 .■ . . . 1,51480

2,01195
lgcosa” ...........................................  1,88212 * S—
lg S ..................................................  2,12983

S — 134,84 KB. ДМ.

\\ � c������ ������ N  G�xE�— 52°34'17”. @������ �������� �	������  
+��������;� �� ���?� ����G����������� \‚���������	����� ���� :����?�  
В � �	����� ����� 3�� 	�������� G� 6370 ��5 
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ntš€X� ��� ���+�'>>,�� (4���@� +-'�����	� �	��1�� +��,	�

D � 4 � m � 4 ( � 	 � � � � � %-'-,�B
�	J+�� 4-+�(� �(�>� &��O->N� O��
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•~ �-�' �‹tU�9�

��/���,�N� +��,�� ~ � '(/	J,���� 4� 5������,>

t _f�qn��� COS ф _  тгй cos <p km
�3�� � �� � � f � 3��  � E� СЄК.

�A2���-���T
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в другого—
V  =  * 1 іг£Гг3 4 Yвс з ' •

Отже, об’єм усього обертового тіла

r = F « - F Bt:= i « f f S № + r ) .

Але. як бачимо а рисунка, В  — 2 г, а тому
Т = 2 пНг*

Щоб обчислити тепер об’єм обертового тіла за даними нашої 
задачі, досить знайти Н  і г. Для цього звертаємось до прямо- 
кутнього трикутника BCD. Там ми знайдемо:

aQ а О
Н — Ь cos —  і г == й sin —і  ш

Отже, остаточно:
„О „О ~0 (jQ

Т — 2к . b cos —-. Ь2 sin2 —  — 2 тс Ь3 cos— sin2 —и & и ш
Обчислення:

ig Т =  lg2 + lgn+ 3  lg Ь- f  lg c o s - f  2 lg s in - |-

l g 2 ................................. .0,30103
Igw * ...... 0,49715
3 l g 6 ..........  3.1,60423 . .4,81269
lgcos 31°18'30" . . .  ....... 1,93165
2 Igsin31°18'30" . . 2.1,71570 . . 1,43140
lg T . . ...............................   4,97392

T — 94 172 MM3 — 94,172 CM*.

З м і ш а н і  з а д а ч і .
1 . Знайти об’єм та бічну поверхню правильної 4-стінної пі­

раміди, якщо бік основи її а ==52,732 дм, а двостінний кут 
при ОСНОВІ а° =  53°24'37".

2. Знайти об’єм та бічну поверхню правильної n-стінної піра­
міди, якщо бік основи її є а, а двостінний кут при основі — а°.

3. Знайти об’єм та бічну поверхню правильної 6-стінної піра­
міди за висотою її й — 21 см і двостінним кутом при основі 
а° — 32°44'.

4. Знайти об’єм та бічну поверхню правильної n-стінної пі­
раміди за висотою її  h і двостінним кутом при ОСНОВІ а°.

Б. Апотема правильної n-стінної піраміди е І, а двостінний 
кут при основі— *°. Знайти об'єм та бічну поверхню піраміди
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� . Бічний руб к правильної � -стінної піраміди утворює з пло­
щею основи кут а°. Знайти об’єм піраміди.

� . З гіпсу кількістю 7 = 4  куб. дм хотять приготувати мо­
дель правильної � -стінної піраміди бік основи якої має дорівню­
вати а — �  дм. Під яким кутом бічні стіни піраміди будуть 
похилі до площі її основи?

� . Об’єм правильної я-стінної піраміди дорівнює 7, а бік 
основи ї ї — а. Знайти двостінні кути при основі.

9. З гіпсу кількістю 7 = 5 ,3  куб. дм ба­
жають приготувати правильну � -стінну піра­
міду. Знайти розміри цієї піраміди— висоту 
та бік основи — якщо двостінний кут при основі 
а° =  62°.

Ю. Така ж задача для »-стінної правильної 
піраміди.

� � . Твірна конуса і =  5,72 см утворює з пло­
щею основи кут а° =  40°2б'. Знайти об’єм ко­
нуса.

�� . Твірна конуса, об’єм якого є 7 = 4 3  куб. дм, 
утворює 3 площею основи кут а° =  37°35'. 
Знайти радіюс основи конуса.

13. Обчислити місткість відра, що має форму 
зрізаного конуса, якщо діяметри дна й угорі до­
рівнюють 3 =  19 см і І )= 25  см, а бічна поверхня 
похила до покришки під кутом �4� =  55°;

14. На рис. 27 подано домну місткістю 7. Користуючись по­
значеними на рисунку даними, обчислити радіюс В  розпору.

15. Кульовий сектор, симетричний щодо . центра кулі з ра- 
діюсом г =  �  мм, має у вісному перерезі дугу а° =  42°. Знайти 
його об’єм.

16. У кульовому поясі, симетричному щодо центра кулі з 
радіюсом г = 1 5  дм діяметри основ видно з центру під кутом 
а° =  35°. Знайти криву поверхню пояса.

17. Обчислити поверхню гарячого поя’са земної кулі, якщо 
відомо, що тропіки ТТ  і Тх від екватора на віддалі Е Т —
=  23°27'30" (рис. 25) (радіюс землі В  =  6370 км).

18. Прямокутній трикутник з катетом а  =  �  дм і протилеж­
ним кутом а° =  48°24' обертається довкола гіпотенузи. Знайти 
об'єм обертового тіла.

19. Рівнораменний трикутник, бік якого Ь =  5,3 дм, а кут 
при основі <х° =  52°, обертається довкола осі, що проходить через 
його вершину рівнобіжно з основою. Знайти об’єм обертового тіла.

�	 . Рівнораменний трикутник з основою а й кутом при ній 
а0 обертається довкола осі, що проходить через кінець основи 
рівнобіжно з боком трикутника. Знайти об’єм обертового тіла.

� � . Трикутник з попередньої задачі обертається довкола осі, 
що проходить через кінець основи перпендикулярно до неї. 
Знайти об’єм обертового тіла.

і

Рис. 27.

%K



���� D�+A� 4� A���+� 7�W �)3� �+� �� �(,�+� 	 0�#�)3g� �A-',	J,���� ���B
� � 	 � ���N� O�� &'�/���,�� 2-'-4� �-'5��(� 1��,'�1�� �(,	� &-'&-�B
���(��'��� ��� ��	1��	��� '�+A	�� ��	C,�� �AEJ+� �� &��-'/�>� �A-'B
,���1�� ,��	�

���� Ромб 4�попередньої задачі обертається довкола свого боку.�
Знайти об’єм обертового тіла.

�3�� ���-�,�T� S�V�� 	 N� 9D� �� r � J� �(,�N� O�� (,��'>J� ���1��	���
&'�+��(,���1�� &	'	�-�-&�&-�	� 4� C�1�� ,'��+	� ��+�'	+�N� ,�T

‹tU3�	 0�G•G�‹tU2�'g�G•G�‹tU2 y° =  1

9 � � 	 4 � � � 	 T � � 2�G‚G�a2� � 2�W �\� � � �-� �I� J� ���1��	��N� 	� 7�� 8�� �� \ �#�
'(A�� &	'	�-�-&�&-�	:�

�)�� �'��(,���� 4� ������>� 7�- �)�+� �� ����,�>� C�#�3�+� (,��'>J�
4� &��O���>� x� �(,� ��#3 g����	C,�� &��O(� &'�-�<��� ,'��(,���	�
�	� &��O��(�x&'��(+���N�O�� �����	� ,'��(,���	� '����A�@�	� 4� c�

���� %'�&(��	>2�N� O�� ����� 4� A�����,'��(,���	��	�&��O���� c� �
���-�,�T� &��O	� A�� &'�-�<��� ,'��(,���	� �	� &��O��(�x ���'���>J�
4��A(,����� &��O�� ) � �	��1�� ,'��(,���	� �	� �����(�� �(,	� 9g� +�@�
&��O��	+�� ,'��(,���	� ,	� c� ��-A,�� ;���-�+  соб ©.

�?�� ���-�,�� &'	������,�� &�&-'-������ ,-�B
'-+�� &'�� A(��G���+(� &���@-���� ,'��(,���	�
O���� &��O���� ‚�

� � 	 4 � � � 	 T � &'��-�,�� 2-'-4��-'5��� ,'��(,B
���	� �� C�1��&��O���� &'��,(N� '����A�@�(� 4� c�

�7�� ��'��,(>2���� &-'-���,	����>�,-�'-+�>Nm�
4�	C,�� ����,����� �(,�� ,-,'	-�'	N� �-A,�� �G�,��G�
���� &�'	+���N� �� ����� ���� '(A�� '�����

�0�� �	�	� @�4	�	2	����� ��,	-�'	N��-A,�� 8G�,��G�
���	N� &��-'/��� ���1�� ���	�	J,���� 4� 8�&'	����B
��/� ,'��(,������ 9'���� �7:�

� �� ��	C,���(,��+�@����1��	�->���'(A	+���(A	�9�����4	�	2(��3:�
�F�

���� v������,�� ,-2��� �� '�2<�� �� ] 1 N� 	� 2���	� �� �&���C��C� ����

D���� �7�

�+ 1���m
)� �� %��� ���+� �(,�+� ��� A-'-1��� '�2��� ,'-A	� &��,	��,��2���	N

O�A� &-'-&���,�� '�2�(� �&�&-'-�`
���� �	&'�+� 2���	� 4� ,-2�J>�'�2���(,��'>J� �(,� �	� �3 g����	C,��

,(� 5������,�� 2���	� �	� �-��	/N� &'�� ���C� ��C���C� '(/� 2���	�
&-'&-����(��'��C� ��� A-'-1��� '�2��N� ����� 5������,�� ,-2��� ��G

'���>J� 2 GGGG�I��N
���� v������,�� ,-2��� '�2��� C� 2���	��	��-��	/� �N)� �� ��	C,�

	A���>,�(� 5������,�� 2���	N� ����� �	&'�+� C�1�� �,	����,�� 4� �	B
&'�+�+� ,-2��� �(,� 3 g� m�

�1
�3�� 8��	� ��,'(� D W �1 0 #G(,�� '>J� 4� &��O->� ��,'��	� cc �

�(,� �g�W �3 gN� 	� 4� �	&'�+�+� 'C � 2���	� �(,� 'g�W �7 g�� ��	C,�� �-��B

47



чину сили, яка рушить човен у напрямі від �  до �  (майже 
протилежному рухові вітру).

Вка з ів ка .  Силу вітру розкласти на дві складові: ) вздовж 
вітрила (ця сила не має жодного впливу на рух човна) і �	  пер­

пендикулярну до нього; останню 
теж розкласти на дві такі: на ф 
вздовж � �  і на &	 перпендику­
лярну до ���  Задача зводиться 
до визначення сили ф.

35. На трям, заправлений у 
вертикальну стінку, діє сила 
* �=  0,5 т під кутом 50° до тряму 
(рис. ЗО). Визначити згинну й роз­
тяжну сили, що діють на трям.

Вка з ів ка .  Силу Р роз­
класти на дві: одну в напрямі 
тряму й другу перпендикулярну 
до неї

36. Кульку �  з вагою Р =  1 кг прив’язано до стелі. Знайти 
величину горизонтальні сили �	  що відхиляв кульку на кут 
яг°=35° від її сторчового положення, а також натяг Т нитки (рис. 31).

37. Знайти кут, на який відхиляється кулька �  в попереднії 
задачі, колд до неї прикласти горизонтальну силу на 3 кг.

38. Залізний бовван вагою 100 
+,�-./012  на -2$3��� 4+ � � �0-�  
треба прикласти до боввана, що 
утворює з землею кут на 43°, 
щоб зсунути цей бовван (на тертя 
не зважати) (рис. 32).

В к а з ів к а .  Відшукувану си- Рис. 32.
лу треба розкласти на дві пер­
пендикулярні складові сили, з яких одна мав бути горизонтальна 
й величиною дорівнювати вазі боввана.

39. На площину, похилу до горизонту під кутом а0 =  53°, кла-
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дуть матеріальну точку А � вагою на �  кг. Визначити, яку силу Р,�
спрямовану вздовж похилу площини, треба прикласти до точки, 
щоб вона була в рівновазі (рис. 33).

40. Кулю вагою на о,і т покла­
дено на площину похилу під кутом 
23° до горизонту. Яку силу, рівно­
біжну з похилом площини, треба 
прикласти до центру кулі, щоб куля 
була в рівновазі (рис. 34).

41. До стелі на мотузку Л О В � р и о . �� .
почеплено лямпу вагою на 1,5 кг
(рис. 35). Знайти натяг мотузка, коли / _ А О В — �130° і 0-�1�2-�

42. Циліндер вагою на 	��  т прикріплено до підлоги мотуз-

Д *

ком АВСВ, � натяг якого 50 кг. Знайти тиск циліндра на підлогу, 
коли. А В А В �=  А СБА =  43° (рис. 36).

�� . Дано дві площини, похилі під кутом 23° до горизонту. 
Знайти тиск на ���� кулі, покладеної між ними. Вага кулі 150 кг 
(рис. 37).

44. Боки клина утворюють кут а0. Знайти,
з якою силою він розколює поліно, коли на »

В к а з і в к а .  Силу розкласти на дві перпендикулярні до боків 
клина.

�� . Драбину, вагою на �		  кг, приставлено до вертикальної
%BКурс тригонометрії—і.



стінки під кутом �)g� ��� �-��� Знайти тиск драбини �	� �,���(� C�
�	� підлогу (рис. �0:�

3��� �(��� �	1�>� @�� &'��E�4	�	� ��� ��,��� 4	����@��� (�� �A-'B
,	J,���� ������	� �-',��	������ ���N� '�A��2�� / � �A-',��� �	� �-�(��(��
��	C,�T� 1:� �(,N�(,��'-��C���,��>�4��A-',���>�����>X� 2:��	,�1���,���
C� �:� ����,(� ���(�	N� (,��'-���1�� &'�� <��+(� �A-',	���� 9'���� 3 :

Примі тка.  Відосередкову силу Т, що виявляється при цьому, визна-�
��� @

чається за формулою Т  — — , де В  є радіюс кола, « — лінійна 5������,�
і д — прискорення вільного падання в порожні.

47�� �� ��+�'��+(� 4����� 9'���� 3�:� �(,�+�@��-',��	����+� �,����+�
А В  ,	� (������>� ;% � ��'���>J� ��g�� ��4�	2�,�� ���(N� O�� '�4,�1(J�
&�&-'-2��(� C: � �� ���(� ,���(� �	� (�����(N� ����� ��� 4���(� &'�B
2-&�-��� �	�,	@� �	� �N)� ,�

37�� �(��� �	1�>�  N)� ,� �-@�,�� �	� ���/� &��&�'	/� 4� ���	����+�
'���-+�� ��	C,�� ,���� �	� &��&�'�N� а ,	��@� ���(N� O�� '�4�(�	�� їх,�
��O�� C�C:' �W �))g� 9'���� 3�:�

NGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGG�X��

30�� Швидкість торпеди -� �N� а пароплава# ��� � �	� ���+��(,�+�
впередження а° треба пустити торпеду, щоб вона попала ��&	'�B
&�	�N� якщо торпеда C� пароплав мають &-'&-����(��'��� �	B
&'�+� (рис. 3�:`

К о н т р о л ь н і  з а п и т а н н я  д о  п е р ш о г о  к о н ц е н т р у ,
1. Що таке* танґенс, синус, котанґенс та косинус? Які ці�

величини?
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2. Назишіть основні співвідношення між боками прямокут- 
*ь:-го трикутника та тригонометричними функціями.

3. Напишіть основні співвідношення між тригонометричними 
функціями. Докажіть кожне з них.

4. Які з тригонометричних функцій не більші за одиницю?
5. Які тригонометричні функції, зміняючись, можуть набувати 

гких завгодно вартостей?
6. Для якого кута тангенс дорівнює котанґенсові, а синус — 

косинусові?
7. Функція зветься ростучою, коли з збільшенням арґументу 

зона збільшується; функція зветься спадною, коли з збільшенням 
зрґументу вона меншає. Маючи це зауваження, скажіть, які 
тригонометричні функції ростучі і які спадні?

8. Визначіть синус через решту тригонометричних функцій; 
теж саме -зробіть і з танґенсом.

9. Чому дорівнюють катети прямокутнього трикутника з го­
стрим кутом а0, якщо за одиницю довжини брати гіпотенузу?

10. Що робиться з синусом, коли збільшується косинус? З тан­
ґенсом, коли збільшується синус?

1 1 . Відомо, що sin 45° =; 0,707. Маючи на увазі влаштування 
таблиці натуральних тригонометричних функцій, скажіть, не 
звертаючись покищо до таблиць, де треба шукати назву си­
нуса— вгорі чи внизу — коли доводиться розв’язувати рівняння 
sin а° =  0,812? Таке ж запитання до рівняння tg<*° =  2.

12. На підставі якого зауваження провадиться інтерполю­
вання тригонометричних функцій—так зветься спосіб відшуку­
вання вартости тригонометричної функції для кутів, яких немає 
в таблиці. •

13. Чому дорівнюють: tgO°, tg90°, sino0, cos 90° і c tg 0°?
14. Чому дорівнюють: tg45°, tg30°, tg60°, sin 45°, sin 30° І T. д.?
15. Перекажіть, у якій послідовності ми з вами опрацювали 

теоретичний матеріал першого концентру — відзначте основні 
його моменти.
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РОЗДІЛ І

�<[$.0.dZ�<[f0/� *(07S/ �̂ -.&/8‰0.$.� 7(�Y

�B � )�+��	���� 3������� 3��� ��� � В геометрії розглядають 
лише кути від 	 ° до 180° і при тому тільки додатні. Проте, деякі 
питання і математичні, і практичні примушують нас поширити 
це поняття. Наприклад, визначаючи за формулою:

5 =  180° (п — � )
суму 5  внутрішніх кутів «-кутника, приходимо до кутів якої 
завгодно величини. Щоб мати конкретні уявлення про такі кути, 
розглянемо обертання кола навкруги свого центру з рівномірною 
кутовою швидкістю, наприклад, рівною 60° на секунду. Відзна­
чивши на колі перед початком обертання будь-яку точку А, бу­
демо визначати її шлях за різні інтервали часу. За �  секунд, 
наприклад, точка А  опише ціле коло й дугу на ��	 ° або, як ми 
казатимемо надалі, опише дугу на 480° =  360°120° .  Визначаючи 
так шлях точки � � для довільних інтервалів часу, прийдемо до 
дуг з довільними величинами.

При русі точки А змінятиметься також щодо величини й цен­
тральний кут, утворений горизонтальним діяметром з рухомим 
радіюсом, проведеним у точку А, збільшуючись кожної секунди 
на , 60°. Умовившись вважати теорему — центральні кути вимі­
рюють відповідними їм дугами — за правдиву також і для до­
вільних щодо величини кутів, ми знову прийдемо до кутів, біль­
ших за 180°. Наприклад, за цією умовою через �  секунд мимати- 
мемо центральний кут, рівний 480°, через 20 секунд— 1200° і т. д.

Умовимось відраховувати дуги на колі від будь-якої точки А. 
Таку точку надалі зватимемо початком дуг.

Дану дугу а° можна відкласти від початкової точки А  в двох 
напрямах: в напрямі, протилежному рухові годинникової стрілки, 
і в напрямі, пристайному з ним. Тим то на колі завжди є дві 
дуги рівні а° (рис. �� ): АН  і АНі однакові величиною, але різні 
напрямом.
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ною осі X. З цієї причини додатний кут між радіюсом-вектором 
якоїнебудь точки N  (рис. 45) і додатним напрямом осі X  є кут, 
описаний радіюсом-вектором, коли цей радіюс обертається в на­
прямі, протилежному годинниковій стрілці, починаючи від до­
датної половини осі X  до точки N.

Координатні осі поділяють площу на чотири квадранти (рис. 4 4). 
Кут, що утворює радіюс-вектор з віссю X, ми залічуємо до того 
квадранта, де лежйть радіюс-вектор.

Між радіюсом-вектором В  кожної точкиМ першого квадранта, П 
координатами (х, 2/>та кутом М О Е — аа (рис. (46) є дуже прості спів­
відношення, що ми їх і покладемо в наступному те° в основу, визна­
чаючи функції довільного кута. Дійсно, звертаючись до прямо- 
кутнього трикутника МОК,  одержимо:

У БІП а° ~

о £БСОБ а0 =  — -л

tg а° =  —  & х

й и  а ° ~ ~  
У

21. Тригонометричні функції довільного кута. Запроваджуючи
ті або інші визначення для тригонометричних функцій довіль­
ного кута, ми повинні подбати насамперед про те, щоб вони, 
по-перше, не суперечили вже відомим нам властивостям тригоно­
метричних функцій гострого кута, і, по-друге, були б узагаль­
ненням якоїнебудь одної з таких властивостей. Таким умовам 
задовольняють, наприклад, ось які визначення, що являють прості 
узагальнення рівностей попереднього те0:

С и н у с о м :  д о в і л ь н о г о  к у т а  ��  з в е т ь с я  в і д н о ш е н н я  
о р д и н а т и  к і н ц я  р а д і ю с а - в е к т о р а ,  що  у т в о р ю є  д а ­
н и й  к у т ,  д о  с а м о г о  р а д і ю с а - в е к т о р а .

На підставі цього визначення маємо (рис. 47):

БІЙ а0 =  ~ ~ , БІП а ~  ——, БІП а2° =  ~ ~ , БІП а 3° =  -— , 1Хь ХГ] Л>2 хї-з
де В, Ви Вг і В л радіюси-вектори точок М, М и Жа і М г.
К о с и н у с о м  д о в і л ь н о г о  к у т а  а° з в е т ь с я  в і д н о ­

ш е н н я  а б с ц и с и  к і н ц я  р а д і ю с а - в е к т о р а ,  що  у т в о ­
р ю є  д а н и й  к у т ,  д о  с а м о г о ,  р а д і ю с а - в е к т о р а .

Отже (рис. 47):
о X о #1 о х 2 о Хг ттСОБ з =  -=г-, С08 �# �  СОБ Яа° =  , СОЄ «з° =  -=р I IМ іі\ Ля іід
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Т а н ґ е н с о м  д о в і л ь н о г о  к у т а  а0 з в е т ь с я  в і д н о ­
ш е н н я  о р д и н а т и  к і н ц я  р а д і ю с а - в е к т о р а ,  що у т в о ­
р ює  д а н и й  кут ,  до й о г о  а б с ц и с и .

Отже (рис. 47):

І, нарешті,
к о т а н ґ е н с о м  д о в і л ь н о г о  к у т а  «° з в е т ь с я  в і д н о ­

ш е н н я  а б с ц и с и  к і н ц я  р а д і ю с а - в е к т о р а ,  що утво-  
р юе  д а н и й  кут ,  до й о г о  о р д и н а т и .

Виходить (рис. 47):

"" � @����� ��������	�������� ������� � В той час як усі три­
гонометричні функції гострого кута були додатні, в разі довіль­
ного кута згідно з їхнім визначенням вони можуть бути і додатні, 
і від’ємні, бо такими можуть бути координати кінця радіюса- 
вектора. Сам радіюс-вектор, як величина додатна, на знак три­
гонометричної функції не впливає; впливають на її знак лише 
координати його кінців. Маючи це на увазі, легко визначити 
знаки кожної тригонометричної функції для кутів різних ква­
дрантів. Для цього доведеться лише застосувати правило знаків 
для прямокутніх координат точки на площині. На підставі цього 
правила безпосередньо з рис. 47 і з формул І, я°2і виводимо: 

с и н у с  у п е р ш о м у  й д р у г о м у  к в а д р а н т а х  є до­
� � � � � � ; � �� в т р е т ь о м у  й ч е т в е р т о м у  — в і д ’ємний ,
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і ХОСі =  а0, які бу-з центром О, одержимо два кути ХОС =  а° 
дуть відшукувані, бо (рис. £0).

СВ - Т * 1
ОС в 3

він а°і =
с хв х
ОСі

�!

� 
^

 
^

 �� 1
3 '

Якщо б ми провели таку хорду з другого боку осі X  і точки 
перетину її С2� і С3� сполучили з центром О, то одержали б ще 
два кути (опуклі) ХОС2= і8 0 °  +  а° і Х0О �  =  180°-\-а1° Але си­
нуси цих кутів дорівнюють----

о
о

П р и к  л а д  2. Збудувати кут а0, коли соза° =  — —О
Знов будуємо коло з довільним радіюсом із центром у точці О 

(рис. 51).
з

Потім на віддалі —  В  від центру і зліва від нього проведемо
рівнобіжну @�ВІССЮ У  хорду СХС2.� Сполучивши ТОЧКИ Сі і С2 
з центром кола, одержимо два відшукувані кути ХОСі — а^ 
і ХОСі =  з-г- Дійсно:

і

сов а!0 = 

соб а2°

СШі 5 В
ОСі в

_ А  д
ОБ і _  5
0С? В

З
5

З
5
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4. ctg a° = ----

„ 1 Q7. cos—- a °
£d

5. tg 2 a ° = - | 6 . Ctg 2a° = 1
"

2
3 8. Sin —  a° £

4

До якого квадранта належить кут а0, якщо:
9. sin а0 =  — 0,356, 12. ctg а° >  О,

10. cos а° = ----f- 13. s in a ° > 0, a c o s a ° < 0,
О

11. tg a ° < 0 , 14. sin а0 і cos a° менші за 0.

25. Співвідношення між тригонометричними функціями до­
вільних кутів. Для тригонометричних функцій довільного кута 
залишаються вірними ті три основні формули, що ми одержали 
для функцій гострого кута (п° 13):

1) sin2 a° 4- COS2 a° =  1, 2) t g a °  — -^5^0 І 3) c t g a ° = = ^ ^ 3
’ 1 ; & COS a ; & S1H o°

Перевіримо правдивість цього твердження на куті третього 
квадранта. Для цього, збудувавши опуклий кут ХОМ2 (рис. 47), 
візьмемо той з належних йому радіюсів - векторів, що дорівнюв 
1 (0М2 =  1). Тоді на підставі сказаного в п° 23 координати кінця 
цього радіюса- вектора 0К 2 і К 2М2 відповідно дорівнюватимуть 
COS<*2° І sin з2°.

Але

а тому
К2М?2 +  0 Щ =  1 ,

Sin2 a2 -)- COS2 a2 =  l.

Далі, згідно з визначенням танґенса та котанґенса довільного 
кута (»° 21, III і ІУ) маємо:

tg а2° 

Ctg а2°

к 2м 2 
о к 2 

_  ок��
к �м �

sina2°
COSa2°
C0Sa2°
sina2°

Щоб остаточно доказати правдивість рівностей 2) й 3), треба 
довести збіжність знаків у одержаних рівностях. Це показати 
легко. Дійсно, tg a2° й etga2°, як танґенс і котанґенс кута тре­
тього квадранта, будуть додатні {п° 22); такими ж будуть і від- 

sin а2° . cosa2° . . . . .ношення — —-а- і -т- —s , бо обидва їхні члени мають однаковіCOS 3} Slil 0̂2
знаки, а саме — (п° 22).

Перевірити правдивість 1), 2) і 3) для кутів інших квадрантів 
пропонуємо читачам.

бо
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C0S0°=1, COS 90° =  0, COS 180’ =  — 1, COS 270° =  0, COS 360° =  1
30. Тангенсоїда (рис. 4 в кінці книжки). Через точки поділу

кола проводимо радіюси до перетину з віссю Y  і точки пере­
тину Ти Ть  Т 3 __  проектуємо на перпендикуляри до осі X.
Одержані при цьому точки Du D2, D3, —  — проекції поперед­
ніх— сполучаємо суцільною лінією, в наслідок цього дістанемо 
криву — т а н ґ е н с о ї д у .  Абсциса кожної точки цієї кривої до­
рівнює кутові, а ордината тої ж точки — танґенсові цього кута. 
Наприклад:

АЕ 1 =  22'І», А Е 2  =  45°, АЕ 3  =  в7г/2° 
а

DiEi =  t g 221/2°, D ^ E z - t g i б , D 3 E 3  == t g 67і /а
Оце ж зауваження і дає змогу простежити зміну танґенса за­
лежно від кута за допомогою танґенсоїди.

Як показує танґенсоїда, в якому б квадранті не змінювався 
кут, коли він збільшується, танґенс зростає, при чому в пер­
шому й третьому — він збільшується від о до-j-oo, а в другому 
й четвертому від — СО до 0.

Перш ніж скласти табличку окремих вартостей танґенса, 
відзначимо особливості його зміни безпосередньо коло кутів 
90° і 270°. В п і  першого концентру ми знайшли) що tg 90° =  +  00 • 
Проте, це буде тоді, коли кут, зміняючись, наближатиметься до 
граничної вартості 90° з боку першого квадранта. Коли ж він 
наближатиметься до 90° з боку другого, — то треба буде взяти 
tg 90° == — 00 . Так само буває з танґенсом і при 270°, себто він 
дорівнює або+  00, або — оо, залежно від того, з якого боку він 
наближається до 270°, з боку третього квадранта чи четвертого.

Отже, окремі вартості танґенса будуть такі:
tg 0°=  0, tg 90° =  ±  00, tg 180° =  0, tg 270° =  ±  00, tg 360° -  0.

31. Котанґенсоїда — так зветься графік котанґенса. Пока­
зати, що він має вигляд кривої на рис. 4 в кінці книжки, про­
понуємо читачам. Самі ж лише зауважимо, звернувшись до 
прямокутнії трикутників АТуО, АТ 2 0 , А Т 30  і т. д., що:

AT і — ctg67°30', АТ 3 — ctg 45°, АТ3 =  Ctg22°30'
З рис. 4 бачимо, що в перших двох і в останніх двох 

квадрантах, коли збільшується кут, котанґенс зменшується 
ВІД -р- оо до — оо.

При цьому:
ctg 0° =  ;+; со, ctg 90° =  0, ctg 180° =  

ctg 270° =  0, ctg 360° =  ±  сю
Як вправу пропонуємо читачам перевірити подану тут таб­

лицю, що містить у собі в схематичному вигляді одержаний 
в цьому розділі результат, склавши її самостійно.
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tg  (90° - f  o°) =  

ctg (90° -f- a0) =

Sin (90° 4- й°) 
cos (90° -j- a0) 
cos (90° -f- a0) 
sin (90° -f- a0)

cos a°
■- sin a° ctgaJ

— sin a0 
cos v| -= ~ tg a °

ИІ!

II. “�T•_- B 80° — a° (рис. 56). Знов доповнюємо радіюс KK 
до діяметра й будуємо координати точок :  і С> Прямокутні 
трикутники _•„  і _•„Z  рівні. Залишаючи для їхніх катетів 
попередні позначення, знайдемо:

sin (180° — 4M$- a� cos (180° — я0) — - (  
sin (— а°) -�- a�  cos (— ao) =  ZD

Отже:
sin (180° — a0) =  — sin (— a0) — sin a) I
cos(180° — a0) — — cos(— a°) =  —cosa0 j ^

tg  ( l80° — a0) =  — tg  a° і 
ctg (180° — a0) — — ctg a0 j

v†

П р и к л а д и :

1. sin 150° = sin (90° -|~ 60°) =  COS 60° —
2

cos 150° — cos (90° -f- 60°) =  — Sin 60° = ----- —

2. t g  148°37' =  t g  (180° —31023') =  — t g  31»23'. 
c t g  148°37' =  Ctg (180 — 31°23')= — c t g  31°23')

36. Формули зведення третього квадранта. І. Опуклий кут 
C%:�- 180°-f-а° (рис. 57). Роблячи так, як у попередніх випадках,
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одержимо два прямокутні трикутники COD і CrODv Взявши 
цих трикутниках CD і СгОг за рівні h, a OD і ОЩ за рівні І, 

матимемо:
sin (180° -|- а°) — — h, cos (180° — а0) =  — І 
sin а° — Ь, cos а° — І,

відкіля
sin (180°-{-а0) — — s in я0, cos(180°-f-3°) =  — cosaO V

tg(180° +  a0) =  tgao, ctg(i80° +  a°) =  ctgao Y;
IT. Опуклий кут z  4 0 0  =  270«— a° (рис. 58). Доповнюємо 

радіюс ОС до діяметра. у

Прямокутні трикутники COD і 0 ,0D, .рівні, бо вони мають 
рівні гипотенузи й рівні гострі кути OCD і OC1D1. Запрова­
джуючи попередніші позначення катетів CD, C\DU 0D і 0DU 
матимемо:

sin (270° — a0) =  — h, cos (270° — a0) = — l 
sin (90° — a ° )  =  h, cos (90° — a° )  =  l.

Виходить:
sin (270° — a<>) =  — sin (90° — a0) і cos (2709 — s°) — — cos(9Ö»— a0) 
або за формулами зведення першого квадранта:

sin (2 70° — a0) — —cos a0 ' у

cos (270° — a°) — — sin a° j

Щодо останніх двох функцій, то як раніш знайдемо:
tg (2700 _  ао) =  ctg а° І у]

ctg (270° — а°) =  tg a0 j
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танґенса й котанґеііса пропонуємо графічним способом вивести 
читачам.

П р и к л а д и :  1. Виразити кожну з величин: a) sin 156°,
b) sin 238°, с) sin 310°, d) cos 170°, е) cos 205° через синус гострого 
кута.

2. Виразити: а) tgi40°, b) t g 280°, с) ctg 80°, d) ctg 190° через 
тригонометричну функцію кута, меншого за 45°.

3. Довести: коли я°, ß° і � �  е кути трикутника, то:
а) sin (а° -L- ß°) =  sin у°, b) cos (а0 —J- ß°) =  — cos у°

с) sin - j  (я0 +  р°) =  cos -1 70, d) cos -і- (a° - f  р°) =  sin ~  f

4. Показати, що:

a) sin (А — В) =  — sin (В — A), b) cos (А — В) — cos (В — 4)
С) sin (45°-j-a°) — COS (45° — a0), d) COS (45° +  а°) =  sin (45° — a°) 
e) sin (60° — a°) — COS (30° - |-  a0), f) COS (120°-f-a )  =  —  sin (30 -j-  a)

5. функції: a) sin (a0 — 90°), b) COS (a0— 180°), c) tg(a°—-270°)
d) ctg(a° — 360°) виразити через функції кута a°.

6. Визначити без тригонометричних таблиць величину:
а) sin 300, b) tg  150°, с) cos 225°, d) ctg 120°, е) sin 330°, f) cos 330°.

7. Беручи а° за менше від 45° привести sin (225° -j-«°) і 
cos (225° — а°) до функцій кута меншого за 45°.

8. Спростити вирази:

а) cos (90° -]-  a0) - | -  cos (a0— 90), b) cos (270°-|-ao) — COS (270° —  a 0) 
c) sin (360°-j-a°) — sin(360° — a0), d) sin(l80° — a°) — cos (270° — a°) 

7 sc (90° — a°) +  sin (270° - f  a°) _ tg (90° - f  a°) -f- tg (a° — 90°)
e CSC (90°-)- a ) — cos (270°—[—a") ’ '  COS (360° —  a ° )  —  sin (270°-j-a0)

40. Загальність формул зведення. Попередні формули зве­
дення ми вивели при умові, що кут а° є додатний і менший за 90°. 
Покажімо правдивість цих формул і при якому завгодно а ’ і 
при тому і додатному і від’ємному. Для цього звернемо увагу 
насамперед на те, що:

а) п р и  б у д ь - я к о м у  а° і ц і л о м у  к

sin (к . 360° -f- а°) =  Sin а° 
cos (ік . 360" -j- а°) == COS а° 
tg(fc.360°-j-a°) =  tgoC 

Ctg (к. 360° —(— a°) =  ctg a°

Дійсно, кут к . 360° -]- а °  виходить з а° через поворот радігоса- 
вектора, що утворює кут а°, на к . 360°, себто на ціле число кіл. 
Але після такого повороту радіюс-вектор бере старе положення.
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корінь даного рівняння буде 14° ЗО'. Другий його корінь знай­
демо за формулою УШ; він буде 350° — 14« зо '=  345» ЗО'. Отже, 
корені даного рівняння е я» =  14° 36° і я° =  345° ЗО’.

П р и к л а д  3. Знайти а«, коли = — і. За формулою IV, 
дане рівняння зводимо до рівняння ^  (180° — я°) =  і, після ного 
цей приклад у суті ми звели до двох попередніх. З останнього 
рівняння ВИХОДИТЬ (?1° 2).

180° — а0 =  45°,
відкіля а0 — 135°. Другий корінь буде 180°4-і35° =  315°, бо за 
формулами IV і V дійсно, виходить, що:
^  3150 =  (180« _|_ 1350) =  і,д 135° =  ^  (180° — 45») =  — ід  4 5 °=  — 1.

П р и к л а д  4. Дано Ідя° =  | / | | | ; знайти а0. Цей приклад

зручніше розв’язати за допомогою логаритмічних таблиць.

Отже,

І§  tg  а0 == 2 ,458— Ід 3,567)

^  2,456   0,39023
^  3,567   0,55230

83Т93
1 д ід а ° ..................................9189в

а0 =  89° 41' 7".

Це буде перший корінь даного рівняння; другий його корінь 
буде (71° =  36, Уі).

я°х =  1 8 0 ° 3 9 °  41' 7" =219° 41' 7"

П р и к л а д и  й з а д а ч і .
Знайти корені рівнянь в інтервалі від 0° до 360°:

V 21. соє а0 =  — -—— , 2. сід я0 == — 1,

л /  з
3. ЄІпа0 =  — — тг,иі 4. сіда° =  — У

- . V /  6,2576. 008«» =  -  у 8 л іт в. й п .» — *і.» 6,356
7. Бік рівнораменного трикутника дорівнює 627 м, а площа — 

1625 м .̂ Знайти кут при вершку.
8. Об'єм конуса 9174,6 см3. Знайти під яким кутом до основи 

конуса похилі його твірні, якщо висота його доріошое із  см.
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бо й той й другий вписані і спираються на ту саму дугу '%�  
Отже, в прямокутньому трикутнику ':ˆ  катет

відкіля
4�- „  sin а»,

7
 ��  а 	

„

Щоб довести правдивість теореми для тупого кута '�  прове­
демо діяметр через точку C й другий кінець його ˆ � сполучимо 
з вершком :�  В результаті одержимо прямокутній трикутник АСЕі 
з прямим кутом при вершку :�  В цьому трикутнику катет

f�� �„  sin ˆ � >
але

, / £ і + р о =  180»,
бо ці вписані кути спираються на дуги C':  й Cˆ:�  які в сумі 
складають ціле коло, а тому

f�-�„  sin , /  ˆ�  =  „  sin (180° 
Значить, і для цього боку

f

p°) =  D sin [Зо

sm l„� II.

Сполучивши точку ˆ  з вершком C��G прямокутнього трикут­
ника ˆC:  так само доведемо, що

Написавши, нарешті, рівності I, II і III в ряд, одержимо те, 
що треба було довести.

З доведеної теореми звичайно користуються, розв’язуючи 
такі дві задачі на скіснокутні трикутники:

У т р и к у т н и к у д а н о :  б і к а і д в а п р и л е г л і д о н ь о г о  
к у т и  р° і � °. Т р е б а  з н а й т и  р е ш т у  й о г о  е л е м е н т і в :  
д в а  б о к и  f  т а  с і т р е т і й  к у т  а0.

У т р и к у т н и к у  дано:  д в а  б о к и  7 та  8 і к у т  пр о т и ,  
о д н о г о  з них,  н а п р и к л а д ,  а». Т р е б а  з н а й т и  р е ш т у  
й о г о  е л е м е н т і в :  т р е т і й  б і к  с і  д в а  к у т и  {1° та -у°.

Порядок розвязування першої задачі. Насамперед шукаємо: 
1) третій кут а° — 180° — (р° +  т°)> 2) діяметр описаного кола
D — , потім з рівнянь II і I I I3) визначаємо боки df�-�„  sin (1°)

і С=*Ввійу°.
Числовий приклад.

а =  51,762, £0 =  56°24'17" І у0 =  52°24'37"
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г ил е ж- них  к у т і  в в і д н о с и т ь с я  до т а н ґ е н с а  п і в п і з -  
н и д і  т и х  ж е  к у т і в .

Зберігаючи звичайні позначення, треба довести, що

Беручи а >  Ь, відкладаємо вздовж простої ВС по обидва боки 
від точки С відтинки CD і CD, рівні Ь. Сполучивши точки 
D і Di із вершком А, утворимо низку трикутників, серед яких 
для нас особливо важливі ті два, в які увіходять відтинки 
о +  & і а — ь. Такі трикутники будуть BAU  і  BAD,. Застосо­
вуючи до цих двох трикутників теорему синусів, одержимо дві 
пропорції

а -j- Ь с . а — 5 _  с
sin P�� QPB� VV sinD 1 sin W� QPB�� V sin P��PB�2

Далі для доказу треба всі кути, що увіходять до цих двох про­
порцій, виразити кутами трикутника.

На підставі теореми — зовнішній кут трикутника дорівнює 
сумі внутрішніх нееуміжних з ним — маємо з рівнораменних 
трикутників A.CD і ACD,:

Z D =  і L AD ,B=  L  A CD,-f-Z CAD, =  f  +  -- - ° 2..Y° -  90°-f t . .

a +  6 tg |( a O  +  po)

U Ь tg y (« 0  — ß°)

Рис. 64.

Щодо останніх двох кутів, то

Z BAD шс Z H H C + Z  CAD =  a0 -j- =  —° І і !  =  .а° +  ^° +  ї0)

��� 1 - � � 8 � ) � � 09 #��� *� : � ) ; �
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У т р и к у т н и к у  д а н о  д в а  б о к и  7 й 8 і к у т  між 
ними у0. Т р е б а  з н а й т и  р е ш т у  й о г о  е л е м е н т і в :  б і к  
\  і к у т и  70 і ,3°.

Порядок розв’язування цієї задачі такий. З" останньої про­
порції знаходимо:

^  2 ^ �3 � �

d7�-�8$ (а° +  Р°)

7.

Що в правій частині цього рівняння всі величини дані, то можна 

кут (*° — р°) вважати за відомий. Хай

^  (а0 —  р°) =  т°.

Розглядаючи це рівняння поруч другої«.

і (20 +  ро) =  90? — I -

одержимо систему двох рівнянь з двома невідомими а0 і 
Почленно складаючи й віднімаючи їх, знайдемо:

7|��  90° -

90°

.‚ 5

/ �

0̂
т
V*)І

Маючи відомими всі кути, з пропорції 

демо і третій бік:

С =
7 він у0 
б іп  а 0

7
БІП 7е б іп  а0

знай-

Ч и с л о в и й  п р и к л а д .
7�-  573,45, 8 — 389,34 І 70 =  36°36'36" 

Щоб обчислити кути, кладемо в основу формулу:

>8 —  (а® — р°) =  ^ ( а  — 6) +

Попередні І
573,45 , 573,45
389,34 k  389,34

. 8  =  184,11; 7 - 8  962,79;

90°
18°18'18" -4-у0

�
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Обчислення ~  (а0 — £°)Сі
\%{а — Ь )........................ 2,26507
lg tg(a°4-P0)' . . . . .  0,48041

2,74548

1 g(ffl-fb) ...................  2,98363

I g t g ^ f a 0— И  * • - 1,76195

4 -  (я0 — р°) =  30°1'46"

Обчислення кутів 

�  (а« — ро) =  зоп'46''
Сі .

4 - { а ° . - Н 0) =  71°41'42Сі

я° =  101<>43'28" 
ро=  41°39'бб"

Бік с обчислити в даному разі краще за формулою
lg с =  lg 6 -(- lg sin 7° — lg sin p°.

I g b .......................  2,59033
lgsiny0 ................  1,77551
' '2,36584
lg sin P ° ................"Ї,82268
lgc . . . . . .  . 2,54316

c =  349,27.
Щоб перевірити розв’язку, можна й тут скористуватися з фор­

мул Мольвайде.
Звичайно, якщо треба обчислити лише один бік с, то краще 

його обчислити за другою теоремою и°41, особливо, коли довжину 
даних в умові боків а та & позначається невеликими числами

П р и к л а д и .
Знайти решту елементів трикутника, коли дано:

1. а =  5,і b =  з і у0 =
=  52° ЗО'

3. &= 6002, с =  6758 І 
а0 — 32° 44' 1Ь"

2. а — 82, 723'; С =  70,518 І 
^  =  40° 24' 17"

4. а — 524, С =  618 І
=  62» 34' 17"

б. У трикутнику знайти третій бік і два прилеглі до нього 
кути, коли два інших боки утворюють кут на 35° і дорівнюють 
52 М і 40 м.

6. У трикутнику знайти два кути, коли відношення боків, 
що утворюють кут на 56° 24' дорівнює 3:8.

7. У трикутнику знайти третій бік, коли два інші утворюють 
кут на 50° і дорівнюють 100 М І 200 м.

45. Формули визначати кути трикутника через його боки й 
четверта задача на скіснокутні трикутники. Щоб одержати за­
значені в заголовку цього п ���������  формули, впишемо в трикутник 
� � �  коло. На підставі властивостей дотичної до кола, радіюси
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�&��	��1�� ���	N� &'��-�-��� �� ,�2��� ��,����N� &-'&-����(��'��� ���
A����� ,'��(,���	N� m	� &'��,�� О А, ОВ� �� ОС� &�����>,�� C�1�� �(,��
�	���J�� �	� ��,	���+� 4	(�	@-���+� 4� &'�+��(,��/� ,'��(,������
АОСи ВОАі� �� СОВь� +	J+�T

N� 	g� Г ,� �g� I� �� N� ?g� Г� ,
n • ` � W GGGGGGGG� nt G� } # �W GGGGGGGG� 1� s{`�# W GGGGGGGG� �
 � �� m� А С і’� �� �� В А 1> ° � �� СВі

�� 4	�	2(� +�� 4�-��� ��� ��4�	2-���� 2-'-4� A���� а, Ь� �� �� ���,������
АС і, B A j, СВ,� �� '	��>�	� г� �&��	��1�� ���	�� %�4�	2	>2�� <�� ���B
,����� ���&������� х, у � �� г� +�� �	� &���,	��� '�����,-C

АСг�W �АВ, СВі�W �САі� $�ВАг�W �ВСХ
& 9��,�2��� 4� ������ ,�2���

��� ���	� '����:N� O�A�4�	CB
,�� х, у� �� 2 ,� +	,�+-+�� ��B
�,-+(� ,'��/� '������T

х
У-

■у- ■■���
а

Z х — Ь.
%�2�-���� ���	�	>2�� ��N�
��-'@�+�T

2 х�_‚G�2 у �G}G�2 s�#� a�G•G�Ь с�
	A�T

�-N� ��� 4��2	C��N� р ~  {а� ��GYG�:�� �����+	>2�� ,-&-'� 4� ��,	�B

���1�� '�������N�&���������� &-'5�� ,'�N� 4�	C�-+�T

х —  А С і ~ р  —  а, у —  В А ї - р  —  Ь� �� г�M �СВ1 =  р —  с
V�A� ��4�	2�,�� г,� ����,�� 4	(�	@�,�N� O�� &'��,�� О А, ОВ � �� ОС 

&�����>,�� &'�+��(,���� АВ С � �	� ,'�� ,'��(,����� ВОС, СОА � ��
АОВ,� (m � � � / � ������� 4A�1	>,���� 4� A��	+�� �	��1�� ,'��(,���	N�
	� ����,�� ��'���>>,�� '	��>����� г.� �,@-N�&��O	� ,'��(,���	� А В С

4�����T

	1� N�  1

	A�� ������	��5-T

, _ � 1 �9	 Z ъZ �: W гр>

г 8_
Р

- У  у ( р ~ а) (Р — Ь)�9'�# 8:� Vір �#� а) (п — Ь� 9��#��: %
Р



Обчислення боків.
1 I [ .......................  0,07830 3I [ ......................... 0,07830
3?d��-�7$� �� � . .6,10721 k (@ �-�1h$� l� l . .0,53656

7M 1,97109 ЄР 1,64174
�% ЙО
—  . . . - 43° 5' 39" =  190 п '  40"
а0 . . . 86° 11' 18' {53 =  38° 23' 20"

Щоб мати змогу перевірити результат розв’язування за до­
помогою рівности а0 +  {50 +  у °=  180°, третій кут у0 обчисляємо 
тим же способом, як і перші два:

L [ .......................  0,07830
Ід d� -�\$  ........................ 0,36793

.......................  1,72037

=  . . 27° 42' 39"
1 M��  . . 55° 25' 18"

Перевірка:
86° 11' 18"
38° 23' 20"
55° 25' 18"

179° 59' 56"
Одержана тут неточність на 

логаритмічних таблиць. 
П р и к л а д и .
Знайти кути трикутника, боки

1. 7 —- 3,7, 8 3, \  1,3,
� . 7 =  528,7, 8 =  356,9, с =  624,9;

N ^
\  Ч > Ч

\ !
X .

Рис. �� .

пояснюється наближеністю

якого:

2. 7��  56,25, 8 =  38,24, с =  49,26 
4 .0 = 7 9 4 , 8�-  824. с =  364.

З м і ш а н і  з а д а ч і .
При вимірюванні непри­

ступного предмету можуть 
бути два випадки.

1. Продовження бази ��  
проходить через основу пред­
мета (рис. 66). В цьому випадку 
вимірюють кути ВЛ, :��(; ' 1� :3 
та довжину бази C'�  Знайти ви­
соту предмету &С, коли придих 
вимірах знайшли: [_ 8 C1(: 1� -  
=  62°24'37",1_&Ві С'1=40°25'39", 
C ' �  1005 м. Висота кутомір­
ного приладу 1,5 м.
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2. Продовження бази А В не проходить через основу предмету 
(рис. 67). У цьому випадку вимірюють опріч бази А В  такі три- 
кути: GAB, СВА  і СА8. Знайти висоту
предмету за такими даними: АВ =  ^
=  300 м, Z САВ  =  50° 24' 36", -L GBA �
— 32̂> 24' 15" і / 0 4 5  =  22° 15' 14"

3. Перший випадок можна присто­
сувати до визначення висоти хмари.
Для цього в якіинебудь вертикальній 
площині, що проходить через край 
хмари 5, вибирають два якінебудь 
пункти А і В. Потім вимірюють базу 
А В  та кути SAB  і SB А. Знайти ви­
соту хмари, коли при цих вимірах ‘ 
знайшли: ПВ=2350 м, SAG  =  80°25',
S B A =  500 зо'.

4. Другий спосіб визначати висоту 
хмари. Визначивши на поверхні землі 
таку точку А, яка була б в одній 
вертикальній площині, що проходить 
через край хмари К  і сонця, вимі­
рюють: .1) AT, віддаль тіні хмари Т�
до пункту спостереження А; 2) ку­
тову висоту сонці над горизонтом,
себто /_STA і, нарешті, /  КАТ. Зцайти висоту хмари, припу­
скаючи: А Т =  568 м., А , К А Т =  72° 52' £ S T A  =  68° 24' (рис.68).

5. Третій спосіб визначати висоту хмари. Спостерігач з маяка М 
вимірює: 1) кутові висоти сонця й хмари над горизонтом МИ, 
себто кути SMHi =  a° і Х М Н =  °̂, 2) кут Н М Т  —  'і0, утворений

\ / 
■А 'і—

Рис. 67.

<
&
к 'р

і
Ч ^Ч

/
U

Рис. 68.

S
щ -ї

промінем зору МТ, спрямованим до тіні хмари Т, з горизон­
том МН. Знайти за дими вимірами висоту хмари над горизонтом, 
коли висота маяка й (рис. 69).

6. Щоб знайти віддаль між точками А Й В  земної поверхні
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����� +�@� ��+�� �-� +�@�	� &'��-�,�� A	4�� 9&-'-5���@	>,�� 1�'	N�
A(������ ,�O�:N���A�'	>,�� ,	�(� ,'-,>� ,�2�(� С,� 4� ����� &'��,(&���
�A����� &-'5�� ,�.���� 9'���� ? :�� %����� <��1�� ��+�'>>,�N�A	4�� АС� ��
ВС��� �(,� +�@� ��+�� АС В.� ��	C,�� ����	��� АВ � �4��5�T

€:� x ? W �) � � ;N� ВС — �?� � +� �� r � АСВ = �3�g� �)mX

0 �� АС = ��	�N7� М, )9?W3�7N?� +N� ��А. АСВ —�)�g� �3m�1".

?�� "	C� ,'-A	� ��+�'�,�� ����	���+�@� ���+	� ,�2�	+�� 3� C� В,4-+B
���� &��-'/��N� 4� ���/� ���	N� �	&'���	�� В,� J� �-&'��,(&�	�� � ���
<��1�� A-'-+�� ,'-,>� ,�2�(� С� �� ��+�'>J+�� A	4(� АС� ,	� �(,�� АСВ�
�� ВА С.� 9'��T� ? 1:� ��	C,�� ����	��� � � В,� ����� &'�� <�/� ��+�'	/�
4�	C5��T� АС — 320� М, А АСВ — X"�  �3m� $�А. ВАС 1  �7g� �3m

Р с 72. Рис. 73.

7�� V�A� ��+�'�,�� ����	��� +�@� ���+	� �-&'��,(&��+�� ,�2�	+��
А � �� В� 4-+���� &��-'/��N� &'��-��� A	4(� СБ — �� � �� �� ��� ���<�/� С�C�) �
��+�'���� �(,�T� АСВ�W �	 N�ВСІ) — ^  АБВ �W �( ���СБА —��g�� %��	4	,�N�
O�� <�/� ��+�'��� ����,�N� O�A� ��4�	2�,�� АВ� 9'���� ?�:�

0�� D�4�E�4	,�� &�&-'-��>� 4	�	2(� 4	�,	��+�� �	��+�T� й —��)��+N
	gW � ) C� ���N� ]��W ��3\� )0E� W �37C� �3m� �� �•�W ��N� � �?m

10�� V�A� ��+�'�,�� �(,� 	 � +�@� ���+	� �(��<�+�N� �-� ��'��,(>B
2���� �(,�+�'��+� &'��	��+NN� (4���@� �/� A����� �����	��� ���,����
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C : �  16 м і ' ' � — 18 м, а потім виміряли віддалі C' ��  20 м, 
Сі? =  22 М І : ' �  10 М (рис. 78).

Визначити за цими даними кут 7|
11. Знайти площу трикутника, якщо дано бік 7 і два кути 

Р° і т°.
�� . Кроква двоскоченого даху, що покривав приміщення за­

вширшки б м, утворює з горизонтальною площиною кути 36°' і 
62°. Знайїи площу поперечного перерізу горища.

13. Щит трикутньої форми спирається вершком на верти­
кальну стінку і утворює а поверхнею землі кут а0. Знайти вели­
чину площі щита, якщо бік, що ле­
жить на землі й дорівнює а, утворює 
з проекціями двох інших боків кути 
Р° І 7°-

14. 2H правильній 4-стінній піра­
міді, бік основи якої є 7� а дво- 
стінний кут при основі а0, прове­
дено площину через бік основи під 
кутом р° до неї. Знайти висоту пере­
різу.

16. Трикутник з боком 7 й ку­
тами і � ° обертається довкола 
даного боку. Знайти об’єм обертового 
тіла.

16., Карло Беригардт, німецький 
математик, запропонував такий на­
ближений спосіб будувати правильний многокутник. Розділивши 
діяметр 3 кола на /  рівних частин, відкладають на продов­
женні двох перпендикулярних радіюсів два відтинки рівні 
�— . Кінці одержаних відтинків ˆ  і Р  сполучаємо простою ˆˆ�

одну точку перетину якої з колом позначаємо ' �  Відтинок :' , 
де :  є третя точка ділення діяметра, можна я достатньою точ­
ністю вважати за бік правильного я-кутника (рис. 74).

Перевірити допустимість такого будування правильного много­
кутника на 7-кутнику й 9-кутнику.

17. Кулю вагою на і т прив’язано кодолою до вертикальної 
стінки і вона лежить на похилій площі. Знайти натяг кодоли 
й тиск кулі на площу, якщо площа похила до горизонту під 
кутом 33°, а кодола утворює із стінкою кут 42° (див, задачу 40 
на стор. 60).

18. Знайти натяг дроту, що на ньому висить електричний 
ліхтар вагою на 1,76 кг, коли кінці дроту прив’язані до гори­
зонтальної стінки і утворюють з нею кути 37° і 42° (див. за­
дачу 41 на стор. 50)
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19. З двох площ, лінія перетину яких на землі, одна похила 
горизонту під кутом 39°, друга — під кутом 52°. Знайти тиск

на них кулі вагою на 2 т, що ле­
жить між ними (див. задачу 43 на 
стор. 50).

20. До набережного зводу (рис. 
75) причеплено вантаж на 3 тонни. 
Визначити силу стиску на укосину 
і силу розтягу поперечини, якщо 
прилеглі до його стояка кути до­
рівнюють 136° і 27° (див. задачу 47 
на стор. 50).

21. Фігура 76 є схематичний ри­
сунок корбового механізму, в якому 
Т Т — толок, СІ)— стебло, К — ков­
занець, К Е—гонок і нарешті, ОЕ— 
корба. Припускаючи, що корба 
обертається рівномірно з швидкі­

стю ' <о3 .знайти віддаль ковзанця до вала О через Ь секунд, 
якщо напочатку руху <р =  о. Радіюс корби — г, а довяшна 
гонка— І.

22. Знайти, якого вигляду набирає одержана в попередній 
задачі формула, коли припустити, що на початку руху:

1) <$ =  180°, 2) <р =  90°, 3) =

Л
т

--- - - с

Q < )
і

Риє. 76.

23. Хай сила, що рушить толок у напрямі ковзанця, дорів­
нює Р. Знайти тиск Р, на вісь гонка, в той момент, коли гонок 
складає з віссю циліндра кут р°.

В к а з і в к а .  Силу Р  розкласти вздовж гонка й у напрямі, 
Перпендикулярному до осі циліндра.

24. В момент, відзначений у попередній задачі, знайти силу, 
що стягує корбу й силу Т, що її обертає, якщо кут між корбою 
й віссю циліндра є <е.

В к а з і в к а .  Розкласти силу Ръ уздовж дотичної в точці Е  
й радіюса.

25. Визначити той кут <5 в задачі 24, при якому тиск на вісь 
гонка буде найбільший.
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3�� �� ���/� ��	�'	�,	/� ���(�� ,	� �����(�� +	>,�T� 	:� ���	�����

4�	��X� A:� '�4��� 4�	��`� S��� 4�	��� +	>,�� ,	�=-��� ,	� ��,	�=-��N�
����� ���(�� ,	� �����(�� +	>,�� 	:� ���	����� 4�	��X� A:� '�4��� 4�	��`

)�� V�� '�A�,���� 4��-��2���>� ,'�1���+-,'�2��/� �(��<�CN������
+�� 4+��>J+�� '	��>�G�-�,�'`

��� �	� &���,	��� ���/� +�'�(�	��� +�N����2	>2�� ��	�,����,�� ,'�B
1���+-,'�2��/��(��<�CN� +�@-+��4	�@��� ��'��,(�	,����4� '	��>�	G�
�-�,�'	�W ��̀

?�� ���-��,�� &'	������,�� �������/� '������� ,'�1���+-,'��� ����
�(,��� �'(1�1�� ��	�'	�,	�

7�� �m����/� ��	�'	�,	/� ���(�� J� �(��<��� �&	��	`� �� ���/� ��	G�
�'	�,	/� ,	�=-��� J� �(��<��� '��,(2	`� % ' � + � , � 	 � � ��4�	2-����
'�-,(2A�����&	����� �(��<�������� (�?� 4	&�,	����4�&-'5�1�����<-�,'(�

0�� �������,�� 4+��(� ,	�=-��	� 4	�-@��� ���� �(,	N� &���	�5�
¤� N� �� Uq~�	¤в �����(� ��'+(�(� no € � W �# G]

� �� .�+(� дорівнюють Sin 270°, ctg  360°, COS 180° І tg  270°.
���� �� ���+(� ��	�'	�,�� �-@�,�� �(,N� ��O�� �:� ���(�� C�1�� J���B

�	,��CN� 	� �����(��#����EJ+��C`� �:� ���(�� �� �����(�� -� ���EJ+��`
���� ���-�,�� ��'+(��� 4�-�-���� ���� �(,��� ,'-,��1����	�'	�,	�
���� ���-�,�� ��'+(�(� 4�-�-���� ���� Uq~�9�? g�G•G�	¤:NN� &��	�5��

�(,� �? g�Z �	g� ��� �7 g�3G�90 g�G�G�	 :�� ���-�,�� ,	��@� ��'+(�(� 4�-B
�-���� ���� no�9�� g�#� 	 :�

�3�� S��C� ��1���� +	J� ��'+(�	� ���� &��O�� ,'��(,���	N� ��O��
�(,� +�@� �	��+�� A��	+�� ��'���>J� ����

G�)�� 8������� J� �������/� 4	�	2� �	� �������(,���,'��(,����� �����
�/� ��'+(�>>,�`

���� G8��'+(�>C,-� ,-�'-+(N� O�� 4	� �->� '�4�E�4(>,�� 4	�	2(T�
	:� �	��� ��	� �(,�� C� A��� +�@� ��+�X� A:� �	��� ��	� A���� C� �(,� +�@�
��+��� %��	4	,��&�'����� '�4�E�4(�	,�� <�� 4	�	2��

�?�� ���-��,�� ,-�'-+(� ,	�=-����� ,	� ���(����
�7�� S�	� ������	� 4	�	2	� +	J� ���� '�4�E�4��� C� ����`
�0�� %��	@�,�� ��'+(��N� 4� ���/� ������,���� ��'��,(�	,���N���B

4�	2	>2�� �(,�� ,'��(,���	� 4	� ,'��+	� C�1�� A��	+��� .�� +�@�	�
��4�	2�,�� A���� ,'��(,���	N� ����� �	��� ��5-� �(,�� C�1�`
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20. Які виміри треба проробити, щоб визначити висоту не­
приступного предмету; і) коли база проходить через основу 
його? 2) коли база не проходить через основу його?

2?. Які виміри треба проробити, щоб визначити 1) віддаль 
неприступної точки? 2) віддаль між двома неприступними 

точками?
22. Складіть таблицю вартостей тригонометричних функцій 

для кутів кратних 30° або 4-У> в інтервалі від о° до 360°



Т Р Е Т ІЙ  К О Н Ц Е Н Т Р

$������	����
@%A�( � (

&Z7�.<� �Y� Œ.$.� )<.Z7S/9

46. &	���� � В геометрії розглядають відтинки, не вважаючи на 
їх напрямки. З цієї причини з погляду геометрії відтинки CX'X 
і ' XC X треба вважати за рівні незалежно від того, в якому на­
прямі вони лежать і в якому напрямі ми їх вимірюємо: від 
точки C" до '"  чи, навпаки, від точки ' "  до C "� Але деякі пи­
тання, особливо з прикладної математики, примушують нас від­

різняти відтинки простої не тільки величиною, але й напрямом. 
Наприклад, у механіці силу ˆ  кг позначають відтинком зав­
довжки ˆ  якихнебудь лінійних одиниць (рис. 78). Отже, з по­
гляду механіки відтинки C'�� C X'X  і C2'&�  що графічно позна­
чають величину й напрям сил ˆ�ˆX  і ˆ&� вже не рівні, як не 
рівні і задані сили ˆ�� ˆ "  і ˆ �.  Питання, подібні до щойно зга­
даного, в яких розглядають не тільки ту або іншу фізичну ве­
личину, але беруть на увагу і її напрям, сприяли тому, що 
в математиці почали розглядати поруч відтинка простої і в е к- 
т о р  — так звуть відтинок з певного довжиною, що в ньому по­
значені п о ч а т о к  і к і н е ц ь .  За напрям вектора вважають 
напрям від його початку C до кінця '�  Вектор позначають або 
одною літерою, або двома, поставленими в крайніх його точках; 
в останнім разі, на першому місці ставлять ту літеру, що стоїть

Курс тригонометрії—7» B ,



�	� &�2	,�(�� S�O�� �	� ���C�-A(��� &'��,�C� ОХ�-� �-�����	��-�,�'���
0 2 �� 0 � 2 �� 0 "2 " ................. N� ,�� ,�� �-�,�'�N� O�� �/��� �	&'�+�� 4A�B
1	>,���� 4� �	&'�+�+� �	+���&'��,��� ОХ�9<-C� �	&'�+� +�� ,-@� &�B
4�	2	,�+-+�� �,'����>:� ��	@	>,�� 4	� ���	,��N� 	� �-�,�'�� 4� &'�,�B
�-@��+�� �+� �	&'�+	+�� 4	� ���EJ+���� %-'-�� �-��2���>� &-'5�/�
�-�,�'��� �,	���,�� 4�	�� 	� &-'-�� �-��2���>� �'(1�/� 4�	�� #�
�,@-� 9'���� ?0:N� ��O�T

АВ =  +  Р,�
,�

А і В ^  — Р.

X

D���� ?0�

��	� �-�,�'�� ��	@	>,�� 4	� '����N� ��O�� ����T� �:� +	>,�� ���	B
���(� ���@��(N� �:� ����� ����� �	� '����A�@��/� &'��,�/� �� �:� +	>,�

О
0 а 3 X

3 � 3
D���� 7 �	�

���	����� �	&'�+��� �1����� 4� <�+�� ��4�	2-���+�� '����� �-�,�'��
A(�(,�� АВ, А ХВХ� �� S���� 9'���� 7 	:X� �	�&	��N� �-�,�'�� �	� '�B

�(��(� 7 a� �-� A(�(,�� '����+�N� A�� ����� 	A�� �	� &-'-/'-���/� ��B
���/N� ��� �	&'���	�N� �-�,�'�� СВ, СіВ і��� С2В 2,� 	A�N� ��� СВ� �� САВ Ь�
/�2	� �� �	� ����C� &'��,�CN� 	�-� +	>,�� &'�,��-@��� �	&'�+��

47. Поняття про проекцію. ��4�+�+���	�&��O���������(�&'��,(�
ОХ� 4� ���	,��+� �	&'�+�+� ���� О� ��� ¦ � �� ,�2�(� А � &�4	� �->�� 8&(B
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стимо з цієї точки на нашу просту перпендикуляр АВ. Основа 
цього перпендикуляра, точка В, як відомо, зветься проекцією 
точки А  на просту ОХ, а сама проста ОХ— віссю проекцій. 
П р о є к ц і е ю  в е к т о р а  на  в і с ь  ОХ з в е т ь с я  н о в и й  в е к ­
тор,  п о ч а т о к  і к і н е ц ь  я к о г о  з л и в а ю т ь с я  з п р о е к ­
ц і є ю  п о ч а т к у  і к і н ц я  д а н о г о  в е к т о р а .  Отже (рис. 81):

пр. ((?!))<» =  В Д .

Рис 81.

Згідно з попереднім, проекція вектора буде додатною, якщо її 
напрям зливається з напрямом осі ОХ і від’ємною в противному 
разі. Наприклад, проекції векторів CD і MN на вісь ОХ будуть 
додатні, а векторів E F  і KL  — від’ємні. Змінивши напрям век­
тора, ми разом з тим змінюємо також знак і напрям його 
проекції.

48. Співвідношення між вектором та його проекцією. Вісь 
проекцій ОХ з кожною іншою простою АВ  утворює, власно, чо­
тири кути: AGO, ОСВ, ВСХ і ХСА. Щоб усунути цю многознач- 
ність, умовимось надалі за кут між віссю проекцій і кожною 
іншою простою АВ  з позначеним на ній додатним напрямом, вва­
жати кут між додатними напрямами цих простих. За цією умо­
вою кутом між простими ОХ і АВ  буде 1_ХСВ або його допов­
нення до 360° (рис. 82). Перший кут виходить від обертання 
осі проекцій ОХ навколо точки С в напрямі, протилежному ру­
хові годинникової стрілки, а другий в напрямі, що збігається 
з ним. Щоб відрізнити ці кути один від одного, перший кут 
звуть додатним, другий — від’ємним. Надалі там, де нема окре­
мого застереження, мова мовиться про додатний кут. Маючи це 
на увазі, позначене в наголовку цього п° співвідношення можна 
зформулювати так:

Пр о є к ц і я  в е к т о р а  і з н а к о м,  і в е л и ч и н о ю  з б і ­
г а є т ь с я  з з д о б у т к о м  с а м о г о  в е к т о р а  на  к о с и н у с  
к у т а ,  у т в о р е н о г о  в і с с ю  п р о е к ц і й  й п р о с т о ю,  що на  
лій є п р о е к т о в а н и й  в е к т о р .

Для доказу насамперед розгляньмо той випадок, коли напрям 
вектора АВ  збігається з напрямом простої, що на ній він є, ко­
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ротше кажучи, коли в е л и ч и н а  в е к т о р а  д о д а т н а .  Але і 
при такому обмеженні доводиться розглядати чотири окремі 
випадки, залежно від положення простої c•  щодо осі %X� Всі

X

ці випадки — вони подані на рисунку 83 d7�� 8�\ й й) — ми розгля­
немо разом.

Провівши через початок C кожного вектора C'  просту C'�  
рівнобіжну з віссю %X� утворимо чотири прямокутні трикутники;

всі вони позначені на рисунках через TU•�  Хай довжина катета T•  
в цих трикутниках дорівнює    (величині додатній). Тоді і зна­
ком і величиною;

 �-�TU  cos 1D�UT•�
В двох крайніх випадках (рис. 7 і �$� де напрям проекції 

вектора зливається з напрямом осі %Xš

пр.(А5)ох==д,
в двох середніх (рис. 8 і с), де згадані напрями протилежні,

пр. (АБ)ох — —  �
Отже, в двох крайніх випадках

пр. (C'$	"  — А В . cos 1D�UT•

� 4 4



	� �� ���/� �-'-���/

&'�� {АВ)ох =  -  А В ��‹tU�[_ BAL.

d�-� ��'	@	>2�N� �	'-5,�N� �� ��@��+(� ��&	��(� /_ BAL  2-'-4�
�(,�� 	gN� O�� (,��'>>,�� &'��,�� M N  4� ����>� ОХ, 4�	C�-+�N� ���'�B
�,(�	�5���� 4� ��'+(�� 4�-�-���N� O�� &'�� ��@��+(� &���@-����
&'��,��T

&'�� (АБ)ох — АВ ‹tU� ( і)

V�A� ��,	,�2��� ���-�,��'�41���(�	�(�,-�'-+(N� ,'-A	�&��	4	,�N�
O�� �� ��-'@	��+(� '�������� 4�	�� ������2	�,����4A�1	J,����4�4�	��+X�
&'	����� j-� �� ��@��+(� ��'-+�+(� ��&	��(�&��	4	,���-1���� ��C���N�
4�-',	>2���N� �	&'���	�N� ��� ,'-,��1�� ��&	��(� 9'&��� �:N� A	2�+�N�
O�� ���	� 2	�,��	� '�������� 9�:� ���EJ+�	N� A�� �	&'�+� &'�-�<��� &'�B
,��-@��C� �	&'�+���� ���� �"N� 	�-� ���EJ+��>�A(�-� ��&'	�	� 2	�,��	�
C�1�N� A�� ���	� ���	�	J,���� 4� ���/� 2�������N� 4� ���/� ����N� �-�,�'�
АВ,� 4	� (+���>����	,��CN� 	� �'(1�C� ‹tU� а°� ���EJ+��CN� A�� 	g� J� �&(�B
��C� �(,� +-�5�C� 4	� �? g�� %-'-����2�,���� �� 4A�@���,�� 4�	����
у '�����,�� (1) в ��5�/� ,'��/� ��&	��	/� &'�&��(J+�� 2�,	2	+�

с

��� <��1�� 2	�(� +�� +	��� �	� (�	4�� ,�C� ��&	���N� ����� �	&'�+�
�-�,�'	� 4���	J,���� 4� �	&'�+�+� &'��,��� MN. d�-� ,-�'-+	� &'	�B
���	� �� �� ,�+(� '	4�N� ����� <�� �	&'�+�� &'�,��-@���� ��C���N� O�A�
&-'-C,�� ��� <��1�� ��&	��(N� ����,�� ��5-� �� '	��5� '�41���-��+(�
��&	��(� 4+���,�� �	&'�+� �-�,�'	�� d�-� &'�� ,	��C� 4+���� �� '�����,��
9�:� 4+��>J,���� ����2	���� 4�	�� �-�,�'	� АВ  �� C�1�� &'�-�<��N�
&'�� (АВ)ох, �� ,�C� 2	�� ��� ‹tU�	 G4	��5	J,���� A-4� 4+����

49. Проекція ламаної лінії. % ' � - � < � � � � 	 + 	 � � � � � � � � � N �
� 4 � 	 2 - � � 1 � � � 	 & ' � + ( N � � 	 � � � � � � � � � J� � - � , � ' � � � � ' � � B
�>J � & ' � - � < � � � � - � , � ' 	 N � O� � � & � � ( 2 	 � � � � � � � � < � � � "	C�
ABODE� �� �	+	�	� ������� �'-A	� ���-�,�N� O�

(ABODE) ох�W �&'��(АЕ)ох



Довести це неважко. Дійсно,
пр. {ABCDE)ox — np.(nj3)oxr-}~ пр.(ІЗ(7)ох ~р пр. (GD)ox~\~пр. (DE)ох•
Але

пр. { А Б ) о х  =  А \В і  
пр. {ВС)ох =  ВхС\ 
пр. (CD)ox ~  CtDx 
пр. (DE)ox — DxEx

Отже,
пр. (ABCDE)ox =  (AxBx+BxCxi-CtDx)^ DxEx == І Д + В Д .
З двох доданків А гБі і DtEx, перший додатний, а другий 

від’ємний, а тому остаточно:
пр. ]PQLBC^cd�e�P FC d�«-цр. M0A^H�6 

РОЗДІЛ ї ї

ТРИГОНОМЕТРИЧНІ ФУНКЦІЇ СУМИ ДВОХ ДУГ

50. Синус та косинус суми двох дуг. Попередній ухил від 
безпосередньої нашої теми нам треба було зробити для того,

щоб розв’язати таку 
задачу: дано чому до­
рівнюють sind0, cosa°, 
sm,3° і cosß°; знайти 
sin(a°-f-ß°) і cos (d°-f-ß°). 
Той спосіб розв’язу­
вати дану задачу, що 
його тепер ми додер­
жуватимемо, правди­
вий для кутів а° і ß° 
з довільною величиною 
й знаком.

Візьмімо систему 
координат ХО Y. По­
вернувши її навколо 
початку О на будь- 
який кут а0, одер­
жимо нову с и с т е м у  
XxOYx. Хай радіюс- 
вектор OD — 1 скла­
дає з новою віссю X, 
довільний кут ß°. Тоді 
той же радіюс скла­
дає з старою віссю X  

кут а° -{- р°, що його синус та косинус нам і треба знайти. Для цього 
насамперед будуємо координати точки D, кінця радіюса-вектора



і в старій системі 5• t  і в новій XR%2"� В першій системі 
координати цієї точки будуть (%ˆ , ž„$�  а в другій d•Ÿ�� Ÿ„$�  
За нашою умовою (0.0 =  1) на підставі зауваження в кінці /M 23

%ˆ�-  cos (а° -4- (В0) . 0 0  =  cosp°
ž„��  NUV�(a° 4- yE5� Ÿ„�-�•„Z  =  NUV�:#E

3a теоремою mM %B�проекція ламаної лїнії •Ÿ„�  D�� скла­
дається з векторів •Ÿ  і Ÿ„�  на першу-ліпшу вісь дорівнює 
проекції вектора K„  на ту ж вісь. Спроектуємо лінію •Ÿ„  на 
вісь t�  тоді на підставі згаданої теореми матимемо:

пр. d•Ÿ„$`��  пр. {0О)г + пР - ( ^ ) у — пр. (0 0 )г  . . . (1)
Але (п°48)
пр. ���� � ������  bWN�(а° — B4E5�=  •Ÿ  bWN�(90° — �E5�� �KŸ  NUV�а0 =

M �bWN�:#E�NUV�PE
np. dŸ„$6�-  np. (0Of)r  =  K„�  cos a° =  sin p cos a°
np. (K„$6�-�••�� �ž„�-  NUV�dŸ +  yE5

(Щоб перевірити ці рівності, треба звернути увагу на кути 
між віссю проекцій K t  і додатним напрямом простих %X���%�t �  || Ÿ„  
і K„$�

Підставляючи, нарешті, знайдені для проекцій векторів ви­
рази в рівність (1), одержимо:

NUV�:PE�R g �m#E5�M �NUV�PE� _̂̀�–#E�p �NUV� Ẽ� _̂̀�PE� I

Аналогичну формулу для cos(a°4-p°) можна знайти тпм же 
способом, проектуючи ламану лінію •Ÿ„  на вісь 5�  Проте, її 
можна одержати й далеко простіше. Дійсно в формулі І кути' 
я° і р° довільні, а тому вона буде правдива і в тому разі, коли 
в ній замінимо а° на кут B4R”R� � �В наслідок цього підставлення 
матимемо:

NUV�:B4E�p �PE�R� �<E5�F�NUV�:B4E�p �PE5bWN�<��p �NUV�<EbWN�:B4E�{��M%

або, скористувавшися з формул зведення,
_̂̀� (a° Rg�R�р°) M � _̂̀�PE� _̂̀� F�NUV� a0 NUVg#E� \\

!� � '����� ��� �������� �������� двох дуг. @������+�� �� �����>
���� /� �� \\� ���� :#E� ���F��E;� ������� ��� �������T

NUV�–PE� :F���5“�M �NUV�4M�bWN�:F�yE5�% R�NUV�:F�yE5 �bWN�™{
_̂̀� [a° -j- (— |3°)] = ̂_̀� a° ̂_̀� (—13°) F�NUV�F NUV�(F� У)

або (n° 33):
NUV�:P4�F�:#E5�M �NUV�a0 bWN�yE�F�NUV�yE�bWN�™I� \\\
š_̀�:P4�F�yE5�M � _̂̀�PE� _̂̀�yE�% �`UV�P}�bWN�F � \r

�4#



)��� �	�1-��� �(+�� C� '�4��<�� ���/� �(1�

tg(«° +  P°)
sin 9	g�G‰G�šg:� f � Rq~�ac° COS -j- Uq~�f �COS ±g
COS(a° +  P°) ~  COS a° COS —  S in a 0S in p o

�� <�C� '�����,�� no�9€g� šg:� ��'	@	J,���� 2-'-4� Uq~�€gN� ‹tU�€gN�Uq~�‰qgN��
‹tUšg�� V�A� ��'	4�,�� C�1�� 2-'-4� no€g� �� nošgN� ����,�� 2��-�����	�
C� 4�	+-����	���,	����1���'�A(�&�����,�� �	� 4��A(,��� ‹tU• N�‹tU�'gT�
&����� <��1�� ��-'@�+�T

tg(«° +  P°) =

�	�� �	+�� 4�	C�-+�N� O�T
1 — tg a0 tg p°

no�9€g�#�wg:�W no•g�#nošg�
� Z n o�•g�nošg

)��� *�'+(��� &����C��1��,	�&��������1�� �(,	�� �4��5�� �� ��'B
+(�	/� $� �� bb� 'g�W �	gN� &'�C�-+�� ��� ��'+(�� &����C��1�� �(,	� ����
���(�	� C� �����(�	T

Uq~���a0 W ���Uq~�?�g�‹tU�a° �
hiR� 2 a ° ~ �‹tU�� <x°�#�Uq~��€ g � �$

��<�/����/� ��'+(�N�����	�	>2��€g�W � ■— �9�gN� ��-'@�+�� ,	��� ����

�(@-� ��'����� ��'+(��T

Uq~�•�g�W ���Uq~�- - � cos �P

‹tU�Dg�WW�‹tU��3g� #�Uq~�� ‘bbb
с*

)3�� �	�,��(�	���� &�&-'-���/� ��'+(��� *�'+(��� $#��%$� 5�B
'���� 4	�,����(>,�� �� (��/� ������	/� +	,-+	,����� �	� ��&�+�1�>�
�/� 2	�,�G1(�,�� �	C���	���5�� ��'	4�� �	A(�	>,�� �(@-� &'��,�1��
��1���(�� �@-� <-� ���-� &'�+(5(J� �	�� �	,�� 4'	4��� 4	�,��(�	����
<�/� ��'+(�� �� &��	4	,�N� ��� 4� ��/� ��'��,(�	,����

$�� ��	C,�� Uq~�?)g� �� ‹tU�?)g�� V�A� '�4�E�4	,�� &���A��� 4	�	2�N� ��B
��,�� �	�(��(1(� '�4A�,�� �	� �(+(� 	A�� �	� '�4��<>�,	��/����/� �(1N�
,'�1���+-,'�2��� �(��<��� ���/� �	+� ����+��� �� �	��+(� '	4�� &�B
�	�5�� ?)g� ( � ��1����� �(+�� � g� �� 3)gN� +	,�+-+�T

Uq~�?)-�W �Uq~�9� g�-J- 3�g:�W �Uq~�� g�hiR� 3)g�-j- Rq~�3)g�hiR� � g�W

=П І +ГЕ=А_(у 2-+уіг)
hiR� ?)g�W �hiR�9� g�G š �3)g:�W �‹tU�� g� hiR� 3)g�#�Uq~�� g�W)
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II. Виразити sin За0 через БІПав.
sin За° =  Sin (2 а° -f- а°) =  sin 2 а° COS а° - f  - sin а0. COS 2а° =

2 Sin а° ��	�� а0 -f- Sin а° ���	����� — sin2 а°) =
== 2 sin а° (1 — Sin2 а°) -j- Sin а0 (1 — 2 sin2 a ° )  —  3 sin a °  — 4 sin3 a°.
III. Знайти площу трикутника ABC, коли висота його CD — ■ 

=  h =  624 м, а кути при основі а° — 34° 17' і р° — 68° 24і.
Задала зводиться до знаходження основи трикутника А В ~  

=  AD-\-DB.
З прямокутніх трикутників A C D  і CD B  маємо:

A D  =  й ctg a° й =  й ctg р°.

4В  =  h  (ctg a0 -j- ctg p°).
Раніш ніж іти далі треба одержаний тут вираз для А В  спро­

стити:
, т, , /cosa° cosS°\ . cos a0 sin S° 4 - cos S° sin a0
A B  =  h [ - — 5-і- - — £5 ) =  h ---------- r- ' -o-1 ■ r0----------- =-\вш a < sm §  J  sm a° sm [ C

h Sin (a0 -f- |3C)
~  sin a° sin p°

Отже, площа трикутника
„  _  h* Sin (a° - f  ft°)

_  2 Sin a0 sin
Тільки тепер, одержавши формулу для обчислення площі S 

за даними умовами, починаємо й саме обчислення, для чого 
знайдену формулу подамо в такому вигляді:

lg S  =  2 lg h -f- lg sin (a° -|- p°) — lg sin — lg sin — lg 2.
Обчислення.

2 l g A ................................... ...  . 2.2,71933.  . 5,43866
lg sin (a0 -j~ P°) — lg Sin 102° 4l'==lgcos 12° 41 '. . 1,98927

5Д2793
lg Sina°........................................................................... 4,75073
lg  Sin p ° ..................................................................................  1,96838
lg 2 ..................................... ....  . . • ................................ 0,30103

0,02014
Jg S . . . . . .  .......................................................  5,40779

S  =  255740 KB. M.
П р и к л а д и  й з а д а ч і ,
1. Знайти sin 15° і cos 15° (див. І в останнім п°).
2. Бік правильного 10-кутника, вписаного в коло з радіюсбм В.

дорівнює Користуючись з цього знайти: 1) sin 18°, cos 18°,
а потім 2) sin 12° і cos 13°.
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3. Знайти тригонометричні функції кута на 105 . 
Спростити вирази:

4. Sin (<х° -f- ß°) +  Sin (а° — ß°).
6. COS (а° -j- ß°) -j- COS (a° — ß°).
8. sin (60° -j- a°) -|- cos (30° -j- a°).

10. sin (<x° ß° T°) -)- 
-bsin(a° +  ß0-7 ° ) .

5. sin (а0 +  Р°) — Sin (а° — 4).
7. COS (а° -j- j3°) — COS (a° — p°).
9. COS (60°-f-a°) — sin(30-j-a°).

11. Виразити cos 3 a° через
COS a°.

Подати як частку:
12. tga° +  tgß°,
15. ctg a° — ctgß°,

Спростити вирази:
tg  ас° -(- tg ß° 

lö- tga° — tg ß° 
1— tga°.tgß° 

2І- 1 -j-tga° tgß°

13. ctg a° -{- ctg ß°, 
16. tg a° -j-  Ctg ß°,

tga° — C t g ß °  

tga°-f-ctgß° 
1 - f  tg 4M Ctg ß° 

‘ 1— tgß°ctga°

14. tg a° — tgß°. 
17. tg a° — ctg ß°.

o0 tg a ° 4 -c tg g° 
tg  a° — ctg a°

з
23. Припускаючи, що sina° =  ~ ,  знайти s in 2 a° та cos2a°.О
Показати, що:

24. sin4 a° - 

ctg a°26.

cos4 a° =  • 

2

• COS 2 a° 25. 

1 ~T' tg a°27.

tga° 2 
1— t �yr� D

cos2a° sin 2 a° " "  1 — tg  a° 1 1 —J— tg ac
28. 2 COS2 (45° — a°) — s i n 2 a ° = l .
29. ���4M +  tg (60° +  a°) — tg (60° — a°) =  3 tg  3 a°
30. tg  a° — tg  ß° — tg (a° — ß°) =  tg  a° tg  ß tg° (a °— ß°).
31. —----—----=  2csc2a0sm 4 cos 4

sin 2 a°.

2 sc 2 a°

32. sin (a° 4- ß°) • sin (a° — ß°) =  (sin v|  4- sin ß°) (sin a° — sin ß°).

tg �  a°
3 3 .  -------------- -—  =  cos a°

tg «° — tg a°

34. sin (a° -j- ß°) • cos (a° — ß°) .3. sin (a° — ß°) cos (a° 4 - ß°) =- sin 2 a°

35.

36.

1 — tgaJ '

V
1 4 - sin 2 а 
1 — sin 2 a

l+tga<

Ctg (45

tg2a°

■a°i Див. вказівку у відповіді.

37. cos a° 4- cos (120° — a°) -j- cos (120°4^ a°) =  0

�4K



�7�� ]�Uq~�о? � #��� Uq~�� ]G:� ]Uq~�€g�G•G���hiR�kG:�W �Uq~���7.

�0� � 9‹tU��€g�#�‹tU���€g:� Rh�€ gG•G�9Uq~��a� G‰G�Uq~���€g:�hRh�€g�W ��

�� no�� 3)g:
3 �� GGGGGGGGGGGGGG)GGGGGGGGGW �Rq~�€g

„�Z �no� 9 G Y# 3)g:

€g
3��� ��'	4�,��Uq~�€g��‹tU� a , �no�€g���‹no�€g� 2-'-4� no� #&

��	4���	�� 8��'��,(�	,���� 4� ��'+(�T

�� U‡�G�( � ‹tU�# � ‹tU�� G# �U‡��K#
Uq~�€g�WGGGGGGGG] GGGGGGGG---- � �� ‹tU�€g�W GGGGGGGGGІGGGGGGGGGGG9‘bb� ��‘bbb:

U‡�� G•G�‹tU��# � U‡��# �G•G�‹tU��#

8&'��,�,�X

cos' o 0
3�� � � ��������� � ������ �G� 3��� Uq~�# � � no�~

�� LW� �� LWn o ƒ G ‹ n o ƒ

33�� H��� '����'	+-���1�� ,'��(,���	� Ь = �)�?� +N� 	� �(,� &'��
������� 	g�W �)�g� 3�m�� ��	C,�� &��O(�

3)�� �� &'�+��(,���+(�,'��(,���(� 4� 1��,'�+��(,�+� �g�W ���g�3�m�
4�	C,�� ����,(N� �&(O-�(� 4� �-'5�	� &'�+�1�� �(,	� �	� 1�&�,-�(4(N�
��O�� &��O	� ,'��(,���	� S �W�)�?� +��

РОЗДІЛ I I I

ФОРМУЛИ СУМИ Й РІЗНИЦІ ОДНОЙМЕННИХ ТРИГОНОМЕ­
ТРИЧНИХ ФУНКЦІЙ

�(@-� 2	�,�N�O�A� 4'(2��� A(��� ��1	'�,+(�	,�N� ,'-A	� �(+(� 	A��
'�4��<>� ���/� ,'�1���+-,'�2��/� ��'	4��� &-'-,��'�,�� �	� 4��A(B
,��� 	A���	�2	�,�(�� �A�4�	J+�-��4�,�+���	C&'��,�5�+����'+(�	+�N�
4� ���/� �	C2	�,�5-� ������,���� ��'��,(�	,���� &'�� ,	��/� &-'-B
,��'-���/� �� �	� �� �� 4����,���� A	1	,�� ��5�/�
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55. Сума й різниця синусів. В основу виводу відшукуваної
формули покладаємо дві тотожності:

�V �V]V�  , �V
�  ~г

 � і �V � � V � � �� �

в правдивості яких дуже легко переконатися, проробивши в пра­
вій частині кожної відзначені там дії.

На підставі цих тотожностей, а також формул І й III попе­
реднього розділу знайдемо:

��� �� ��  БІП V� � �� � � V � � � �� �: 8 ш -------1-------С 0 3 -------- --------

, . А  — В  А - \ - В
+  з т  — х—  � �  ����� ��

ЄНІ 5 =  БІП � ��V�

�

�  — � . А А -В  А — В
■■ є т  — —̂  соє — -—

. А —-В  А А - В. з т    СОБ-----і -----

відкіля, складаючи крайні члени першої й другої рівностей, 
одержимо формулу перетворювати суму синусів на здобуток:

• � � �� � ��  „ • �V]V�� �  — �БШ � �V]V  єш � �� �G ���� � � � ��� �� � � � IX

Віднімаючи від першої рівности другу, одержимо таку ж 
формулу для різниці синусів:

. . . „ . �  — � � � � V �
БШ �  — ЄШ В  — 2 Є1П —   с о є    А м X

56. Сума й різниця косинусів. Та само одержують формулу 
для перетворення в здобуток суми й різниці косинусів. Дійсно, 
(П 50 І П° 51).

, �̀� �b �� � 	� �  — � �]
!45� ���� �6 7 � � 8 �������� �� 9

� � V � � � �� �
■ СОБ ----- ^---- - СОБ ------------

. � � V � � �� �  — �

сов � �!  сов  ̂ � � V � � �� � ■СОБ
х + в

СОБ ■
�  — �

. . � � � �  . � �� �аш — Х І— Бш — -----2



відкіля, знов складаючи й віднімаючи, одержимо: 

cos T  - f  cos ' �-� 2  cos - A - tJ L  cos A ~

cos T  — со �U.. m . T q .U  . T  — '  
Q"�`UVF�    6cF RRRRR XII.

•\

Приклади:

� � sin %4E"4I�-j- sin #4E�4I�F�"� sin %4E"4I%R#4E�4I� %4E"4IF #4E�4I
RRRRRRRRRR�RRRRRRRRRR_̂̀ RRRRRRRRRRRRRRRRR

"NUV#!E�!I^4`�!E!I 

" � NUV�%4E"4� F�NUV�œ4E�4I�M �"�NO
. 40°20'— 30°10' 40°20'4-30°10'm ------------------- C0S---------- !---------

— 2 sin 5°5' cos 35°15'.

3. cos 4 0 " + cos 20” =  2 c o s COS“Z� *‹

-  2 COS 30° COS 10° =  ] / з  COS 10°.

% � _̂̀�%4E�F� _̂̀�"4E
„ . 40° R%R�20а . 40° — 20°-  2 sm  -------------. sm -------—— -n� n

l 2 sin 30° sin 10° =  — sin �4E 

!, � .��	��� ��3����;� D�� ���3��?����� 3��� ��	�	���� �����>
���	�������� �������� ��� ��������������� �������;� � � Щоб
привести до логаритм і Чного вигляду суму або різницю синусів 
й косинусів, досить за допомогою формул зведення змінити 
назву одного з доданків. Наприклад,

NUV�P4�RgR� _̂̀��4�F�NUV��E�RmR�NUV�:B4E�F��E5�M

 � PERmR:B4E�F��E5� P4�F�:B4E�{ ��E5<2sm QbWN "�NUV�%!E� _̂̀�:�4�F�%!E5�M

T� "� _̂̀�:%!ERF��45 

2. Іноді при подібних перетвореннях корисно деякі числові 
доданки розглядати як вартості тригонометричних функцій. 
Наприклад,

1 RgR�"�Sin �4� =  "� d-l  -f- Sin а° j  =  "� (sin #4E�-J- sin <*°) —

;� #4E�% R P4� #4E�F�PE: s m  — ... ------ епя -— — .— -■cos "� R"�M �N o V | p � "Rz� _̂̀

� 4 B



58. Синус, косинус і тангенс половинного кута. Діючи, як
показано в попередньому п °, знайдемо:

��g� f а1
�� —  COS а0 W �COS  g�—  COS а° W �—  ��Uq~� Uq~� 9--- ]£ \ Jt

�� ! � ‹
1 COS a° =  COS G°+ COS a° =  �� COS � �  . CCS (---^

або, звільнившись від від’ємних дуг {п° 33),

C t-°
1 — COS a° =  2 sin2 dl

€t
1 -f- COS a° =  2 COS2 ,

відкіля:
�� €

U‡�#G�W �

a°
‹g7„ G �W

■ cos a

V
2

1 -j- cos a0 
2

XIV

XV

і, нарешті, поділивши першу рівність на другу:

no
a
О

1 —  COS a° 
1 -f- COS a°

XVI.

Подвійний знак перед кожним з цих коренів з’ясовується�
тим, що тригонометричні функції можуть бути і від’ємні й до­
датні залежно від того, до якого з чотирьох квадрантів вони�
належать. Далі на прикладах ми покажемо, як визначається�
знак перед коренем у  кожному окремому випадку.

Формули XIV — XVI дают змогу визначити тригонометричну�
функцію половинного кута, коли ми знаємо вартість косинуса�
цілого кута.

П р и к л а д

Щ О  22°30° =  - ^

1. Визначити sin 22°30' і cos22°30'. Зауваживши,
¨
- ,  за допомогою формул XIV і XV знайдемо:

Uq~���g� m�W 1 # �hiR� 45°�
2 у ] / ’* - '* '*

COS 22°30' -f-COS 45°�
2

\ Y � ��Z ��!�

no



Перед коренями взято знак -f- тому, що в лівих частинах 
стоять тригонометричні функції кутів першого квадранта, а вони, 
як відомо, додатні.

П р и к л а д  2. Знайти sin 185° і cos 165°. Спочатку визна-
330°

чаємо cos 330°, бо 165° — —— :
А

COS 330° =  COS (860° —  30°) =  cos 30° —

Значить

- + W  z - V 3

соВ1 8 5 ° ^ - | / 1 . +  С” 3?°° — у  =

= ~ t V  � + i/ ¥ -

Різн і знаки перед коренями з’ясовуються тим, що кут 165° на­
лежить до другого квадранта, а в ньому синус є додатний, 
а косинус — від’ємний

П р и к л а д и .

Звести до логаритмічного вигляду:

1. sin  165°- | - sin  25°,
2. Sin 62° —  Sin 15°,
3. COS 32° -j- COS 16°,
4. COS 32°— COS 43°,
5. sin (45° 4 -а 0) 4 -  sin (45° -
6. COS (45° - f -a ° ) - j -  COS (45° -
7. sin2a° —  sin2 a°,
8. COS2 a° —  COS1 а,
9. sin  (45° ~j~ cc° ~j~ a°) -j—

-j- Sin (45° -j- a° — a°),
10. БІПа° —  C0Sa°,
11. Sin a° -j- sin  3a°,
12. Sin 2a-)- sin 4a— sin 6 a,

13. Sin a° -j- у  sin 2 a°,

14. 1 — tg2a°

-*°h
- o ,

15. 1 — Ctg2a°,
16. sin a°cos a °-f-sin  a° cosa° (В к а ­

з і в к а .  Використати форму­
лу V),

17. s in  a° COS a°— S ina° COSa ,
18.41 —(— Sin a°,
19. 1 —■ Sina°,
20. j/ з  — 2 COS a°,
21. |/2 * -f-2 s in a ° .
22. 3 —  4 sin3 a (подати як здобу­

ток суми й різниці),
(sin  a° 4 -  COS a0)2 
(sin a° —  cos a°)2'

24. Sin a° -4- tg  a°,
25. COS a° -j-  c tg  a°,
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|��� �3������� 1.112°30' =  
225° 270° — 45° 'і

�� �� $ Y
Кут а° належить до 4-го
��������� � @������ NUV

I��E� k
�� bWN� ��D��bWN���M �т \2

nWNPE�M �F т 2 .� @������ NUV�{
а° 2

1 � bWNFR3��� �����;� €.� 94  2
є кут трикутника.

)��3����?��;� D�� �E;� �E� �� y°� G� ����� ����������;� ���	���  
������ ��������T ао оо о

38.� NUžP4RmRNUVv ]� {mRNUVŸ4�M �%^WN�FR� bWN� FR� bWN2 � 2 � 2
O G O  О

39. `UV�а° -j- NUV�vE�— NUV�*f° =  %�`UV�—  `UV�=  COS —
��� ��� �

PE� g]E� ¡M40.� COS 94�% R�bWN� p � _̂̀ ,E�F�4 NUV RRR� NUV� { � NUV� { p z
� � ��� ��

Ä° ft° 6M
41.� _̂̀�PE�RmR�bWN�vE�F� _̂̀�7E�MM�4 _̂̀� =`=� _̂̀� { � NUV� RRRRRRR�;2� 2 � 2

%" � NUV�"PE�RmR�NUV�"vE�RgR�NUV�"�r �M �%�NUV�PE�NUV�vE�NUV�ŸE;
43.� COS "�E�- j-  COS "vE� bWN�" E�M �F �4 COS 4M�COS vE�COS � ° F� 1,
%% � ]h �PE�p ]h �v4�p �]h s�E�M �]h �PE�]h �vE�]h �r �

4M� 8M v° a° R° v°
^ 5 . C tg —  +  C t g +  c t g  =  Ctg — ; Ctg c t g  ,

%K � ^]hPERmR�b]hvER:R�^]h7E�M �^]hP4�b]hv4�b ] h7ERmR^`^�PE�^̀ v̂E�^̀ �̂�E 

26.
27.
28.

29.
30.
31.
32. 
S3. 
84.

l± tg a ° ,
1 ±  Ctg a°,
NUV�:PE�RgR�vš5 

sina°-j-sm  ß°'
COSa° —  COS {B
NUV�:PE�R:R�ß°) � 

NUVPERmRbWN�j f — 1, 
NUV�:PE�ß°) F�NUV�PE
tg a° -f- 2 `UV"�PE;
SC a° -  - t g  a°,
SC a° +  CSC a°,

35.

sin ß°,

37.

Довести тотожності.
sina°-j-sin 3a° , „ o

%, �RRRRRRRR!R�RRRRRRRX{!�M �]h �"P�  _̂̀�P� RmR�̂ _̀�#P

T� _̂̀�"PE 48' 1 -{- tg a°. tg  2a°
49. tg 3a° — tg 2a° — tg a° =  tg  3a3. tg 2a° . tg  a°.

g ä°  ̂ d� v_
!4 � `UV�"PE� _̂̀� :|#4ER”FFz� _̂̀

Г, 3tgq° — tg3q° 
l ~ 3 t g 2a°

30° u a° . 3a°.
_̂̀� 0¢� _̂̀�F �NUV� F  

2 � 2

: tg 3a°

� � "



)��� ‰ ! „ �G•G�SUU°�#�! z �#�Uq~€ �W ���Uq~�_

3)gG•�# }�� За ��&�+�1�>

&�&-'-����1��
N � � Uq~��€g� hiR�€g� N� €g

�� G‰G�hiR��€� „G‰G‹tU€� �

hiR��€g
’ 1 — Sin2a°

hiR� 93)g�G‰G€g:
��G • �hiR93)g�Z �€): tg � 22°30'-f �	� ��%�G

могоіо попереднього.
56. У трикутнику 025� � що його основа А С —�Ь, а кути при ній�

а° і ч°, треба провести просту 3 a �  рівнобіжну з основою так,�
щоб 03VgV5a�> �3a� � Знайти віддаль і¥ У  до основи трикутника.

57. Периметр трикутника дорівнює 2T d а кути 	  N� р° і ■/�
Знайти його боки.

58. Знайти боки трикутника, якщо бісектриса одного з його�
кутів дорівнює :�  а протилежні їй кути р° і т°

59. В задачі 57 визначити площу. .  трикутника.
60. В задачі 14. на стор. 93 визначити площу перерізу.

РОЗДІЛ 17

СИНУС МАЛИХ КУТІВ
59. Друге визначення синуса та косинуса довільного кута.

У попереднім концентрі ми визначали синус та косинус довіль­
ного кута, як відношення ординати та абсциси кінця радіюса�
вектора до самого вектора. На підставі цього визначення й ска­
занного у  вступі M�� 2) виходить, що синус та косинус є числа,�
що вимірюють координати кінця радіюса-вектора, якщо за оди­
ницю довжини вважати радіюс-вектор. Наприклад, за таблицею�
натуральних тригонометричних функцій sin 32 ' =  0,530. Це озна­
чає, що вимірюючи ординату кінця радіюса-вектора, який скла­
дає з віссю абсцис кут на 32°, ми знайдемо, що вона дорівнює�
о,530, якщо за одиницю довжини вважатимемо самий вектор.�
Навпаки, хай радіюс-вектор складає з віссю абсцис кут на 60°30';�
вимірюючи ординату кінця цього вектора самим вектором, ми�
знайшли б, що вона дорівнює 0,87. Отже, на підставі сказаного�
тут sin 60°30’ — 0,87.

� & ' 	 � � �
1. Радіюс-вектор складає з віссю =  кут на 40°. Знайти коор­

динати його кінців, якщо за одиницю довжини вважати самий�
радіюс-вектор.

2. У прямокутньому трикутнику з кутом на 38° знайти числа,�
що вимірюють катети, якщо за одиницю довжини вважати гіпо­
тенузу.

� 4



3. Знайти довжину ординати кінця радіюса-вектора, прове­
деного до абсциси під кутом

а) 51°; Ь) а°,
вважаючи за одиницю довжини абсцису.

60. Радіяльне вимірювання кутів. За нашою таблицею нату­
ральних тригонометричних функцій, через її невелику точність, 
синуси й танґенси кутів, менших за 1', дорівнюють нулеві. Через

іа обчислити синуси й танґенси 
кутів вимірюваних секундами 
або їхніми частинами. З цієї 
причини, ми не можемо роз­
в’язати таку цікаву й просту 
з математичного погляду за­
дачу, як визначення віддалі 
між сонцем та землею, бо ця 
задача зводиться до знахо­
дження sin 8,8V (п° 8 ). Маючи 
на увазі показати, як визна- 

v чають тригонометричні функ­
ції малих кутів, зробимо одне 
дуже важливе для цієї за­
дачі зауваження, що його по­
тім і покладемо в основу її 
розв’язування.

Опишімо з початку коорди­
нат, як із центру, коло з радію- 
сом 1. Хай кут між радіюсом 

ОС та віссю X  меншатиме, наближаючись до О. Тоді меншатиме, 
наближаючись до О, також ордината СВ кінця радіюса та дуга 
АС. Навіть більше, для досить малих кутів ордината СВ мало 
чим відрізнятиметься від довжини відповідної їй дуги АС, 
інакше кажучи, для таких кутів довжину ординати ВС можна 
вважати за рівну довжині дуги АС. Але

ВС — sin я°,

а тому попереднє зауваження рівнозначне такому: с и н у с  ма ­
л о г о  к у т а й 0без  в е л и к о ї  п о м и л к и  м о ж н а  в в а ж а т и  за  
р і в н и й  ч и с л у ,  що в и м і р ю є  д у г у  АС, в і д п о в і д н у  до 
к у т а  а°, якщо за одиницю довжини вважати радіюс кола.

Останнє зауваження доводить нас насамперед до потреби, 
крім градусного вимірювання дуг, запровадити ще вимірювання 
їх радіюсом кола, за допомогою якого, ми вимірюємо в даному 
разі ординати його кінця.

З цим способом вимірювати дуги ми зараз і обізнаємось.
Д у г а  к о л а ,  що д о р і в н ю є  р а д і  юсов і ,  з в е т ь с я  р а ­

д і  я н о м.

це за нашою таблицею не можі

114



Про якунебудь вирівнювану дугу, що дорівнює 2; 3,5; 0,5 — . 
радіюсам кола казатимемо, що вона дорівнює 2; 3,5; 0,6.......ра­
діанам. З формули C =  24*5  =  6,28318 R виходить, що обвід кола 
дорівнює 2к або 6,28318 радіян; півкола,я радіян і т. д. Але

130°півкола має 180°, а тому 1 радіян дорівнює ——  =  57°17'45" —
ТСі навпаки дуга на 1° дорівнює -——- =  0,01745 радіянам.130

Маючи цей результат, легко перейти від радіяльного вимірю­
вання дуг до градусного і навпаки. Дійсно, позначивши число 
градусів у дузі "  радіян літерою <х°, матимемо:

а° =  -  5 =  57°17'45//Жт:

1 =  0,01745

Першу формулу вживають для переходу від радіян до гра­
дусів, другу — від градусів до радіян.

При радіяльному вимірюванні деякі формули набувають дуже 
простого вигляду. Наприклад, п л о щ а  с е к т о р а  з д у г о ю
на  "  р а д і я н  д о р і в н ю є —  к в а д р а т о в и х  р а д і я н .

Дійсно, площа кола, як сектора на 2к радіян, дорівнює я ква­
дратових радіян; звідси виходить, що площа сектора., з дугою

1 2Jяа 1 радіян буде — , а з дугою па "  радіян -—- квадратових v j� 	� $
радіян.

Зауважмо, нарешті, що радіяльному вимірюванню дуг відпо­
відає радіяльне вимірювання кутів, бо, як нам відомо з геоме­
трії, центральні кути є прямопропорціональні 
відповідним їм дугам.

61. Порівняння синуса з дугою. Пе р е -  
в и ш к а  д у г и ,  м е н ш о ї  з а  ч в е р т ь  кола ,  
н а д  ї ї  с и н у с о м  м е н ш а  за  ч в е р т ь  
к у б а  ц і є ї  д у г и .

Хай VVZ дуга менша за чверть кола, а 
"  число, що вимірює її радіанами; треба 
довести, що:

„ 5�
s = � ” s W - �

Провівши для доказу хорду VV�  і дотичні 
:�  і 6��7� в точках кола : � �:�  маємо (рис. 87): ряс. 87.

пл. сек. d•_TVZ$ — пл. тр-ка dKKK"$��
=  пл. ссґ. d:C:3$ <  пл. тр-зи ��%%	 � 	 ��

� � !
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Насамперед, обертаємо 15' в радіани. Користуючись з фор­
мули п°80 або даними там вказівками, знайдемо, що дуга на і 5', 
обчислена з точністю до 0,1т, мав довжину

it. 15 
180 60

71
720 =  0,0043633 радіан.

Отже, на підставі щойно сказаного молена взяти 
sin 1 5 '=  0,0043633,

при чому зроблена тут помилка буде менше ніж

(0,0043633)3 <  - -  (0,005)* =  - -  • 0,000000125 —

=  0,00000003125 <  0,0000001,

інакше кажучи, покладаючи sin 1 5 '=  0,0043633, ми збільшуємо 
його величину не більше ніж на 0,0000001.

П р и к л а д и  й з а д а ч і .

1. Знайти sin 1°, sin 10' і s in l', прирівнюючи синус до дуги 
Знайти величину помилки.

2. Знайти наближену формулу обчислювати віддаль між зем­
лею й небесним світилом (Перший концентр п° 8, зад. 8).

3. Знайти віддаль землі від 
сонця на радіюси землі.

Площа. ІШ і , що проходить 
через око спостерігача, перпен­
дикулярно до прямовисної лінії 
пункту А  спостереження, зветься 
справжнім горизонтом. Дотична 
до земної кулі площа AT, що 
проходить через око спостері­
гача, зветься видимим горизон­
том. Кут о°, утворений справж­
нім і видимим горизонтами зветь­
ся кутом зниження горизонту.
Зниження горизонту для д< рос­
лого чоловіка (1,75 м) дорівнює 2'30", для двохповерхового бу­
динку (10 м) — 6' і для ВИСОТИ 1000 М— 1°,1'.

4. Позначаючи кут зниження горизонту для висоти h літе­
рою а°, а радіюс земної кулі— R  показати, що

R
h cos ot° 

2 sin2-̂ -4

1 1 7



5. В попередній задачі дати наближену формулу обчислю­
вати радіюс землі '�

6. Визначити радіюс земної кулі, користуючись: 1) з росту 
людини, 2) з висоти двохповерхового будинку.

7. Показати, що при малих дугах а і З
s in  а: __� � 4 __  а
l i s f  — tg Р — Т

себто синуси й, тангенси є прямопропорціональні дугам (виміря­
ним на градуси або на радіяни).

@%A�( � z

)Z</.-[f0�'�‰� �<[$.0.dZ�<[f0[„� *(07S/Œ

63. Періоди тригонометричних функцій. Досліджування «°42 
попереднього концентру не є цілком закінчені, бо в цьому пара­
графі, як і в інших параграфах другого концентру, ми, маючи 
на увазі розв’язування скіснокутиіх трикутників, не мали змоги 
докладно зупинитися на кутах, більших за 360°.

Де ми зробимо тут . ..
Коли коло обертається навкруги свого центру, колена його 

точка N  після повного повороту повертається на старе місце, 
а кут ~•T  зростає на 360° (рис. 44). Отже:

sin (я° -}- 360°) =  sin а° і cos (a°-f- 360°) =  cos a° 
або взагалі:

sin (a° -j- m. 360°) =  sin a° і cos (a° -j- m . 360°) =  cos a°,
де ціле число m може бути і додатним, і від’ємним.

Отже, при додаванні до кута — аргументу тригонометричної 
функції — числа градусів кратного 360° вартості синуса й коси­
нуса не змінюються.

Функція, що не змінює своєї величини при додаванні до її 
аргументу певного числа, зветься п е р і о д и ч н о ю ,  а найменше 
число, яке, будучи додане до аргументу, залишає періодичну 
функцію без зміни, зветься її п е р і о д о м .

С и н у с  і к о с и н у с  є ф у н к ц і ї  п е р і о д и ч н і  з пері одом 
на 360° або на радіяни 2п.

А що (п°36):
tg  (a° -f-180 ) =  tg  7M 

ctg (а° - j-180°) =  ctg а°

то періодичними функціями будуть також танґенс і котанґенс, 
при чому п е р і о д  ц и х  ф у н к ц і й  д о р і в н ю є  180° або � 

Періодичність тригонометричних функцій добре спостерігати 
на їх графіках.
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Наприклад, звертаючись до синусоїди й косинусоїди (рис. 1 й 2�
в кінці, книжки), бачимо, що всі точки, абсциси яких�
відрізняються одна від одної на �� g� або на число кратне�
йому, мають рівні ординати, які, як ми вже знаємо, збігаються�
�� величиною, і знаком з синусами й косинусами відповідних кутів.

�-@� �	+-� �&��,-'�1	J+�� �	� ,	�=-������� C� ��,	�=-������� 4� ,�>�
��5-� '�4��<->N� O�� ,(,� A(�(,�� '����� �'���	,�� ,�2��N� 	A�<����
���/� ���'�4��>,���� �	� �7 g� 	A�� �	� 2����� �'	,�-� C�+(�

64. Визначення кута в інтервалі від — со до + о о  за заданою�
тригонометричною функцією.

Через періодичність тригонометричних функцій за заданою�
тригонометричною функцією визначається в інтервалі від — со�
до G‚G���не один �� не два кути (п°�3�:N� 	� безмежне число їх.

П р и к л а д  1. Дано 8іна°==0; знайти а°. Спочатку шукаємо�
�(1�N� менші за �� g�� Такі дуги будуть  g� і �7 g�� Звідси на під­
ставі періодичносте виходить, що в два ряди дуг, синуси яких�
дорівнюють  �� Загальний член першого ряду є

	 �W � g�Z �к����� g�W � Тс���� g�W � 2к���7 gN
а другого

	g�W ��7 g�GYG�Тс���� g�#� (2к�GˆG�:��7 g�

Число к� і в першому, і в другому загальному члені набирає�
всіх цілих вартостей в інтервалі від — оо до -{-со , що скоро­
чено ми позначатимемо так:

к ~ � N� V �N� .���N� � ��N� ���

Що �(1�� першого ряду дорівнюють паристому, а дуги другого�
ряду — непаристому числу півігіл, то ці два ряди можна об’єд­
нати в один загальний:

а° — п .1 7 gN�(п = � N� § � N�± 2 , � § �N � � � : �

% ' � � � 	 � � ��� �	��� cosa° =  ¥X�знайти ���  Перші два корені да­
��1�� '�������� будуть («° �0:

	A�� �'	O-
а°�W �0 �� �� а3�W ��? g�

tx°— 0 g� �� #�#�0 g

Отже, загальний вигляд дуг або кутів, що задовольняють�
рівнянню cos а0 — 0, можна подати двома формулами:

	g�W � 0 g3G����� g
	g�W �# 0 g�Z �•‹��� g

к —� N� ”¶��N� Z ��N� V��N

або одною загальною:

	 �W �0 g93 C § ��:X�к — о,� § � N� § � N� § � N
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В тому разі, коли ліва частина рівняння в періодична функція 
з періодом 180°, шукаємо спочатку лише один корінь; інші одер­
жимо, додавши до знайденого кореня ціле число півкіл.

П р и к л а д  3. tga° =  i; знайти а0. Найменший корінь даного 
рівняння буде:

от = 45°.

Що танґенс мав період 180°, то інші корені рівняння знайдемо 
за формулою:

45° -]— Ті. 180Д ТІ 0, -4- 1, ~f~ 2,

П р и к л а д  4. sinх  — — І-; знайти х. Двома найменшими ко-
��

ренями цього рівняння будуть, якщо кут виміряно на радіяшг,

Отже, загальний вигляд його коренів е:

% =  2n =  -^-(7-f-12ft) і £ =  2іс =  (11 -j—12&);D O  Ь D

7с =  0, + 1 .

Періодичність тригонометричних функцій застосовують у тпх 
питаннях математики, механіки, фізики тощо, де вивчають явища,

що періодично, себто че­
рез певні інтервали часу, 
повторюються. До таких 
явищ належать хитан­
ня маятника, хвильовий 
рух, зміна тиску пари в 
циліндрі парової машини 
тощо. Ми розглянемо тут 
один такий найпростіший 
приклад подібних явищ.

П р и к л а д  б. Колесо 
з радіюсом, рівним оди­
ниці, котиться, не ков-

заючи, вздовж простої 0 0  із кутовою швидкістю і рад.
сек. При-

пускаючя, що початкова точка А  колеса на початку руху на 
прямій 0 0 , знайдемо її віддаль від цієї простої через £ секунд.

Припустімо, що через £ секунд початкова точка А  колеса 
пришла в точку А и тоді /_ А гС ¥ — Ь. Позначивши відшукувану 
віддаль у цей момент літерою у, матимемо:

у — АіЕ — CF— С В ~ 1  — соз £ І
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Як і треба було чекати, відшукувана віддаль у �є функція часу t, 
бо при зміні цієї величини змінятиметься також ї ��  Щоб на­
очніше уявити собі цю зміну, звернемося до графіка функції 
2�-  1 — COS � (рис. 7, в кінці книжки), здобутого в попереднім 
концентрі. В даному разі ордината кожної точки нашого графіка 
дорівнює віддалі точки А � колеса до простої 0 0 , � в час, рівний 
абсцисі цієї ж точки. На підставі цього зауваження з графіка 
бачимо, що положення точки А � щодо простої 0 0 � періодично 
повторюється. Наприклад, за нашою умовою точка А � поверта­
тиметься до простої � �  через кожні � �\  секунд, себто буде на 
цій простій через 0,2ft, 4^ і т. д. секунд після початку руху. 
До того ж результату прийдемо, розглядаючи саму функцію 
���  і  — c o st Дійсно, припустімо, що в час 2, Початкова точка 
колеса є від простої 0 0 � на віддалі у и� тоді за рівністю І на­
самперед виходить, що:

2��� � ��-  COS �f

а що cos 2 в функція періодична з періодом 2п, то матимемо
ТсІКОіКі

2�  =  1 —  COS (#! -j- &��—$�

Отже, початкова точка колеса буде від простої 0 0 � на віддалі у х 
не тільки в час �Ž але й в час �� визначений за формулою:

��� � xu��  0, ¤ � � ± 2 ,  ЩЗ,
себто через кожні 2я секунд.

П р и к л а д и .
1. Знайти за допомогою графіка час, коли точка А � в попе­

редній задачі від простої � �  є на віддалі 1) радіюса; 2) двох 
радіюсів. Знайдений результат перевірити обчисленням.

2. Користуючись знайденим на сторінці 94 в задачі :'1 рівнлн-
2ттиямруху толока, знайти віддаль ковзанця до вала О чер::з � =  —  �  

секунд, де �  число ціле.
3. Коли віддаль ковзанця до вала через ^  секунд позначимо

2і?літерою " �  то яка буде його віддаль через секунд?
4. На підставі результату задачі 3, визначити період хитання 

ковзанця.
5. Розв’язати рівняння:

а) sin 5 = � �
2 , b) cos s — � ‡

�  ’ c) t g 3 x ~  2  з ,

d) ctg � s�-  — 1, e) sin s =  sin 5s� f) cos ж =  cos k) � �—s�-�� � s Ž

1) ctg ft x �=  ctg x u
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��� ��	C,�� &-'����� �(��<�C� 4	�	��/� '�������+�T

	:� у�W �‹tU�к х,� a:� у = �no�к х,� �:� у = �Uq~ Y  х  +  Ь

��� � � �� � 	 � � � � �

?:� F���C�	� ���4	J,���� ����+��
���<�+�� �4���@� ���/� &-'&-���B
�(��'��/� &'��,�/� ОХ� ��О Y �,	�N�
O�� �(,� {'� 4+��>J,���� 4� �,	��>�
5������,>� •��� %��	4	,�N� O�� ���B
�	��� у � �� х � ,�2��� М � ����&'��,�/�
ОХ� �� ОТ �2-'-4� t� �-�(��� ��4�	B
2	,�+-,���� 4	� '����'��+�

х =  a cos iot�
у =  b�Uq~�5�t .

7�� ��	C,�� &-'���� '(/(� ,�2���
М � (� &�&-'-���C� 4	�	2��

Р О З Д ІЛ  Т І

КОЛОВІ ФУНКЦІЇ

�)N� %�&-'-���� 4	(�	@-����� ��4�+�+�� ,�,�@���,�

у� Uq~�х.

�� <�C� ,�,�@���,�� у � +�@�	� '�41���	,�� ��� ���(�� �(1�� х � �N� �	B
�&	��N� х � J� �(1	N� ���(�� ����� ��'���>J� у.
�	+���>2�� �� ��,	���+� ,�-'�@-���� ����	� lJu� C� l��'���>Ju� 4�	B
��+�W �N� +�@�	� '�4(+����� <��1�� ,�-'�@-���� &��	,�� ��+����2��>�
��'+(��>T

х �#��(1�� Uq~�=  у.

�	+���>2�� �� <�C� ��'+(��� (�'	�����-� ������ l�(1	u� �	,��B
����+� �����+� €s‹µU� 92�,	J,���� l	'�(�u:� �� ��&(��	>2�N� �	'-5,�N�
�'(1�C� 4�	��W �N� �	�	+�� �C� ��1���(T

х �W �€s‹�Uq~�уN

���1�� &-'-�	@��� C� �@��	>,�� �� +	,-+	,�<��

1 2 2



Так само можна з’ясувати походження й зміст аналогічних 
символів у =  arc cos#, у — a rc tg #  і у =  агсc tg х.

П р и к л а д и .
Знайти найменшу величину таких виразів:

1. a rc s in ~  , 2. a r c t g p ' s ,  3. arcctg  і, 4. arccosи
5. arc tg  0,176.
Такі рівності записати за допомогою arcus’iB:

. . ті У~2 _ . я V s  „6. s m ~  =  4 - ,  7. sm — =  ——, 8. cos# — т; 9. tg 2 х =  п.4 2 3 2 °
10. З'ясувати, чому вирази

arc sin 2 і агс cos 1,1

не мають значіння 
11. При якому а вирази

a) arc sin о , b) arccos®, с) arc tg  a ,  d) arc ctg о 
мають значіння.

r f66. Колові функції. Візьмімо функцію задану рівнянням
и — sin V

До цього часу ми за заданою дугою v обчисляли вартості синуса и, 
себто розглядали v як арґумент, а и як функцію. Але можна 
робити й навпаки, задавати вартість и і обчислювати відповідні 
до неї вартості v. В таких задачах арґумент уже буде и, а 
дуга V його функція. Щоб знайти вигляд функційної залежности v 
від и, досить розв’язати дане рівняння щодо v, в наслідок чого 
матимемо рівняння

V =  arc sin и

де V е дуга і розглядати її треба, як функцію синуса, бо ті 
вартості, що набуває и е ні що інше, як вартість синуса.

Розглядаючи дугу v як функцію інших тригонометричних 
величин, прийдемо до функцій arc cos и ,  arc tg  и і arc c tg«  Всі 
ці функції звуться к о л о в и м и  ф у н к ц і я м и .

Колові функції належать до так званих м н о г о з н а ч н и х  
ф у н к ц і й ,  де кожній вартості арґументу відповідає не одне, а 
декілька вартостей функції.

Перевіримо це, взявши функцію
V — arc tg  и

Поклавши тут наприклад и =  1, одержимо рівняння
V — arc tg  ]
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Спростити такі вирази:

a) sin ^ a rc s in -y j ; b) cos ^arc cos ; с) sin ^arc cos

d) tg (arc ctg x ) ; e) cos (arctga;); f) tg (arc sin x).
4. Синус якоїсь дуги дорівнює а. Знайти довжину її, якщо 

радіше кола —Р.
5. cos ж =  а. Знайти довжину дуги � �  якщо радіше кола до­

рівнює 2�
6. Пропитати формули:

j� =  2 a rc tg a  і j� — 2  arectga.

7. В попередній задачі обчислити j�  взявши a =  V з”.
8. Беручи �  в рівноетях j� — 2  arc sin я; і Ь =  arctga; за дуже 

малий, замінити їх наближеними.
Як приклад застосування колових функцій, розгляньмо деякі 

задачі, які трапляються, коли вивчають пасові передачі.

7

9. Знайти довжину обмахів ТЬТг і Ш\ у відкритій пасовій 
передачі, в якій віддалі між валами колес (крутнів) дорівнює 
k� а радіюси колес — 2  і г (рис. 91).

10. Якого вигляду набирають формули в попередній задачі,
. В. — гколи в них замінити азе  �� � ��  величиною синуса, і коли така 

заміна припустима?
11. Розв’язати задачу 9 за такими даними: й — 1  м, Д==5дм 

і г — 2,5 дм. Визначити помилку, яку ми робимо, коли точні 
формули замінюємо наближеними формулами з попередньої
задачі.

12. В задачі 9 знайти довжину пасової передачі і за точними,
і за наближеними формулами.
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13. У перехресній пасовій передачі віддаль між валами до* 
рівнює (і. Знайти довжину обмахів ТЬТ �  і Ш�  обох крутнів при 
умові, що іхні радіюси — В  і г.

14. Дати наближені формули обчислювати обмахи в поперед­
ній задачі на той випадок, коли кут а° невеликий.

15. Дати точні й наближені формули обчислювати пасову 
перехресну передачу.

16. Знайти довжину пасової перехресної передачі за знайде­
ними в попередній задачі формулами й за такими даними й — 
=  6 м, В — 0,6 м і г =  0,3. м.

р о з д іл  п і

ТРИГОНОМЕТРИЧНІ РІВНЯННЯ

68. Клясифікація рівнянь. Рівняння зветься а л ь ґ е б р и ч н и м ,  
якщо над його невідомим провадять лише альґебричні дії (до­
давання, віднімання, множення, ділення, степенювання та коре- 
нювання) і при тому кінцеве число разів. Всі ін іт  рівняння 
звуть т р а н с ц е н д е н т н и м и .  За приклад перших буде

Зж — ї / ж 2“—Т =  1,
а других —

2 х  =  4 X, X tg Ж =  X -f- tg X ,  sin X  -f- tg X —  1 і T. Д.
Трансцендентне рівняння зветься т р и г о н о м е т р и ч н и м ,  

якщо невідоме в ньому увіходить під знак тригонометричної 
функції, як, наприклад, у рівняннях

мпж— cosx =  tga; і х  — 8іпж =  1.
Тригонометричні рівняння відрізняються від альґебричних не 

тільки зовнішнім своїм виглядом, а й глибшими належними їм
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За цим способом розв’язати такі рівняння:
3. У  В sin a; -f- c°s  а; =  1, 3. a  sin  ж ~f- Ь cos ж — е,
2. 4 COSЖ4 - 3 SinX =  3, 4. З t g ж 2 c t g ж =  5.

2. Проте, тоді, коли ліва частина рівняння в однорідний много­
член паристого степеня 2к щодо sin ж і cos ж, а права частина 
в вільний член, тоді краще обидві частини рівняння поділити 
на s in 2*® або cos8*®. В результаті і праву, і  ліву частину легко 
подати як функцію від tg ж.

Приклад. Хай треба розв’язати рівняння

a  s in 2ж -f- Ь sin  ж соєж -[- с cos2 ж =  d.

Поділивши обидві частини рівняння на cos2®, перетворимо 
його на таке:

a  tg 2® — & tg  ж ~f~ е =  £? sc8®.
Але:

sc2® =  1 -f- tg 2®,
а тому останнє рівняння, гякщо в ньому всі члени перенести 
ліворуч, набуває такого вигляду:

{а — cZ) tg 2® -j- Ь tg  х -f- (с — d) —  0.
Отже, розв’язування даного рівнання зводиться до розв’язування 
квадратового.

На цей зразок розв’язати такі два рівняння:
б. 9 sin2 ж— 17 sin X cos ж-j-  6 cos8 ж -j- 1 =  0 
6. б sin2 ж -j- 4 sin Ж COS X  -j~3 sin8 X =  2.

;�  Іноді, перенісши всі члени рівняння в л ів у . частину 
і проробивши там деякі перетворення, удається розкласти її на 
здобуток двох чинників. В такому разі, як і в альґебрі, щоб 
знайти всі корені даного рівняння, досить: 1) дорівняти кожного 
чинника до нуля і 2) нові, одержані рівняння розв’язати. Як до­
водиться в альґебрі, одержані під час цього розв’язування корені 
збігаються з усіма коренями даного.

За таким способом розв’язується, наприклад, рівняння
1 -j- cos 2ж —  COS X —  0.

Дійсно, зауваживши, що

1 -j- cos 2ж =  2 cos2 ж,

подаємо ліву частину рівняння як здобуток:

cos ж (2 cos х  —  1) =  о.
Дорівнявши кожного чинника цього здобутку до нуля, одержимо 
два рівняння

cos х  — О 
2 cos ® — 4 =  0.
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Корені цих рівнянь
ж = ��  �� 2 кг. ± п

¥
будуть одночасно і відшукувані корені даного.

Розв’язати рівняння
7. sin ж-f-sin 2ж-j-sin зж =  і —|— c°s cr -f- c°s 2гс
8. 2 (sin 4ж -j- cos 4ж) =  sin22cc
9. sin ж — cos» =  cos2a;

ЗО. соє3ж— sin8z =  cos2iP
11. COS Ж-]-COS 2Ж-j-COS 4Ж — 0.

4. З останнього способу можна користуватися, розв’язуючи 
двочленні тригонометричні рівняння вигляду:

sin х  =  sin (ах -J- Ь), cos х  =  sin (ах Ь) і т. д.
Проте, їх краще розв'язувати на підставі формул зведення. 

Хай, наприклад, треба розв'язати рівняння
sin зж =  sin (2ж — 4).

Як показують формули зведення п°п° 35 і 40, синуси рівні 
тоді, коли сума їхніх дуг дорівнює (27с-|-і)я або коли різниця 
їхніх дуг дорівнює 2&ТГ. А тому

або

відкіля:

З ж +  (2ж — 4) =  (27с +  1)к 

З Ж — (2ж — 4) =  "J����

(2* +  1)« +  4 .1 Ж : : 2m�1  4.

Розв’язати рівняння:
12. sin 4ж =  sin 5Ж. із. sin 2ж =  cos ж.
14. cos Зж =  sin 2ж. 15. tg  ж =  ctg 2ж

З м і ш а н і  з а д а ч і .

1. Висота конуса дорівнює й =  0,5дм, а кут п] 
а° =  48°37'. Знайти повну поверхню конуса.

2. Через вершок конуса під кутом а° =  52? до по 
проведено площину. Знайти площу перерізу, якщ 
нуса 1 =  12 см утворює з площиною основи кут (Р =

3. Руби паралелепіпеда є а, Ъ і с, а плоскі кут: 
кожному вершку а°, [Р і у0. Знайти об’єм паралелепії

4. Твірна зрізаного конуса похила до площини нш 
під кутом а° =  35°17' і дорівнює 1 =  31,2 дм. Знайті 
верхню конуса, якщо радіюс верхньої основи Е  =  1,

Курс тригонометрії — 9
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21. Така ж задача для правильної 4-стінної піраміди.
22. Фігура 93 являє собою схематичний вигляд реґулятора. 

•Знайти кутову швидкість куль К  і реґулятора в момент, 
коли кут між стрижнями дорівнює а, за такими даними: вага 
клль і злучника З І— РІС}, довжина кожного стрижня МК, МКи 
СК і СКі — 1.

П р и м іт к а .  Зенітом даног місця А 
земної кулі звуть точку Z, де небесна 
сі>ера перетинається з прямовисною лі­
нією, (ця точка в спостерігача над го­
ловою). Зенітною віддаллю світла S звуть 

кут z, утворений проме­
нями, спрямованими на 

С зеніт і на світило; його
легко виміряти кутомір­
ним приладом (рис. 94).

23. Показати, що 
між горизонтальною 
(р) та добовою (р.) 
паралаксою світила 
S  е співвідношення: 
sin Р =  sin Р  Sin 2.

24. Одержану в 
попередній з а д а ч і  
рівність замінити на­
ближеною (див. при­
мітку на стор. зО).

Рис. 93.

25. Щоб знайти горизонтальну паралаксу р� світила З, від 
якого залежить визначення віддалі світила до землі (див. задачу 8 
на стор. ЗО), вибирають на земній поверхні два місця А  і В, що 
були б на тому самому меридіяні. Позначаючи широти цих місць 
літерами ер і <рі, а зенітні віддалі світила під час спостереження

�� ?� 2и показати, що р = (g '-f ) ~Ь (gi ~Ь Уі)
s in e + s in « !

Вважаючи х  за кут трикутника, знайти ті вартості х, при 
яких отакі функції мають найбільші або найменші вартості.

26. sin х  cos х. (В к а з ів к а .  Скористуватись формулою V).
27. cos2 х  — sin3 х.
28. sin х  -j- cos x  (Вказівка. Перетворити в здобуток).
29. sin х  — cos х.
30. tg  ж -Щ ctg 37.
31. З sin х  — 4 sin3 х.
32. З усіх прямокутніх трикутників з висотою h, спущеною 

на гіпотенузу, знайти той, який має найменшу площу.
33. Показати, що з усіх прямокутників з даною площою 

квадрат має найменшу діягоналю.

1 8 1



34. З усіх прямокутеіх трикутників 8 даного гипотентзого 
знайти той, який має найбільшу площу.

35. З усіх^ прямокутників з даною діягоналею знайти той, 
який, має найбільший периметр.

36. З усіх прямокутніх трапез, у  яких верхня основа є Ь, 
а похилий бік — с, знайти ту, яка має найбільший периметр.

37. На оптичну призму з 
двостінним кутом а° падає про­
мінь. Знайти кут його відхилу 
8 при умові, що кут падання 
є і, а показник заломлювання я.

К о н т р о л ь н і  з а п и т а н н я  
д о  т р е т ь о г о  к о н ц е н т р у .

1. Яка задача приводить 
нас до формул синуса та ко­
синуса суми двох дуг? До­
кажіть ці формули.

2. Перевірте правдивість 
формул синуса та косинуса

суми двох дуг взявши в них а° =  90°. Чому треба ваяти в цих 
формулах р°, щоб за допомогою їх  вивести формули зведення 
для третього квадранта?

3. Яке значення мають для логаритмування формули суми 
й різниці синусів та косинусів? Докажіть ці формули.

4. Вивести формулу для суми косинусів, змінивши у  формулі 
для суми синусів Я на 90-[-Я, а В на 90°- |-В. Що треба під­
ставити в формулі для суми синусів, щоб з неї можна було 
вивести формулу для 1) різниці синусів, 2) різниці косинусів.

5. Дізнатись, яка пара з поданих тут двох пар формул

. а0 . і  / ~ l-j-cosa' 

а° , "і /~ \  — cosar
C0ST  =  —  �  --- 2

правдива, взявши <х° =  0.
6. Дайте друге визначення віпа° і  cosa°.
7. Що треба насамперед зробити, щоб можна було порівняти 

ординату кінця радіюса-вектора з відповідною їй дугою?
8. В чому радіяльне вимірювання кутів?

„9. Складіть таблицю для переходу від градусного вимірю, 
вання кутів до радіяльного для всіх кутів, кратних 15°.

10. В яких випадках можна заміняти синус (танґенс) дугою 
і яку помилку ми робимо при такій заміні?

sin � ���� ■cos а

■ cosa
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&�� ��3 � '��� �6�  � 1.� 4;! � ! 4;!;� ! 4;�!B�! � †� %T"! 
'��� � 9 . 1 .  �5� ,;�� ��J� б) 4;�%� �� � 4. �5� 4;KJ� H5� 4;K 

! � �5� 4;,J� H5� �;% � 5.� �5� К;� H5�~к.
3.� �5� F J� H5� �;# � 6. т � �� — .о т

Я.

4.

6�

Г

в.

ПЕРШИМ КОНЦЕНТР
1. �5� 4;6#BJ� ‰5�4;KK"J� �5� ";"%KJ�й)� �;,K, 
3. �5� �KEJ� ‰5� "!E#4IJ� �5� !KEJ� †�5� 64E#4I 
3.� �5� #"�J� ‰5� KKE#4IJ� �5� !6E 
4 і 51
3.� %BE;� K!E#4I� �� K!E#4k 

6.� �4%E 
7.� 6#E 
8.� 6�T�6�T� ,�T� , 
B � ��;#� � 

10.� �K;B6� � 

1.� "B;,� �� 

3.� �%;6#� � 

3.� ,;!K� � 

4.  35 м.
5.� �;#� ��;� �#� ��;� �#� �� � �� 

в. 2 В tg �64E
п

7.� #%;#!� �8
8.� "!;"� �# 

B � |
4 ^ �64	

"Е п �]h �64E
и пЕ�  tg �64LE

п

1.� �5� 4;%4BJ� ‰5� �;!"4J� �5� ";6!K � 3.� �� � � 7.� ##I
2.� �5� "KE��IJ� ‰5� !4E���IJ� �5� !#M,I � 6.� %�B�T� "!4 � � � �E!#I
4 .� ,4E%"I 
1.� �5� 4;!6�J� ‰5� 4;B",J� �5� 4;B6K 
2.� �5� #,EJ� ‰5� K#E#4IJ� 	5� ,�#4I 
3.� �“� #4E#4IJ� ‰5� "%%!
4.� �5� K4E#4IJ� ‰5� "4I#4I 
5.� !6E;� K�E� �� K�E

6.� %4E#4I� �� �#BE#4I 
7.� "6;#6� ��;� B;,6� �� 
6 � 6;#"� �� B;,� 
B � ��K� ���"�#�%�! 

1.� �6;,B� �;� ,;!� �
2.� K;6%� � 
3.� "!� � 
4.� B;%#� �� 

5.� B;"� �� 
•� •� L�  � �64E
в. 2Л Й  8 Ш  ----- - .

п
7.� ��;""� ��� �� "";4#� �� 

8.� 6;",��� 

B 
2п єіп �64	

� � �5� 4;B46J� ‰5� 4;!6% 
k� �5� !!EKIJ� ‰5� 64E��KIJ� �5� "!E"!I 
3.� �5� �4KE��"IJ� ‰5� "KE"%IJ� �5� %#E"#I 
% � "!E��I 

"!4��" 

^ а°-
7.� �;�K� �J� #;""� � 

�6%



8. 398125 км, насправді ж точніші обчислення (за допомогою лога- 
ритмів) дають 383936 км. Різниця з’ясовується двома причинами: 
� ) паралаксу місяця ми вважали за 57', тим часом як вона дорівнює 
57'2,5"; 2) в інтервалі від 0° до 5° прирости синуса й танґекса, як це 
видно з таблиць, не завжди прямопропорціональні приростові кута. 
Ми раємо читачеві повернутись до цієї задачі після т*£0 . як він 
обізнається з логаритмами.

� D � р' � � D � р

11. 1711 км. П р и м іт к а ,  sin 15' обчислити до 4-х десяткових зпакіз.
12. 60,5 . 10�км.

I f .  1. а) 1,428; Ь) 0,456; с) 0,731; d) 0,301. 
2. а) 6Р30'; Ь) 87=30'; с) 47=30'; d) 33=•
4. 31,26 м, 33,48 м.
5. 11,09 дм.
й „  1806. S   ! � ----- �п
7. 1180°cos •

8. - - а  ctg 180=
п

13. г- Г ctg-4- 180= — а°
Зо0=

9. 7,83.
10. r ctg —

sin а
~2

JJ.

2 Є09

П р и м іт к а .  Центр опи­
саного кола сполучити 
з вершками тр-ка.

„  t 180 180°12. а ctg —— cos ■п її
ТС ) =  11 CM2.

За	 па°
����  !�

14. а) ї ї -------—  ; b) h -------~~а a
� � �� —  cos —

«8.

�2�

1. a) 1,359; b) 0,331; e) 0,524; d) 0,780. 6. 406 � �

2. a) 50=41'; b) 24=56'; c) 70=34'; d) 58=51'. 7. 2/ictga°
3. a) 45° і 26=34'; b) 60° і 70=34'. .  S. 55 st.
4. 18,6 дм. 9. Для кутів менших !
5. 36=54'; 10. Для кутів більших і

i. sin�  a \ r ~ 21. ctg� а°.
2. cos� a°. 11. V -f- tg 22. cos2- а°.
3. — sin� a°. 12. sin� 23. tg � а°.
4. — cos�  a°. � 24. — sin�a	 tg � а°.
5. �  sin�  a". 13.

���)� * 25. — � .
6. — 3 cos�  a°. 14. sin ft0. *26. cos�  a ctg�  а.

7. __ � 15. sin� a=. 27. tg �  а° sin�a°.
� � � ��#� їв. � � � � a°. 28. �

8. � 17. � � � �� a°. �� ��� а
sin� a° 18. tg � a=. 29. �

9. �
sin a cos a ° ' 19. tg  a°

tgj3° ' ЗО.
sin�  а° 
Ctg а°.

10. -Л- tg a0. 20. tga° tg 	lJ *
31. — Ctg а0.
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1 2 3 4

Він 12
~13

y s
3

&
Y o

0 ,3  y i ö

cos 5
“із"

2
3

1

y r
0,1 УТо

tg 12 У ^ 2 3
5 2

ctg 5 2 1 1
12 7  5 2 3

1 &і * 7 8

k

Y i  +  w
sin Ш

n y j / 2 - У Т 1  (Уб +  y T )

cos 1 -
І І / 2 + К 2

1
4 (У б Г -У 2 )1 Г > я3 — J«3 У Г + F

tg
7?2

У«.2 — m 3 У  2 -  1 k 2 +  / T

Ctg — V  fi2 — ??i?�w r У  2 - f l
1
n 2 - У Т

9. Yb .  10. 53. 11. Y a h  -
12. 90°.

В к а з ів к а .  13. 0* і 60’.
Виразити cos2 х  через sin2 ае, 1 __

U .  tg z  =  - . і -  у  5 )

15. 45° і 0Т  26'. 16. tgi» =  0,75 itga; =  2. Вказівка.
Поділити члени рівняння на cos3 ж�
(або sin3»).

17. ctg ж =  1,2 і 3.

Змішані задачі.

1 .7  =

2 . 7  =

E � z =

4 . 7  =

a3 tg а° =  32,92 м’ ;

па- „ . , 180°�,11�no�	� ‹no��G#K�24 ö & п

�� {H�a-1 ctg2 а° =  25,881 кв. дм;

n h \  180°  ̂ , ,
� � nRG³Gino•k� z

Р =

Р = �

Р =

Р  =

гг* = 46,65 кв дм

п а ‘
ctg-180°

COS а“

2 УЗ № esc а° ctg я° = �
=  43,951 кв. дм

$C1(
nh2-ctg«® esc а° tg----
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1 180е б. V�M �-і пР�соз2 а°�віп

6. V — -і- к3 зіп а° сов3 а°

8. ïgo^0 =  —^  і;»3

9-А: ■ V� V  ‘ V�гє3 а° =

=  2,532 дм

10. її =  tg3 а° ^  180п
111. 7  =  — %Р сов3 � 4� @ /) � � E � =о

=  73,64 см3
8�@� � •,#

�����  — ——  а° £2 1,6 � � �24

15, V  =  -^-иг3 віп ̂  =  734 іш3 З 2

+ � $ � ! �� ,-.� ���  /�

7.79° 50';

1803

‘ - * 1 а° =  1,5546 дм

3 /  о і о,о°
в =  2 У і 7 ^ а°

etg а0 =  55,866 дм>г = | / з

і/ | Г +»-3̂ !30+ г^«" 
. И —- у а°Ч" 1? і

75. Р  =  4 ЯГ3 СОв ; = 2696,5 кв. дм

17. Р  =  4я й 3 зіп 23’ 27' ЗО" =  193,85.10° 18. V�=  яа3 соз а0 ^  а0
— 301,83 кб. дм

19. V =  — б3 зіп2 о° сов а° =  
=  238,37 к. дм

ЗО. У =  —- яа3 tg  а° віп а0
О

.27. 7  =  п а 3 ї в  а “

ДЗ. V =  4?.сР йіп сов3 ^  =  713,2 к. дм 

23. 7  =  яа8 зіп* а° ■= 309,2 дм3

Р  =  8яо3 соз .Г  =  652,98 дм3їш

35. 7,66 м2 
38. 70° 31' 40".
29.109° 28' 14"
ЗО. 54° 44' 7" 
37.53° (приблизно)

32. 2,61 —гд

34. <?=Рзіпаєш ( Р ° - ( Х ° ) =  4Л39,1 кг.

33. 6,6
км
гд

=  4,1 —ма
35. 322 кг і 383 кг
36. Н  =  0,7 кг, Т =ж 

=  1,2 кг.
37.71° 84'.
38.137 кг.
39.0,799 кг.

41.1,77 кг.
42. 268,2 кг
43. 81,45 кг.

Р ____
44. Л . а°

2 зіп —

45. соз а° = 1 9

ІЗ. 23,6 кг і 100 кг. 
В к а з і в к а .  Вагу дра­

бини розкласти на дсі 
вертикальні сили при­
кладені до ї ї  кінців.

натяг дроту =  4я2и3 ” ~ ,Ь =  ",ІР
4я2п2 І

47. Сила розтягу »» 0,9 т, сила тиску ~  1,8 т

48. 0,25 т і 0,13 т 49. tg  а° =

4л2п5 

7,

Ш



ДРУГИЙ КОНЦЕНТР
84.

3 8 .

Будуючи акуратно, одержимо приблизно (1 — 8):
1. 217° і 323°; 2. 73° ЗО' і 286° ЗО'; 3. 59° і 239°; 4. 121° і 301°.
5. 19° 15' і 109° 15'; в. 31° 45' і 121° 45'; 7. 97° і 623°; 8. 389° і 691°.

9. До третього або четвертого 
11. До другого або четвертого 

13. До другого

5- * > у ї ' Ь)

JI�  2. | �  1. JX��}  с о .

10. До другого або третього 
12. До першого або третього 
14. До третього

G0��H а)
�

Vs
< � � 17. 18. 2.

39 . 1. a) sin 24°; b) — sin 58°; с) — sin 50°; d) — sin 80°; е) — sin 65°
2. а) — tg 40°; b) — ctg 10°; c) tg  10°; d) ctg 10°.
5. a) — cos �E 9� b) — cos �� ; c) — ctg a ° ; d) ctg a°.

n� a)- V s . b). o)- b i � I0)
Vs

e) - 2 ’ f)
Кз

Vs ’  V2
7. a) — ���� (45° — a°); b) — COS (45° — a°) ;
8. a) 0; b) 2 sin a°; c) 2 sin tt°; d) 2 sin a°; e) ctg a°; f) — esc e°,

� � . J � � . � > � )R�cos ;��� =  7,4467 m 2 ; " �  50,138 m 2 ; I � � .  =  —  y ( a 3— 6 3)  tg a ” .  По­

казати, що площа трапези, не вважаючи на знак — перед правою частиною,

буде додатна p �-----^-В3 sin a°. Показати, що площа трикутника, не
вважаючи на знак — , буде додатна

a° „ ft«!
5. — В cos

7. S =sm а d =  -sm x

6' 2 sin a°

V zt 2hhl cos a°.

4

. 8. n 90°2 cos —  n
10. кг.

12. ГчА 148 г.

14. 54° 44'.

-a2tg 90°

11. 34,2 кг.

13. у  R3 cos у  (2 +  sin3 

15. j a *  | /  1 -j-у  sc2 a° .

16. Прямокутній. 17. Квадрат.
18. Рівнораменний.
г9. При х  =  0 шах. =  2 ; при х  =  180° min. =  0- 
20. При х  — 0 min. =  0; при - х  =  180° шах. =  2.

21. При х =  45° шах. = 1; при X ~ 135° min. =  — 1. ‘

22. При х =  0 max. = 1; при X  = 90° min. =  — 1.
23. При х =  45° max. = 2; при X = 135° min. =  0.
24. При х =  0 min. =  10; при X — 90 max. =  2.
1. 135° і 225°. 5. 156°30'36'/ і 203°29'24".
2. 135° і 315°. 6. 44°10'41” і 135°49'[9'.
3. 240° і 300°. 7. 0°28'25' і 179°31'35'.
4. 130°31'11' і 310°3i'll в 8. 26°36'.
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����

и .

15.

17.
18. 
19.
50.
51.

a- sin p sin у 
�  sin (p -f- у) CO�  a“ 
a  sin a

sin ( a + 	 ) ■ 
na3 tg �P. tg2r  
�  ‘ ( tg P + tg y ) 2' 

Приблизно 0,6 T  і  0.7 T 

Приблизно 1,3 4 � і 1,1 t . 

1,4 T  і  1,2 4 �

7 T  і  4,7 4 �

£B =  Г  COS COS p ,

Г sin (litде sin 	 ° =  - l
22. � ) x  =  — r  cos cos 	 °;

� ) x �=  — r sin mt +  l cos 3°,
. . .  r cosco t де sin � ° =  — -г—

3) x  — r  cos (� ° +  +
-f- {cos � °, де sin 	° =  

r sin (ф °+  <“£)
l

23. Pj :

24. T

і Q
25. 90° і 270°.

�!�

COS 0°
p  sin (9 + 3 )

cos ji
D cos (9° +  3°)

cos 	 ’

10000
У 6

КГ.

ТРЕТІЙ КОНЦЕНТР

1. sin 15° =  — � $ �% � — r — ; � cos 15°

� � � ) sin 18° =  � - (У Н  — l), cos 18° :

: ± ( Г в  +  Г П

��&�''�'()
� ) sin �� ’ =  у  (К  ю  - f  �  V a  -  У і5  +  У з ) ,  

cos �� ° =  ( V  "	  - f ë ÿ T  +  V b  — l)

3. sin 105° =  -4 ( /б "4 -  У Т ), cos 105° =  — ~  (УІГ— У%),
4 » 4

tg 105° =  — (2 +  ] /T ), tg  105° =  — (2 — Г Ю
4. 2sina°cos0°. 5. 2 sin 0° cos a°. 6. 2 cos a° cos ,3°. 7. — 2sina°sin0°.
8. У З  cos a°. 9. — y lT siaa0. 10. 2 sin (a -j- 0) cos y. 11. 4 cos� a—3 cos a.

12.
sin (a +  P) r ,  s in (a-yp)

14.
sin (a —-P) 15.

sin (	 ° - a ”)
cos a . cos ,3 sin a . sin P cos a . cos {i sin a . sin 	  '
cos (a - 	 ) p , — COS(a-f-0) sin (a -j- 	 ) COS (a-j-p)
COS a . sin 	 cos a sin 	  ' sin (a — 3) ■ COS ( a - p )

so. — sc � a°.
cos (a 4- � )
COS (a — 0) • **

sin (a -f- 	 ) 
Sin (a — 	 )

tg  * 
’ tg p '

24
25

. 7
� 25 •

36. Послідовність розв’язування: чисельника і знаменника помножити 
на �  -j- sin � «, одиницю в чисельнику замінити на sin�  a -р cos�  а, 
потім після невеликого перетворення поділити чисельника й зна­
менника на cos� a°. Наприкінці, скористуватись арівности tg45° =  � .

a° a°
� t g y  �  — tg> у  і

41. s m a ° = -------------cos a° — -------------------- r-. 4 2 .-----г sin a.a. a° 4
1 +  tg2 у  l+tg2y

tg  у  cos *°. 44. 8  =  — b1 sin 2a° =  154950 кв. :  со  15 гектар.

45. h  =  У й  sin 2« =  37,751 м.

Ш



1. 2 5Іп 20° сов 5°.

а®.

2. 2 біп 23° ЗО' сов 38° ЗО'. 3. '2 сов 8° сов 24°, 
4. 2 віп 5° ЗО' ���� �37° ЗО'. 5. уТГ сова0. 6. У2сова°
7. він (а —|— Р). віп (а — 0). 8. — віп (а 4- 0) • він (а — 0).
9. 2 сов (45° — а ) . соз 0. 10. — УІГ. сов (45 +  а).

11. 4 віп а° сов2 а°. 12. 4 віп а біп 2а віп За.
а а

13. 4 віп у  сов3 * у
сов 2а сов 2а

14. --------  15. — —-----сов а віп а
їв. віп (а-|~ р). СОЗ (а — 0). 17. зіп (а — 0) . СОВ (а~4Р).

19. 2сов5 ^45°— у ) .  19. 2 віп» ^45°— у ) .

20. -  4 віп (і5° +  у у Ш  Л5°— у ) .  21. 4 зіп ^22°80’ + у ) с ° 8(22°30'- у ^

22. 4.8ІП (60° 4- .) зіп (60° -  а°). 23. 4е3 (45° +  а).

24. 2 а сов2 у  . 25. 2 ^  а сов2 (̂ 45° — у ^ .  26. У 2
сов (45° а)

сов а

27. у і «» («•:*.> гв; ^ ! Х І ! ± ї
віп а

29.
ВІП у  (а —  3)

ЗО.

сов у  (а — 0) сов у  (а +  0)

'■ г У Т в іп у  віп^45° — у ^ .  - , � � 	 	
а -4- 8 а

І ВІП--------!-------2 8Ш 2 вт 2

32. 2 а° сов2 (45° — а) ю. 2 й”'  (“ • -  І )  я .  ±  2 Уг

35. віп 112° ЗО' =  V 2 +  У Т  і сов 112° ЗО' =  — 4- V 2 — У 2& £

36. віп

37. він

4 = У 1 сов

1-4-я»2

1-4 т 2

—  1 008 У У
- «і2

. а . т
в т  о в т -2 2

53. Замінити в попереднім а на 90°-4о°- 56. 5 ----- у  ~  ■
зіп у  (а +  0)

� зттг
57. а — р --

соз у  сов у
, Ь — р

сов у  соз
0 •

сов у  сов '2

. віп а 1 .. . . ,58. а — І ——-г—.—  сов — (0 — г), Ь =  Зй т  0 віп у 2 '

� � � � � � � 	 � � � � �� �� �� �� 	
С —  » '

59. £  =  р ^ - | ^ | ^ у 60. 5 :

віп г 
а 2 зіп2 а сов 0

віп 0

ВІП2 (а -4 0)

1. (0,766; 0,643). 2. 0,616 і 0,788. 3. а) 1,235; Ь) Щ*°.
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�H �

я (22 -f- r) -f- 2 (R  — r) arc sin R - r - 2d cos ( arc sin R ■

наближена: я (В  -j- r) Ц- -у (R  — r)2 2d.

13. -w TZTi — XU -f" 222 arc sin і ' <Иі =  яг -j- 2r arc sin — ̂  r -

74. — TZTx =  kR +  2 R ^ ^ ~ - � �  w  =  яг +  2 r .

75. Точна формула: ___________

я (E r) 4- 2 (22 +  r) arc sin +  2d j / ~  1 — f —
-4r-\2

або
*  -j- �

я (R � -  r) 4- 2 (22 4~ r ) arc sin — ~ ----4 2d cos ( arc sin

d

Д 4-М .
d

наближена: я (22 r) 4
2(B4-r)2

d R"a 

76. За точною формулою: 11,95 м; за наближеною: 12,27 м. 

в » . 1. х  =  2/ся і as =  2кп 4- — -;
О

-тс 7 72. х  =  йя 4- (— 1)*-я-, ж =  2йя — arc sin і»  =  (2й 4~ 2)я +  arcsin —

3. cos x  - artzb  f rb- — c34 - a 2

'те 24. ж =  tot � - ~r �� ж =  kr. � -  arc tg — ;
%T� W

7я
365. ж =  k . 180° 4-45° і ж =  йя 4-

6. x  =  й . 180° 4- 135° і c  =  fc . 180°4-161*33'54'’;

7. x  =  (2fc~41) • у ' x  — 2 k 'r .± : ~ ,  x  — (2 k -\- l)n

8. x  =  Ля � - - г , ж =  for � - ;4 4

9. х  =  йя -j- - г , ж =  (2fe 4~ 1) я, ж == 2Йя — .4 А

@�8  =  2Ь4- f

70. ж =  йя 4- у ; ж =  (4/г 4-1) у  і ж =  2йя

11. ж =  (2 * 4 - 1 ) |- ,ж  =  ^ ( 3 7 £ ± 1 )
t тс

12. х  =  2Йя, Ж =  -я- (2яй 4- я) =  — (2fc -f-1);.
(� �

13. Ж— — (2Й4-1), ж =  /ся 4 - (— 1)* ~  U . (2*4-1) . 30°.

Змішані задачі
1 Qf,

1. Р  =  — яй3 cos a esc2 - іуч 1,533 кв. дм.Z Li
2. S  =  P K sin («■+?) и п 1 ї^ е Г =  67,948 * : A�sm3а 1 ' ’
3. 2 abc У  sin S . sin (5 — a) . sin (S — p) . sin (8 — у), де S =  a � - ? +  T

�%6



4. P  — ni (2R  -f- I cos a°) =  38,058 ы3.
5. P  =  2Ji‘ cos a esc2 =  141,23 m2.

6. V — I3 tg  2 -2- se -^r- Vcos a =  17798 кб дм.O U U
7. P 2=  2/P sin a° =  2,1235 cm2.

8. S  =  2a3 sc acos2^45°-----~^j ; P  =  2 I а 2a2 ec « cos cos (45°-----

9. P  =  4 У~ЗІ2 cos a cos5 - ï -  .£
10 F = - ^ U 3______ cos 2g_______

4 sin (a ~f~ 30°). sin (a — 80°)
В У З  cos»0

2 sin (a ~  30°) '

11. sin ¥ — -00S-^ . 12. in  B? sin 2 Г450-----

C0ST
13. (as с") У  — cos 2oc sc a.

14. 4nB1 sin - У  (ф — ф;) cos (ç -j- ?j) =  13242.104 km3.ä Z
iô. nR3 £ sin a  sin 2 sin 4 - ^ - ^ i -----sin 2

16. V  --= 2rca3 cos2 sin a; P  =  8rca2 cos2 .

17. S =  4 У 2 rca2 tg  a cos (45° — a); F  =  2rca3 tg  a sin a.
18. S =  У 2 rca2 tg  a cos (45° — a); F  =  rca3 tg a sc a.

19. cos a =  —^ ~ ~ = = = r . 20. -4=  R  Л /  sin ( 60° -j— sin (б0°
Усг2 +  4/г/і! У З r  V 4 J \

21. 2R УУкЛ^. 22. (B2= ----- 2-^— ( l  +  -p-] •
I cos -  -  £

a
2 >

24. [i =  p  sin Z. 26. max. =  1 при X  =  ■ min. =  — 1 при X =  — 3«
T

21. max. =  1 при x  =  0 і я; min. =  — 1 при х  =  

28. max. =  У~2 при х  =  ; min. =  0 при х =

29. max. =  уІГпри m =  ; min. — 0 при х  =  —-

ÎI50: mm. =  2 при сс =  - - -  ; max, немає.

71 71
34. max. =  1 при х  =  — - ; min. =  0 при х  =  —~Ö à
32. рівнораменний. 34. рівнораменний. 35. квадрат.
36. У тій, що має кут 45°.
37. 8 =  arc sin (п sin і) -(- arc sin [п sin (а — г)] — а.

1 4 4
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