




ПРЕДИСЛОВИЕ

Русская математическая литература не богата сборниками задач, посвя­
щенных высшей алгебре. Следует признаться, что за исключением небольших 
отделов, отведенных высшей алгебре в сборниках задач по анализу и 
играющих там по необходимости второстепенное значение, больше мы 
ничего не имеем.

Правда, и иностранная литература не на много богаче нас в этом отно­
шении. Если не считать довольно значительного количества прекрасных 
задач, опубликованных разными лицами в таких журналах, как: „Nouvelles 
Annales de Mathématiques“, „Jahresbericht der deutschen Mathematiker-Verei­
nigung“., „Quarterly Journal of Mathematics“, или рассеянных на страницах 
отдельных мемуаров, если забыть, что всякий английский курс в согласии 
с превосходным правилом Ньютона: „Exempla docent non minus quam praecepta“ 
всегда иллюстрируется и сопровождается задачами, опять мы ничего не 
встретим кроме скромных отделов, посвященных высшей алгебре на стра­
ницах сборников задач по анализу.

Пополнить этот пробел в отношении основных отделов высшей алгебры, 
дать систематический сборник задач в пределах ее элементов является 
целью настоящего задачника.

Намерением автора было коснуться всех основных отделов алгебры. 
Однако разросшийся объем сборника заставил отказаться от этой мысли и 
ограничить круг вопросов элементами этой науки.

Многими интересными и важными в приложениях отделами пришлось 
при этом пожертвовать. Укажем здесь некоторые из них: опущены вопрос 
об отделении и вычислении комплексных корней уравнений, учение о квад­
ратичных формах с его обширными приложениями, учение об инвариантах, 
теория групп и ее алгебраические приложения; по̂ <£Ой же причине не поме­
щены такие методы вычисления корней уравнйшШУ~жак способ Греффе, 
способ итераций, графический способ.

Авторь предпочел сказать обстоятельнее ß немногом, чем понемножку 
обо всем.

Выпуская этот задачник, автор надеется, что в дальнейшем ему удастся 
восполнить то, на чем он сейчас вынужден остановиться.

А. Журавский.
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1. Представить число 1 — і в тригонометрической форме.
Модуль г комплексного числа 1 — і находится из равенства:

г =  ] Л  +  ( — I )2 =  У  2 .

Аргумент f  определяется соотношениями
1

COS О —  , S in  Ср =
‘ � / $ ’

— 1
? г

Простейшее значение ср:
ср = л

4~ ■
Число 3 — і напишется так:

1/2 COS I
(  т. '''

4 J 4  і sin і

Представить в тригонометрической форме числа:

� �� � � � �
3. 4  /.
4. ±  1 4  i-
5. 4  1 4  i V  3 .
6 . 1 4  cos a 4  i sin a.
7. 1 — cos a -f- i sin a.
8. 1 4  sin a 4  i cos a.
9. 1 4  г tg «■

10. Представить в тригонометрической форме число

1 +  ш 
1 — га ’

положив а =  ctg a.

11. Представить число m — 2  ̂cos 4  i sin в обыкновенной форме. 

Зная, что cos ~  = = s i n - / =  ■*- , найдем, что

m =  У~ 3 4"  /
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a(� ��'��!��� ���� ��� �����$��� ��������  ����!������� ��������� U��"
�����

g��HMH�Ы)� f �g�� f � di)�d �g��HMH�с)� f � (b� f � d)�oV
(a�f � bi)�b�gF� 4H�di)�d �g��b � c)� HM�(b�b� d)�oV
(a� f � bi)�(c� f � di) —� (ac�b � ba)� f � i (ad�f � bc)\

(a� f � biz .�(c� f � di)�d � - ^ - г м � f �x($�) �*+$ FvlHDM2

v(� �� ���� �������� ������ ������ т и п � �����$� !� �����������������'�
U����

т =  г�gF16���� f � i�6@8���z�� п =  rx�gF16���%�f �i�6@8����z�

 ����!������� �� �������� ��%�������  �� U�������.�

т� |� п =■■ г •� ��� }F16�g���f � ���z� f � i�6@8�gFQ�f � FQ�ze��m : n

f � i�6@8�gFQ�b�FQ�ze(

}F16�gFQ�b�FQ�z� f

Задачи

�����!������
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an(� �$������)� !$��-����.

gn� f � voz� gr� f �l o z H ~ � ga� f o z |

gn� f � 2 �z� gr�f � loz�d �an� f � 2 6 /

(1� f �� )3�d � 1� f �no�f �w/2�f � �•�d �b� 2� f � 21�

	��������)��� ��%������ ���

gn� f � 2 �z� |� gr�f � l�z�b� 6� ga� f � � )3� d � an� f � 2 6 /  — 6� g�b 2 f � 2г) d �2 5  f � alo(�

� $ � � � � � � ) � ! $ � � - � � � � .

g � H a z €� a�� gan�f �v/) 2�b�gn� f � �z�gv�b��z� .� vo�f �gq�b� ` ) 2
al( ,��) �- +

, с (13 +  2г)2 -  (3 +  /) (2 -�
5 ‘ 3 +  4/ .� ,��) ��/�0 �,.�0 ��/

a~(�(2�f fz � � f n•�� f � (3� f � 21).
1�b� i

� � � g1 H4-0� g1 b �‚� K�(�go�f � 2z� g2��f � 1z
a r •� y � g 5 � f � v o M � n f o

2п
� $ � � � � � � ) � � � � � � * # � � � ! $ � � - � � � � � �  ���-�!� со�d �F16� f

f � ��6@8
2�

aƒ(� g� � � f � ' � vz� g��� 2�f � o„��z
���� g�� � � Ь � � с)� g��+  Ьсо�+  с®2) g�� � � бсо2 +  ссо)
20(� g�� f � 6…�f ����vz� g�� f �o��� 2� f � ссо).
va(� (а� +  Ьсо +  ссо2)3 f � (я f � Ьсо2 f � с®)3



Н а й т и  в е л и ч и н у  с у ммы:

22* С ) - 3 6 ) + 3!Й ) - 3’ (?) + "
Знак � �0  = -----------" -----—г, обозначает число сочетаний из �

и /  1 ■ 2 . . .  * • 1 • 2 . . .  ���  — �,
элементов по А.

23*. Вычислить сумму

1 - 3 ( ? )  +  3 ' ( 2 ) - 3 1 (” ) +

24*. Показать тождество

н вычислить суммы : ;  и <��

§ 3. Извлечение корня из комплексного числа.
1. Извлечение корня степени �  из комплексного числа �  +  +  приво­

дится к определению двух вещественных чисел =*� � * удовлетворяющих 
уравнению

�=  +  г»* =  �  +  +�

8� Квадратный корень = �> ��?� �@ комплексного числа �  +  +  может
быть вычислен по формуле

х +  1 у = ±  \ ^ / 7 ^ Т Т * +  а� � � �"� #�$�%��&�у у щ � ' (

где sign .�&  � при .  >  � , sign .  =  — � при .  <  � , sign .��  �  при .� $  � .
3. Корень степени �  из числа !  +  +  =  A (cos а +  � sin а) имеет �  зна­

чений � "B�8* � �� ��C
Любое значение � �  может быть найдено по формуле 

D �$ �� �E • (cos -  х -— ■+ Г Sin -)

������
25. Вычислить корень � ��  +  1
Пользуясь формулой извлечения квадратного корня, получаем:

E E > F�& G H � � > * � � I G J � � K

В ы ч и с л и т ь  к в а д р а т н ы й  к о р е н ь :

26. | / Т .  27. 1 /3 + 1 7 . 28. У \ 1 ~ 8 L  . 29. � M 1 + �

Знаком * отмечены более трудные задачи.



30. Решить уравнение х 2 +  X 4 - 1 — i — 0.
Вычислить корни уравнений:
31. лг2 +  (5 — 2г) х  +  5 (1 — г) =  0. 33. х 4 +  х 2 +  1 =  0.
32. х 2 +  (1 — 2/) х  — 2/ — 0. 34. х* — 2х2 +  2 =  0.
35. Найти ]/!$
Представив число 8 в тригонометрической форме 8 =  8 (cos 0 -f-з

+  i sin 0), получаем все значения корня j / e "  по формуле 

У~8 =  2 - (cos ^  +  г sin , (£ =  1 , 2, 3),
что дает

z x — — 1 +  i , z2 =  — 1 — i 1 /3  , д3 =  2 .
В ы ч и с л и т ь  к у б и ч е с к и й  к о р е н ь :
36. |/2 7 . 37. ] /Т .  38. ] 1
39. Найти корень у ~ .
40. Вычислить корни 5-й степени из единицы.
Вычисление корня 5-й степени из единицы приводится к нахождению 

числа z, удовлетворяющего уравнению
Z5 — 1

Один корень г0 =  1. Остальные значения корня удовлетворяют уравнению
д4 +  д2 +  22 +  2 +  1 = 0.

Это уравнение возвратное. Решая его согласно известным правилам 
(следует положить г  +  —■ =  и), находим его корни

10 +  2 / 5 ,

Отсюда уже легко найти, что

і ±

=  cos J  +  i sin J  =  ^ +  l- - \ f  1° +  21 /5  Э 

=  cos J  +  1 sin ^  =  —  + ^ ^ 1 0 — 21/5:

z % = - Y I ± L - ^ y \ o - 2 Y b ,

д4 =  | ] / ю  +  2 | / 5 '  ,
, „ 2Anприняв во внимание знаки тригонометрических функций cos — , sin 

при различных значениях k.
Н а й т и  к о р н и :
4 1 . | / ^ Т .  42. • 43. |/б 4
44*. Показать, что все корни уравнения

/1 i x \* _1 +  (а
\ l  — ix j  1 — ia

вещественны и различны.



§ 4. Количество с комплексным показателем.

a(� †�������!�� �� ��� �����$��  ����������� � ����������� ��!����!��

еа + ы� d �еа� gF16�b� f � і�6@8�b) .

v(� ������U�� ��� ��������� ������ ������ ������������� ���-���!�� ���"
����'� �� � ����������� ��!����!��.

51J�g�� f �Ы)� d 5 1 J D f� �•g��� f � 2kiz) (k = � 0��± � 1��± � 2 �� . . . ),

���� k�  ��������� !��� !����-�$�� ,��$�� ���������� ����  ���-����)�$��� ���� ��
����,����)�$��� �� г � �� ���b������)� �� ��������� ������ а� f � bi.

w�����
45.� �$������)� 51J� i.
46.� �$������)� 51 J g5� + г ).
47.� �$������)� 51J�ga� f � ��z(

е¥ е~ е** —48.� �������)�� � � � HHHHHbb �d �F16����� HHHHHHHHHb HHHHHHd �6@8�а.’ 2 т’ 2г ‘
49.� �$������)� �����.� F16��� lH� F16�g��lH� v k)� l[� |� (� (� l[� F16�g��HŠH� vtM<z(

����������� ������ q �d � еш HMH�е� (а + 2Л) +  2 пк).
������-������ ������ ���)� !�#���!������ ����)� q(� �����

q �d �і '� f � f  '�f�v�„� f � (� (� (� f � І �Xt�f �v�x„� d � в*
/v�g�� l -  1z�ы  .

еш - 1

=  е
■: (а nh) ��g8�f �1z�ы�( е Hg‚ f ˆz �k

е¥ �• � е -  ¥
�����!� !�� !��������� ���� HHHHHb HHHHHd �6@8� ��%����2��� 1�€

И� (� Щ� (� (� • � ^Ua-ynh)� j@8�g��b‡b�1z�o�
' ' ‘ ' 1 ' sin Л

	�����!� !�#���!����*� ����)� ��� �����'��  �������

F16���HgH� F16�g�� f �2а)� F16�g��f �2nh) —� HHHHb . W� H

� $ � � � � � � ) � � � � � �

qu(� a� HU ��F16���� lH�«2�F16�v��� lH� (� (� (� HMH�ап�F16�t��(
qa(� 96@8vFQ� lH� �2�6@82�v��� ly� m� |� |� f �9D46@82�t��(
qv(� a l - a �F163���� 4H��2�F163�v��� 4H� (� (� (�4H�ап�F163�t��(
qn(� F16����4- a 2�F16�w���HMH� (� (� (� lH� �y�F16�g2t� lH� az���(
ql(� 6@83�v��� 4H�6@83�l��� l[� |� (� |� f � 6@8 3�v���(
qq(� �$�����)� F168FQ� ������ �������$� �����$%� ����� !�� ��)��!�!&��)�

������&������ ������� lƒ(
q~(� �$�����)� 6@8Ž•� ������ ������������������� !������$� �����$%� ���(



§ 5. Геометрическое изображение комплексного числа.
1. Геометрическим изображением комплексного числа �  =  = +  ��  является 

точка с координатами =*� ��
2. Комплексное число � � ��= � ��  может быть изображено также век­

тором, идущим из начала координат в точку (х, �,�

������#

57. В круг радиуса Qb с центром в начале координат вписан пра­
вильный многоугольник. Определить положение его вершин, если известно, 
что одна из них находится в точке �T� �� �

Расстояние каждой вершины от начала равно /?. Центральный угол,
2тс

соответствующий стороне многоугольника, равен — . Угол между осью � c
� �  +и радиусом-вектором, идущим в вершину ��*  равен �  +  .

8�� �� d сов(а +  �А*) + г -5іп ( а +  “ ")]•

58. Написать условие, что точка �  =  = -+- /у находится на расстоянии d  
от точки /и =  �  +  +�

59. Написать условие, что точка �  находится внутри окружности ра­
диуса /? с центром в точке �  =  �  +  +�

60. Определить положение вершины � B� правильного �  - угольника, впи­
санного в круг радиуса с центром в точке ��$ ��  +  +*  если известно, 
что радиус, соединяющий одну из вершин с центром, параллелен оси О К.

61. Найти положение вершины правильного треугольника, если известно, 
что две из его вершин находятся в точках � , �  +  X�

62. Определить положение вершин правильного я-)гольника, зная, что 
две смежные вершины находятся в точках � , � .

63. Зная две противоположные вершины �T*� � 8 квадрата, найти осталь­
ные его вершины.

64. Зная положение �*� �*� �  трех вершин параллелограмма, найти чет­
вертую его вершину.

65. Определить положение центра окружности, описанной около пра­
вильного шестиугольника, если известно, что две смежные его вершины 
находятся в точках � , г.

		 . Найти середину отрезка, концы которого помещаются в точках
*� , �8 �

67. Найти положение центра тяжести масс 2 и 3, помещенных в точках 
� —  � /, � -Г 3/,

	� . Найти положение центра тяжести масс � " *� т а , . . .  т п , поме­
щенных в точках � 8*� � � � � 2� �

69. Показать, что равенства

+  ^а� �  +  ^з��  — Х�  +  ��  +  ��  =  � ,
где Х1, Х2, Х�  суть числа вещественные, выражают необходимое и доста­
точное условие, что три точки � 8*� � '  лежат на одной прямой.

70. Точки � �*� � 8*� �� �� �� � �  суть вершины выпуклого многоугольника. 
Как расположена относительно многоугольника точка �  =  Х�  �= 4- Х� д�  +  
-{- . . .  + Х идп, где Хх, Х2, . . . ��  суть вещественные числа и Х( >  
>• �  (/ =  � , �  . . .  я), Хх Х�  +  . . .  +  ,��  =  � ?



71. Найти положение центра тяжести равных масс, расположенных 
в вершинах правильного многоугольника.

72. Зная, что три вершины треугольника находятся в точках 0, 1, i,
положение третьей вершины подобного ему и сходственно рас­

положенного треугольника при условии, что вершины, соответствующие О 
и 1 , помещаются в точках 1 -{- i и 1 — i.

73. Найти на плоскости комплексных чисел такую точку z, чтобы 
треугольники z  z t z 2 и z  z x' z 2 были подобны и сходственно расположены.

74. Производится построение. Отрезок а, где а вещественное число, 
делится на п равных частей. В точке М 0, соответствующей числу 1 , про- 
зодится перпендикуляр к оси вещественных чисел. На перпендикуляре
откладывается в сторону положительной мнимой оси отрезок начало
которого в точке Мй. Пусть М х его конец. На прямой ОМх строится 
треугольник ОМхМ2, подобный и сходственно расположенный с треуголь­
ником OM0MV На линии ОМ2 строится треугольник ОМ2М3, подобный 
и сходственно расположенный с треугольником ОМ1Л12 и т. д. Определить 
вершину Мк и найти модуль и аргумент числа, ей соответствующего.

75*. Определить предельное положение точки М п предыдущей задачи 
при п, возрастающем беспредельно.

76. Определяя равенством: e'f> — пред I I  + -  ) , показать формулу
л —> оо '

Э й л е р а
е9* =  cos со +  i sin ср.

77. Вектор a -f- Ы делится на п равных частей. На плоскости отме­
чаются точки 0 . . .  О, М0 . . .  1 , М х . . . 1 +  • На линии ОМ3
строится треугольник ОМхМ 2, подобный и сходственно расположенный 
с треугольником ОМ0М1. На линии ОМ2 строится треугольник ОМ2М 3, 
подобный и сходственно расположенный с треугольником ОМхМ2, и т. д. 
Определить число zv  соответствующее вершине Мк. Найти модуль и аргу­
мент z t .

78. Найти предельное положение вершины Мп предыдущей задачи при 
п, возрастающем беспредельно.

79. Определяя еа+ы равенством"
а +  Ь' /  . . а- \ -Ы\№е т =  пред 1 +  -~г~  ,

И —> СО ' lt /
вывести соотношение Э й л е р а

g a  +  Ы  _  g a  ^c o s  fo _j_ I  s i n  f , y

80. Показать тождество

1 z \ +  н  2 + 1 z i — ч  12 = 2 (! z i ! 2 +  i *a ; 2 ) 
и дать его геометрическую интерпретацию.

Положим число z x — х х +  y xi; z2 — х 2 -{- y 2i, Тогда получаем последо­
вательно

z i +  z 2 i2 =  (x i +  х 2)2 +  (ух +  у 2) \  \ г х — г% |а =  (хх —  х 2) ъ +  ( у х — _у8)*, 

+  2 +  2 2 (хх* +  х 22 + > 'a2 + V )  =  2 ( ! z i Is +  i z 212).



�������!$!��� ������ г 1 и г а в� !���� �!�%� !������!�� !$%���#�%� ��� ������� 	��
 �������� ��� +��%� !������%� ���� ��� �������%�  �������������(� ���� ���!������
!��&���� ������ ��%����)��� !� ������ г х� f � г 2.� ���������� ������������ !����"
����� г 1� f � г 2, г %b�г ъ � �� ����������� ��-����!�� ����� �������.� � � � � � � � ! � � "
� � � � ! � � � � � � � � � � ' �  � � � � � � � � � � � � � � � � � ! � � � � � � � � � � ! � � � � "
� � ! � ! � � % � � � � � � � � � � � (

ƒa(� �������)� ��-����!�
(� � ‡ � (� \u~\- V л г HHHHHH� (� ��f ��•� � o b � ˆ��•� f � ‡�V� �̂ d � c�b 5Hb a- у  и • V� f � HHHHHH-у т

ƒv(� �������)�� ���� ��!����!�

\ г 2 г г�‡�H�d � �̀г г� �z |2� f � г 2 г0� 2 

���)� ������!��� ������&����

22�=� 2 0 =  и  ( 2 1�=� г о)>

“� b� !�#���!������ ������� �� ��������(� ���)� ��������������� �������!����(
ƒn(� N� ����)� ���!������  ����'��  ��%���#�'� ������ ������ гг, г 2.� �����

������ г � ��-��� ���  ����'��  ��%���#�'� ������ ��� �� г 2,� ��� ��������� ��b� 21г�
02�b� ������*���� ���)��� !�#���!���$�� ���-������� o(

*1� = ( 2 , - 2 ^  ■ І.
�����!��� !� +���� ��!����!�� ������ і� !�#���!������ ����������  ������� ��"
������� ������ ���  ����'��  ��%���#�'� ������ г 2� �� ��(� N� �������� ��!����!��
�� ���)� ���!������  ����'(

ƒl(� N� ����)� ���!������  ����'��  ��%���#�'� ������ ������ a�� o(
ƒq(� ”����� ������ n� f �v і�  ��!�����  ����*��  �������)��*� !������� a� b� і,
86(� ��� ������ r�b �v і� � �����)�  �� ���������� ���  ����*�� �������*#�*�

������ 2� �� 1� f � і.
ƒr(� N�'��� ��������������� ������ ������� ��!���������$%� ��� ������ v� �� no(
88(� N�'��� ���!������ ����������$� !��������'� �� !��&��'� �����  ��� !��"

&���� 20� >� �������)����� 2u�� 2, 22.
ƒs(� N�'��� ��������������� ������ ������� ���!������ ��������

1� н ,
2 d � W �� і� !�#���!�����(

����-�!� г =  х  іу,� ��%����

х  ~~ і�H� x �’ -*1 *2�€� %� ~
������� ���������!��� ���������� х  в у ,� ������ і� !���������� ���b ���� ��� H�H����
������ ������)���� ���� 2� � ��$!����  ����*� ����-����)�� �!�����)�  ����!�
����!�'� �������(

su(� N�'��� ��������������� ������ ������� ���!������ �����$%

�� �� I b !�#���!���$�� �����(
sa(� 	 �������)� ��������������� ������ ������� ���!���!���*#�%� ����!�*

“�b �!�#���!������ �����(
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92. Показать, что необходимое и достаточное условие для того, чтобы 
четыре точки лежали на одной окружности, выражается равенством

где X — вещественное число.
93. Показать, что преобразование � #�$$�  г �  соответствует параллель­

ному перемещению всех точек плоскости на величину вектора � ��

94. Какой геометрический смысл имеет преобразование � � � $ �� � 5� � [b

95. Выяснить геометрический смысл преобразования � � � $ � �5*� �  — веще­
ственное число.

В какие линии превращаются окружности?
96. Выяснить геометрический смысл преобразования � � $ � \г,� где X—ве­

щественное число.
97. Показать, что преобразование

, � �  +  s
8� � --- ;—	 � �0� � �

равносильно ряду отдельных преобразований � � �$ ��  +  �*� � � � $ ���*� � �  =  *
В какие линии переходят окружности?
98. Изучить преобразование

Какие линии соответствуют лучам, выходящим из начала, и что соответ­
ствует концентрическим окружностям?

99. В какие линии превращает преобрлзование � �  =  е* прямые парал­
лельные вещественной и мнимой оси? Какие линии соответствуют прямым 
не параллельным осям?

О Т Д Е Л  II.

ОПРЕДЕЛИТЕЛИ И ИХ ПРИЛО­
ЖЕНИЕ К РЕШЕНИЮ СИСТЕ­
МЫ ЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИЙ.

§ 1. Понятие об определителе и его основные свойства.
1. Матрица или таблица есть совокупность элементов �"�*  расположен­

ных в форме прямоугольника

� � � � � ��� � �� �� а 1п

� ��� � � ��� � ■ ■ а : п

� � ��� � � � � � �� �� � �� Я т п
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2. Определитель порядка л, составленный из элементов квадратной 
матрицы

' « И .

д  ° 2 1 )

а 12 • • 

« 2 2  • •

• а 1п

■ а 2п

гГ7
1! ’ ’ �

а,1 ♦ а  0 . . . �
аа2 а пп

а м> 1 а п> 2 • • • а «п

ееть сумма всех возможных слагаемых вида 

( —  1 )4а‘ • ' � � �� �� �  . . . .  аа,1 а, 2 «яп

где ли аь  . . .  ап — перестановка значков 1, 2 , . . .  л и число А а 
равно числу обращений (инверсий) между элементами перестановки.

3. Знак, с которым произведение ��� � �� �� �� �� ��� �  входит в опре­
делитель, определяется знаком числа ( — I )4”1' ' • • �	  где �

• *п
есть число обращений между элементами перестановки а1( а2, . . . ап и 
� р р есть число обращений между элементами перестановки р1, (32, . . .  (Зп.

4. Основные свойства определителя.
I. Определитель не меняется от замены строк  столб­

цами.
II. При перестановке  двух строк или двух столбцов  

определитель меняет знак.
III. Определитель есть линейная функция от элементов  

к а к о й - л и б о  строки  или столбца.

������#
1. С каким знаком входит в определитель произведение элементов, 

расположенных по второй диагонали?
Произведение элементов, расположенных по второй диагонали, равно 

ап1� • а„_ 12 Указатели строк образуют перестановку и, л — 1,
л — 2 , .  . . 1 . 1� этой перестановке элемент л образует л — 1 обращение. 
Элемент я — 1 образует я — 2 обращения и т. д. Общее число имею­
щихся в перестановке обращений равно

1 +  п _  2 +  . . . +  1 =

п ( п — 1)

Знак произведения определяется знаком числа ( — 1). 2
2. Определить знак произведения «12 • а 23 • а3^. . . ап1, входящего 

в определитель я-го порядка.
3. Определить знак произведения а21� я43 #� #� #�а2п>� 2«—г * ац  • . . «г*—1,2», 

входящего в определитель порядка 2л.
�# Определить знак произведения я14 "�23��"�2���4� ап �"�а31�"�2���� содержаще­

гося в определителе 6-го порядка.
5. Определить знак произведения я45*я32-а14-а81-л63 в определителе 

5-го порядка.
�# Содержится ли произведение я18 а23 . . . ап~\ ан  {к� � � 1 ,2 ,. . . л) 

в определителе порядка л и если нет, то почему?

и



r(� �� ������ ������� �����-�����  ����!������� ! 18• � � x�g 1„�� „� 4!X� 11
!� � ����������� 6H���  ������k

8(� †���!$� ���-�$� �$�)� ������� o�� k,� ����$�  ����!������� � 34�аа � � 21 
!%������ !� � ���������)� lH���  ������� ��� ������� ������ gbzk

s(� �$����)� ������� i n k � ����� ����$�  ����!������� а1( ■ а23�|�aik • asi�|�
!%������ ��� ������� f � !� � ���������)� qH���  ������(

au(� �$����)� ���������� i n k � ����� ����$�  ����!������

а ц '  а п - \ , � $ V�а п—$/�8� N� N� N� W $

������ �����  �*�� g f z ( � ”����� �� ������(
aa(� N�'��� �����  ����!������� ат1'а „ , ^ ^ 'а т̂ 2,з  ■ ■ • ат+1�t� g���j � �z�

 ��� �������� ���� � b ������ ��������(
av(� �������)�� ���� � ���������)� �H���  �������� !� �������� +������$� ап ,�

аы� ������ ��� �����$�� �� ��-���$���b������� !�#���!�����(� ���-��� !�����
������ !����)�� ���� +������$� аккb������� !�#���!���$��� ���� +��� +������$b�
������ �� ��-���$�� ����� �� ����'(

w������� !� � ����������� ������� �����,���(� 	 ���������)�  ��!��������
!� ������ ��� ��������� �� ��-������ ��  ��-���� ���� ����������� ���� ����
��-�$'� +������� ���������� �������� �� ���� �� ��-���$��� 	 ���������)� ���
�����$� ������ �����,���� ��� ��������� �!��'� !������$(� 	��*��� ��������� ����
���������!���$'� � ���������)b ������ !�#���!�����(

an(� †������ ����!�*� ���-��� ���!���!����)� ������ ��� ����$� � ������"
���)� �HD1�  �������� +������$� ��������� ���!���!���*�� ����!�*.

акк�d �0� (k — 1,2, . . .  п), aJk�d � ia kJ (j  >  к ) ,—

aJk� !�#���!������ ������b�$�� ������� !�#���!���$�� ����!������ ��� �������'��
 ��������$%� +���������k

al(� ���� ������ п� � ���������)� ������� an� ���)� ������ ������ ������k
aq(� �������)�� ����  ��� ��������� п � � ���������)� ������� an� ��!���

(lga� l H�)� ���� � g a b ��z�� ���� А � ���)� ������ !�#���!�����
a~(� �$������)� � ���������)� �H���  �������� +������$� ��������� ���!��"

�!���*�� ������&���*.

акк�d �0� (k �d � 1��2�� ( ( ( �п), aik�d � b� аи ,

 ��� �������� ���� � b ������ ��������(
ar(� †��� ���������� !�������� � ������������ ����� �� +��������� ��-��'�

�������  ����!��)� ����!����!�*#�'� +�������  ���$��#�'k
aƒ(� ”���  �����'���� �� !�������'� � ������������ ����� ��� +�������!�

��-����� �����,�� �����)� !������$��  �� ��,�����)�$�� ����!����!�*#��� +��"
������� �����*#���� �����,�k

as(� †��� ����������� !�������� � ����������� ���  ����!������ �� +���������
��-��'� ������� ����!����!�*#�%� +�������!� !��%�  ������*#�%� �����k

�� $�� �����'� �����������&�

a(� S����$� �b ��H���  �������  ��������� ��� � �����������  ������� � �  �����
!$�����!����� !� ���� т � ������ �� т � �����,�!(

v(� S�����  ������� т,� �� �������)�$'� �� �������  ������� п b т,�  ���������
!$�����!������ ��%� ������ �� ��%� �����,�!�� +������$� ���%� !%����� ’� ������
 ������� ��b� т.
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3. Алгебраическое дополнение минора есть произведение его допол­
нения на ( — 1 Число & есть сумма указателей столбцов, а г сумма
указателей строк, входящих в состав минора.

4. Определитель �� го порядка Д может' быть разложен по элементам 
/-го столбца, согласно следующей формуле:

Д =  � � �� 	�  +  �������  +  • • •

где � �v  обозначает алгебраическое дополнение элемента ���
Разложение по элементам � -ой строки имеет вид:

Д — «*Г � �0  +  ���  ■ � x  +  • • • +  ��� ' � ���5

5. Определитель ���9  порядка может быть представлен в виде суммы 
всех возможных миноров по ядка �*  образованных из элементов каких- 
либо �  строк, умноженных на их алгебраические дополнения.

Задачи.

20. Найти в определителе � -го порядка алгебраическое дополнение 
минора

й п > « 1 2 » « 1 3 » « 1 4

« 3 1 . « 3 2 » « 3 3 » « 3 4

« 5 1 , « 5 2 » « 5 3 » « 5 4

« 8 1 . « 8 2 » « 8 3 » « 8 4

Данный минор содержит элементы первых четырех столбцов и элементы
1-й, 3-й, 5-й и � -й строки. Чтобы получить дополнение данного минора] 
зачеркиваем элементы первых четырех столбцов и 1-й, 3-й, 5-й и � -й строки 
в определителе � -го порядка. Находим:

« 2 5 » « 2 6 » « 2 7 » « 2 8

« 4 5 » « 4 6 » « 4 7 » |£ь СО

« 6 5 » « 6 6 » « 6 7 » « 6 8

« 7 5 » « 7 6 » « 7 7 » « 7 8

Остается умножить этот определитель на — 1 в степени, равной сумме 
1 ф - 2 - ( - 3 - | - 4  +  1 -(-3  +  5 - |- 8  =  27, чтобы получить алгебраическое до­
полнение предложенного минора.

21. Найти в определителе 4-го порядка алгебраические дополнения 
миноров

| « 1 1  > « 1 3 « 3 2 »  « 3 4

| « 4 1 »  « 4 3 « 4 2 »  « 4 4

« 2 1 » « 2 2 » « 2 4

« 3 1 » « 3 2 » « 3 4

« 4 1 » « 1 2 » « 4 4
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22. Отыскать в определителе порядка 2п алгебраическое дополнение 
минора

� �� а 23 • '' • � ��� � � —1

� ��  3 '  ' • � ��� � � —1

� ��� � �� � �� �  3 • '’ * ^ 2 � �  2� —1

образованного элементами четных строк и нечетных столбцов.
23. Разложить определитель 4-го порядка по минорам, составленным 

из элементов 2-й и 3-й строки.

§ 3. Вычисление определителей.
1. Вычисляя определитель, полезно во многих случаях преобразовать 

его так, чтобы элементы какой-либо строки (или столбца), кроме одного, 
оказались равными нулю. Разложение по элементам этой строки или 
столбца сводит вычисление данного определителя к вычислению опреде­
лителя порядка на единицу ниже.

2. Указанное преобразование в различных случаях достигается различно. 
Во многих случаях оказывается возможным его совершить, производя в опре­
деленном порядке вычитание из элементов какой-либо строки (или столбца) 
величин, пропорциональных элементам другой строки (или столбца).

24. Вычислить определитель:

1 1 1 . . . 1

1 1 -|- 1 . . .  1

1 1 1 -р 0̂2 . . • 1

Задачи.

1 1 1 . . . 1 +  а„

Вычтем из элементов каждой строки элементы первой. Получаем, что 
предложенный определитель,— назовем его Д,—

і 1 1 . . . 1
0 «і 0 . . . 0

оII<1 0 а2 • •. . 0

0 0 0 . ., . ап

Всякий определитель, у которого элементы по одну оторону главной 
диагонали суть нули, равен произведению диагональных элементов (это 
можно проверить, разлагая последовательно по элементам первой строки 
данный определитель и все определители, к которым он сводится

Д — ахаг . . . ап.
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— 1 — 1 0� (� ( (� 1 1 1 �� ( (� (� 1

— 1 — 1 ■ 1� (� ( (� 0 1 1 1� (� ((� (�0

vr( <г, а, а . . (� а
— а, а, XI ■ ■ . Xп--2
b �( —  а, а .� � •У»-Hn

— а, — а, — а� (� (, , а

vƒ( 1 1 1 1

1 2 n п

1 n 6
п (п�4H�1z�

2

��g � f � 1z� ��{п�4 �1z( ( ( �g2��b� 2z
1� Ž� 2� •� •� 1� |� 2 (�Т7пп~\

vs(� a� a� ( ( ( � a

,@/ � � , T 3 5 /� N� Y� N� , 5 3 1 /

т�4 H���
п

т� f � 2��bm� 1 
п

nu( �

�

�

nv(

1� g k z g V z m � |� |
g� Ž{���b 1 z

1�� l •� {
{� р ) ’� a o r l a o � •

1 т \-п �
•� {�р�l[��

t '�� ( а - 1 ) п, ■ (� (� gа H ‚ „ | nn(� a� v (� t� x� п

а ? - \ � g� b ` )” “ 1� ( .� (� g� {�b 1H � z 1� 23 (� (� (�п3

1� 1� (� (� (� 1 1� 22" -1 � =  �П
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4� �  � �  �

��  +  b  ��  +  * 3 + 1
* 1 2 +  * 1 ,  * 2 2  +  * 2 >  * 3 2  +  * 3

1

, +  �

c�  +  *,

 !"�� ��#$��  !"�� � �%�� &� &� &�  !"�� ��%'

40. 1 1 . . .  1
Fi��#( �%)�*� Fj��#( �+$��� �� �� �� Fx��#( �%"�

(COS cpi) ^ ( c o s c p ^  . . . (cos <p„) 

( * )  =  ° в і  X ‘ +  a u  * h~ ’ "І • • • +  a kk

8* 19



41. СОЭ Я©0, СОБ (я--- 1)?0 • • •
соэ ясрх, соб(я — 1)ср! . . .

соз поп, СОБ (я--- !)?„ • • •

42. 1 +  аъ 1 . . 1

Ї, 1 +  а2 • . . 1

1, 1 • • • 1 + а п

Представив данный определитель, который ради краткости обозначим Д, 
в виде суммы

1 а і і 1 . . .  1 1 +  °і> 1 . . .  1
1 +  а 2 . . • 1 Ь 1 +  . . . 1

Д =  ................................... 4- .......................................П I

1 1 1 О О . . .  а.

находим, что
К  =  аі • а 2 ■ • • • Д,_а (см. задачу 24)

и далее
^я-1  ~  а1а2 • • • ая-2  +  ап- 1 Ъ

Да =  ч  +  а 2Л1

Ді — і +  аі-
Полученные равенства дают:

А1 =  «1 (: ■ + * ) - д2 = алай( ■ Н о - . . .

• ••д» ■— — , . . а ('і + - к +  • • ■ + - Цап /

+  Р, «Р, о . . . 0 44. а +  Р, аР, 0 . ,. . 0
1, « +  Р, «Р . . . 0 2, а +  Р, «Р . .. . 0
0, 1, а +  Р . • . 0 0, 1, а +  Р • ■. . 0

0, 0, 0 . . • а +  р 0 0 0 . . • а +  р

20



S9. 2х � F� # .� #� F
� 2х �� # #� #� �
F � �J� . #� #� F

<��

# # # �2х

��#� ����IP�� х �� F�� " #� #� F
�� �� ��3P�J� ��� " #� #� F

F� ��� � ��3P�J�� # #� #� �

F� F� F #� #� �� �FĜ�� X

8�� ��� а2 . .
!� “п 48. 8[�� � х і, 8[�� � х �� Y 8�� � � х и~Уі х г 0 . . #� F

F� — _у2 х 2 . . #� F 8��� �(�� 8�� � � х 2> ■ 8��� � Хп

<��

#� JM 8 M � �(�� ап� � �(�� " 86�� � Х п

�F ах х #� #� #� _
8���� � 8��� � � Х> ■ #� . аи + х

х � 8� _ #� #� _
8���� � Х:� 8���?'� Х' • "� "� 8�=�� � х _� _ 8- #� #� #�X

ап1� � � х >� 82��� � Х> • "� "@�8�6�� �х _� _ _ ■� "� 8M
��#� O�P��Q�3�Q;� �6�P�P��QP�;

«11� Х’� «12� |� |� |�
t 21„� «22�”H�х і ■ • ■

T=�����P=� ���6���`P= �
1R�����Q;� �6�P�P��QP�;

1 0 0 (� (�щ
1 1ˆ 0 ■ • а .
1 2 2 �̂ x� ( (� (�и.

�� п п(п������ #� #� #� ип

X � F F� # #� #� F
��� � X � F� # #� #� F

F п��� � X �� # #� #� �

F F п���� J � # #� #� F

F F F F� # #� #� _

t  v � • •� |� а пп � f � •

6�� �QP6P=2T� _#�

��(#

va



54. �� � ßj #2 • • ���
— 1 я 0 . . . 0

0 -— 1 X . . . 0

0 0 0 . . .  X

55. я!а0, (я— 1)! ��  (я - - 2 ) !  а* . • • ««
— � � 0 . . 0
0 �  (я — � X . . 0

0 0 0 . . X

56*. >. (Î)- 0, . .. . 0

>' (*.)• 0 -  ■. . 0

>. ( і ) . 0 -  ', . о

'■ С ) . ( : ) • ■ •( � W-].)
2, 3, 4 , �

з , 6, 10, �  � � �  1) 
1 • 2

4, 10, 20, � ����  î) ����� 2)
1-2-3

я. я 04- 1) я (я +  1) 0  +  � ) л(я +  1) . . . (2я — 2)
12 ’ 1 • 2 • 3 ‘ * 1■ 2 . . . (я— 1)

58* 0 � �  . . . X
! 0 X . . . X
! ! 0 . . . X

�� � ��� �� ���
! � � ��� �� ���

! ! ���� �� ���

! ! ! � � . . 0

1 � X2 X3
X3 X2 X 1
1 2 х З х 3 4 х 3

4 х 3 З х 2 2 х 1

! � ! � � • • � �

1 2 3  . . . �

2 3 4  . � � �  1

3 4 5  . . . 2

� � 1 , 2 ,  . . . �  —

22



62� sin <p, sin 2cp, sin 3cp, sin 4<p
cos cc, cos 2®, cos 3cp, cos 4®
sin cp, 2 sin 2cp, 3-sin 3®, 4 sin 4cp
cos®, 2 cos 2®, 3 cos 3®, 4cos4ep

sin лер, s i n ( n + l ) e p ,  s in («  +  2)ep, s in («  +  3)ep
cos лер, cos(n  +  l)ep, cos (л +  2)®, c o s ( n +3 ) e p

% sin лер, ( m + 1) sin ( я + 1)ер, (я г + 2) sin ( я + 2) ер, (лг+ 3) sin (я+3)ер 
лгеоэлер, (m + l)c o s  ( я + 1)ер, (яг+  2) cos (я +  2) ер, (/л +  3) cos (я+3)®

1 = 0 0 . . .  О 65. sin ер, sin 2ер,....................... sin лер
�  О  О  О  . . . .  О  coses, co s2 cp ,....................... cos лер
� � � � �� = � � � � � =  О, О, О, 1 , . . .  1

�� �� �� �� 	 	 	 � � � ��  О, 1 , 0 , . . .  1

�� �� � � �� � � � � �  0, 0, 1, 1, . . .  О

66. �� � � '� �(� &� � �� �� & & � �� � �� �� �

�� ��� � (� �'� � �� �� � ) � � & �� � �� �� �

.  .  .

& & &� � �� �� �� � �( ) � � ) � �� ) �� � &

& & &� � �� �� & 1� � � ( �( �� � �� �� �

& & &� � �� �� � � ��� � ( �(� � �� �� &

& & &� � �� �� & & & &� � �� �� �(

§ 4. Умножение определителей.
1. Произведение таблицы (4 ) на таблицу �•,  есть таблица (С)

��

���

�  гг •�
#22 .

5� "#$

■ * ^ 2 �
�%&

*21

*12 •�
*22 •

• * 1 т

• *2 �
(С)

си
С21

С12 •�
С22 •

' ■ '��

* • (��

� � " )��� �� � 6� )�$ *,.1 * « 2  • * *�� � (�  1 Ся2 •

составленная согласно правилу

%  =  ��  *ы +  %  +��  +  . . . +  �,$�- $  (й _  1’ 2’ . . . я) '

2. Если я >  �*  то определитель, составленный из элементов таблицы (С), 
равен 0.

��



n(� ����� п�W ����� ��� � ���������)�������!����$'� ���+�������!� �����,$�g�z��
��!��� ������ !��%� !����-�$%�  ����!�����'� � ����������'�  ������� п,� !$"
!�����$%���� �����,$�g�z�� ��� ����!����!�*#��� ��� � ����������� �����,$� (В)�%z(

~r(� �$������)� � ���������)�� �����!����$'� ��� +�������!

��  1, . . .1 I 1, 1, . . Л
* 1, Х2) , . .  хп 1 ���� � а> • • ��	

�����!�������� ����$%� �����,� �!������� �����,�

п> Ух +Уа � f �m� |�|� + У п
Х1 +  Х2 +  . . . х п, х ху г�f � �� 2� 2� f � |�|� |� f � х пу п

	 ���������)� ]�� �����!����$'� ��� +�������!� +��'� �����,$�� �����

�� d � �̃ ( х ^ !  +  х 2у2 +  ■■■ + х пу-п) —  {х1 +  х 2 + . . . + х п) (У!+Уа+� ( ( ( �+ у п).

‹���� � ���������)� ��-���  ������)� ������� �����!���� ������  ����!�"
����'� � ����������'� !�������  �������  ��!�'� �����,$� ��� ����!����!�*#���
� ����������� !����'(

��d �gx��b � х 2) ( у 1 — у 2) +  (х1~ х 3)� gIˆb�•Tƒz f ( ( ( f gx / • ˆ�b � х,г) (Уп- — Уп)
68(� �$������)� � ���������).

a� f � *1 �Ух, 1� f � х гу 2,� ( |� |� 1� f � х гу„
1� f � х 2у 1у 1� 4[� х 2у 2 . |� H�� f � х 2у п

(((((((((((((((((((((((g t „ � 2z(

1� f � Хпу г, 1� f � х пу 2� ( |� |� 1� f � Х,гУп
�������-��� �����,$

1� х х a� Ух
1� х 2 a� У2

1� *п 1� Уп

 �������� �����,��� ��� +�������!� ������'� �����!���� ����$'� � ���������)(�
‹���� � ���������)� ��!��� ���*(

~s(� ���������!��� �����,$

� � • • � 	� � � • • �
�� � � . �� ���  1 �� ��� � � • � �

‹� 	 ������������ �����,$� (В),� ����!����!�*#��� � ���������*� �����,$� (А),� ��"
�$!������ � ���������)� �����,$� (В),� �����!����$'� ���+�������!� �����,$� (В),� ����#�%�
!� ��%� -�� ������%� �� �����,�%�� !� �����$%� ��%������� +������$�� ������*#��� � �����
�����)� �����,$� (А).
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тождество:

(д� яі ’ +  я ���  +  • • • +  а»ап )  (РФі ~Ъ . . .

����Z @�� � ��Z �� � 4� "� "� � ��Z F � �hi j �� � �� Z �� � "� "  

� � ���Z ���5�Z � � (ai� Z � �� а3 Ь/)� � � k c L �� � a3bx)� ��J� 'Ь3'�4
+  («в_! Ъл — апЬп_ г) (ап_ /  f t /  -  a j  *„_/).

70. Вычислить определитель

а � я> а � , я-f �> ' • • а0,'п+т 

“in’ ^ � , * " * a i, n-J-m
...................................................( « ^ 3 ) ,

йтщ й™,Ц-� > ‘ ‘ ' й т, w-}-m

от �� (as +  Р« "� lm$�ягср -J- � � �� � ���"� т)� sin ttiz

71. Вычислить квадрат определителя

а b c d
—  Ь a — d c

с — d  — a b
d c — b — a

Вычислить квадрат определителя

і �  . . . і
x 2 . . . X n

А ���
���� �x 2 . . . x  � -�л п

Показать, что произведение определителя

all X, a13 • • • am

М * ) =
a �� > ��� • • • a2n

anl am • • • an„ ~

+  м „ ' ) -  

• +  a» A )  =

_  аг ь\ )  +  ■ -

Д (— х)  может быть представлено в виде определителя



74. Предполагая, что элементы ���  и � [  в определителе и-го поряд 
числа комплексные сопряженные, показать, что миноры определителя

	� с12. • ƒ"�

ƒ8" 	88 . 6� ƒ8�� , где 	"�  — �� �"�  +  ��8�8�  +  . N�+ ° г , . � • a nk

	�� ƒ�8� 6 • 1��

диагональные элементы которых состоят из элементов главной диагонали, 
положительные вещественные числа.

75*. Показать, что произведение

(я3 -J- � '  +  � '��  34?A, (х '3 �0� � � '  +  A'3— 34 �? �A �, 

может быть представлено в виде

c ' > � ' > R '��  3 N WR*

где N *� W*� R —  линейные функции как относительно =*� � * � A* так
■*', �#*� A� �

76. Показать, что определитель

| x i> Уъ �  |
| -‘ г, ��*  1 ;
і �@* 1 1

в котором пары чисел �==*� � 8,*� �=8*� � 8,* (х3, ���,  прямоугольные координа 
точек h Ue� f 8*� f8*  не изменяет своей величины при координатных преобрі- 
зованиях. Пользуясь этим, выяснить его геометрический смысл.

?�^������ При координатном преобразовании

= =  = � cos я ■— � �  sin а +  = T 
�  — = � sin а �0� � �  cos я �0� �T

определитель в старых и новых координатах связаны соотношени

= = �" 1 cos я, —sin а, *0 х / , �� 1
лг2 �@ 1 = sin я, cos а, �9 • = 8 * �@ 1

�@ 1 о , 0, 1 = ' * �@* 1

Так как первый определитель в правой части равеиства есть единищ 
то равенство показывает, что определитель не меняется по своей величні 
от координатного преобразования. Выберем ось � c  так, чтобы она 
ходила через точки f=*� f8*  и ее направление совпадало бы с направлением 
от f �  и f 8�  Ось ���  выберем так, чтобы она проходила через f ��  При 
таком выборе

= =��$ � �*� � = =  0, = 8 $ s * � � 8 =  0, s k � �*� = 8� $  0, � 8� �  Л.

Определитель равен
�s —  �,�„�

Число (s — �,H�P равно произведению основания треугольника
f cf 8f'  на его высоту, т. е. удвоенной площади треугольника.
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	 ���������)� ��!��� ��!�����'�  ��#���� �������)������ ����� ] „u �� �(� �(�
 ��� ��%����  ��������� �������)����� !� �� ��!������ М ХМ 2М Ъ�  ��#��)�

���!��� �� ��!�����'�  ��#���� ��� �������b �!�  ����!���� ������(
rr(� �������$� ��� ��� у;� �•�� �•�� у'; я" , � � y �� у " � ��������*�� �������$

� �%�  � ����� !�������  �� ����������$%� ���$%� ОА, ОВ, ОС� �� ������
ОХ, О У� �� ОЕ.� �$������)� !�������� � ����������

rƒ(� �������)�� ���� � ���������)

*і, Ух, 2х�
Х2, Уз > 22�
х з,� T�(� • �

����������  �� �����*���'� !�������� ��� ����������$%�  ��������!���'

*х' +  а У  +  а"г ' ,  у  = � �x•� f �� T �f ��y У, � �d � ух ' � f � у'у'�f � у " г ' ,
я,� ��� � •�� �•.� а" , � � Ž � �������$� ����!�  ��������)�$%� ���'

О Х , О У , ОЕ'� �� ������ ОХ, ОУ, ОЕ� ��-��  ��������)�$��(� †���!� ��$����
� ����������k

rs(� ����������� ��� � ���������)

У и 21>
х 2, Уз, 23,
Х3, Уз, 23,
ХА, � � � гА,

����������$%�  ��������!���'�� �� ����!� ���� �������������'� ��$����� �����
����������  ��������)�$k
ƒu(� �����!��)�  ����!������� � ����������'

х 1> Уі Я — х 1, — У г ˜

х 2> Уз ˜ Х2, — Уз Я
Х3, Уз я х 3, � ��� Я

����-�!� ˜� ��!�$�� �������� ����-������� � ������'� ������
М хМ гМъ [М1 (х1г у г), М 2 (х2, у г)� �� М 3(х ��� � nze�� �� !$���!� �������

����)�$%� ���������� !� ,������ ����-������� !$!����� !$��-����� ��������
����-������ ������  ��#��)� �������)����� �� ���� ������$(

§ 5. Решение системы линейных
a(� �������� п� ����'�$%� ���!����'� �� п� ����!����$��� ��&������  ��
†�������� ����� ����!��'� � ���������)� ��� ��!��� ���*(

2(� �������� п� ���!����'� �� т� ����!����$��� ������ ��&����� !� ���� ��
!� ���� �������� ������ �����%z� �����,$�� �����!�����'� ��� ��+UU�,�����!

����!����$%�� ��!��� ������ �����,$�� �����!�����'� ��� !��%� ��+UU�,�����!(

xz�� � � � � � � �����,$� ���$!������ ������ ������ г,� ���� !����'� � ���������)�  �"
������ ��� !$!����$'���������,$�� ��!��� ���*�� �� ����� ��� � ����������'�  ������� г� ���
��!��� 0(



3. Если система уравнений

а11Х1 +  Й����  +  • • • +  «� , тх т =  Ь1

Й��1�  +  Й��1�  +  • • • +  а 2, �& �  =  ��

ат� �  +  «„���  +  . • • +  ап„хт =  Ь„ 

имеет решение и определитель

й�� > 2��  • ■ • « � ,
й�� » 3��  • • • 3�  г

Й«Т> йг�  ■ . . агг

порядок которого равен рангу таблицы, составленной из коэффициентов си­
стемы, не равен нулю, то общее решение системы находится путем 
ложения правила Крамера к системе

а 11Х 1 +  й !2*2 +  • • • +  а 1 ^ г  =  *1 —  й 1, г+ 1 Х г+ 1 —  • • - — а 1 , тХ ш

ап х  �  +  йг���  +  • • ■ + а , х Т =  Ьг —  агг+1х г+1 —  . . . —  аг> щх т.

Неизвестные , . . .  х т принимают произвольные значения.
4. Если система п линейных однородных уравнений с п  неизвестны 

имеет решения, отличные от нуля, то основной определитель такой 
равен нулю.

81. Решить систему уравнений

х-± 2лг�  -р ЗдГд -}- 4лг�  — 30 

2х1 +  3*г�  +  4х3 +  лг�  =  24 

Злг�  +  4лга +  х а +  2ж�  =  22 

4хг +  х 2 +  2� �  +  Зхй =  24.

Основной определитель

� � 3 4
� 3 4 �

3 4 � �

4 � � 3

=  4* • |  =  160

Задачи.

не равен нулю.



Вычисляем определители

0, 2,. з, 4 1 , 30, з, 4 1 , 2, 30, 4
24, з, 4, 1

=  160
2, 24, 4, 1

=  320
2, з, 24, 1

22, 4, "* 2 3, 22, 1 , 2 з, 4, 22, 2

24, 1 , 2, 3 4, 24, 2, 3 4, 1 , 24, 3

1 ,
2,
3,
4,

2, з, 30

з, 4, 24

4, 1 , 22

1 , 2, 24

Согласно правилу Крамера находим:

160 . 320 0  480 _ 640
'Г 1 - � бо- 1 ’ � в а ~ 2, дг» — � во — 3> Х4~ � � � - 4 -

82. Решить систему уравнений

/ �  +  /6 +  /��7�8 х 4 +  хв =  4 
х і ~ х 2 +  х з —  4 х 4 +  З х5 =  4

. �� ! / � 9 �. 1 9 �8 / � 9 �/ :� �  2

— = � +  = 8 +  = ' +  4аг4 —  = S =  — 2 .

Составляем таблицу из коэффициентов при неизвестных

1 1 1 — 6 1

1 — 1 1 — 4 3
1 1 — 1 — 6 — 1

— 1 1 1 4 — 1

Определим ранг таблицы. Берем определитель 2-го порядка

1 1

он не равен нулю. Берем какой-нибудь определитель 3-го порядка, содер­
жащий его как минор, скажем

1
1
1

1 1
1 1
1 -  1

=  4

Этот определитель не равен нулю.
Найдем теперь определитель четвертого порядка, содержащий рас 

смотренный как минор, но который был бы не равен нулю.
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�$��������  �������.

� � � � �� �� �� � �

� � � � � � ��
� � F

� � �� � �

� � � � � � � � �� � � � � � �

� � � � � � � � �� �� � � � �

���� � ����������� lH���  �������� �����-�#��� !$�����$'� � ���������)�
nH���  �������� ��!�$� ���*(� ����� �����,$� ��!��� n� g��(� ������� srz(

����� �����,$�

1 1 1 b� 6 1 l

1 b� 1 1 b� l n l

1 1 b� 1 b� 6 b� 1 2
1 1 1 l b� 1 b� 1

���� !����� ���  ���$��#����� ��� ���)&�� n(� ”���$� ��'��� ����� !$������
� ����������� lH���  ������V� �����-�#��� ��������$'� ����� � �������
nH���  ������(� †����� !$�������$%� �-�� !� �����,�� ��%������� ���)���
����'� � ���������)

�� �� � � �

a� b a� a� l

1� 1 — 1� 2

b� 1� 1� 1� — 2

����� !����'� �����,$� ��-�� n(� �������� ������ ��&����(� ����  �������
�%� �������� ��&��)� �������

Х1� f � х г� f � x� �= � l � f � ~x l�b� Х5�
х г�b �% 2�f �%3�d � l� f � l% 4�b �w%5

|xma�B’�х 2�b� x� �d �v�y’ �~xl �f � xq

 ��  ��!����†�������� ������� % 4� ��%5�  ����!��)�$��(� 	�#��� ��&����� ������$.�

x a d n �+  5 х 4 b�•q�� xv �d � ( �� xq�� Х3 = � a� b� х 5-

� � & � � ) � �� � � � � � � � � � � ! � � � � ' .

ƒn(� xˆ� f � *2� f �xn� f �xl�d � 0
Х4 +  ЗХ2 бХд +  1 Ох4 ™ О 

xa +  *2 +  4х3 +  10*4 =  О

ƒq(� %4�b�% 2� f � w%3�b�% 4�d � a�

%4�b�w%2� f �%3�f �%4�d �	�

х х�b� 2 2� f � 2%3�d �	

ƒl(� %4� f �%3� f �%4�d � 	

xa� f �xv�f �xl� d u
2 4� f � %2� f �%3� f � 2 4�d � 1 

86�� �  4� f �%2� f �%3� f �%4�d � r�

%4� f � 2%��f �%3� f �%4� [ � 8 

х х� f �%2� f � 2%3�f �%4� d � 8

xa�f �xv� f �xn� B’xl�d �W



87. x 1 +  x 2 +  x3 +  X �  +  x 5 — 15
Xj 4" 2x2 4" Зх3 "І- 4x4 4“ 5Xg == 35
x 4 +  3x2 +  6x3 +  10x4 +  15xs =  70 
Xj 4~ 4x2 ”1”  ̂0x3 Ч- 20 x 4 4~ 35Xg =  126 
x x 4- 5x2 4~ 15x3 4- 35x4 4- 70xs =  210

�� . x 4 — 2xa 4* 3x3 —  4 x 4 4 - 2 x 5 =  0 
2x4 4- 3x2 — 4x3 4- x 4 — 2x- =  0 
Зхг —  2x2 4- 4x3 4- -*4 — 6x5 =  0 
4xj 4- 3x2 — x s — 2x4 — 4x5 =  0

89# x 4 4~ x 2 4~ x 3 4- x 4 =  0
3xj 4~ 4x2 4“ 3x3 4~ 6x4 “b 4xg 4- 2x3 =  3 
3xx 4- 6x2 4~ 10x3 4“ 1 5x4 4- 16xg 4~ 8x3 =  13 
Xj +  4x2 4- 5x3 -+- 20x4 4- 20x5 +  18x6 =  33 
8x4 4- 15x2 4* 21x3 4- 42x4 4- 40x5 4- 28xe =  49 
x4 4- 3x2 4- 6x3 4- 10x4 4- 12xg 4- 6x3 10
x4 4- 2x2 4- 1 lx 4 4- 3x5 4- 12x6 =  23

90. 2x4 4- x2 4" x z 4“ x4 -j- Xg 4- 2 х3 =  0 
Xj 4- 2x2 4~ x3 4~ x 4 4~ x 5 4" 2x6 =  0 
•*i +  x 2 4* 2x3 4- x4 4- x5 4- 2x8 =  0 
x i "b x 2 +  х з +  2 x4 4* x 5 4~ 2x6 =  0 
x \ 4- x 2 4~ x 3 4~ x 4 4- 2^ä 4- 2x6 =  0

91. x �  — 3x �  4- 5x �  — 7 x 4 =  5 
— 3x�  4- 5x�  —  7x�  4- x 4 =  1 
5xj — 7x2 +  x �  — 3x�  =  1 
7 x4 — x �  4- 3x �  — 5x4 =  11 
Xj 4- x �  4- x �  +  x �  =  4

92. 10xj — 1 lx 2 4- 2x3 — 4x4 —  5xs 4- ?x6 —■ 19x7 =  — 5
2xx 4- 3x2 — 7x3 4- 2 Xg — 12xe 4- 8x7 = 1 4  

x �  4- x 2 —  x s 4- x4 — 4x6 =  7 
3x2 —  2 x 4 —  5xs —  x 6 —  5x7 =  —  3 

9xj —  13x2 4- 8x3 —  3x4 —  7 x 5 4 -  23x6 —  27x7 =  2 
3xj 4 -^2  —  8x3 4- 3x4 4- 7Xg — 7x6 4~ 3x7 =  17 
x 2 —  5x3 —  2 x 4 4- 2xg — 4xe 4- 8 x 7 =  0

93. x �  4- x �  4* x 3 4- • • ■ 4- x n =  1 
x i 4- x 3 4- x 4 4- • • • 4- x n =  2 
x i 4“ x 2 4- x 4 � - . •. 4- x n =  3

4- x2 4- • • • - r x n-i  =  n
si



94. = = +  = 8 +  = ' +  . . .  +  *„ �  я

��  +  2лг2 +  Зх3 +  ... � ����  =

». 1 4 ^  1 I | и (и +  1) „ _  �  (л + ! ) ( «  +  2)
= 0 -+- *9=8 -+- о* 3 1 . 2 � = � — 1 - 2 -3

��  +  ����  -+•••■ + я ��  +  1) . . .  �8�  — 2) 
1 • 2 . . .  (л — 1)

я(л +  1) . . . ( 2л — 1) 1
1 • 2 . . .  �

95. Решить систему уравнений

�K � c 0 +  £»2*2 +  •. • +  �[�= ��$  Хг, (г = 1 ,  2 , . . .  я),

предполагая, что таблица, составленная из коэффициентов при неизвестных, 
ортогональная. *) Найдя решения, показать, что

(О  А* =  % - А>

где Д—основной определитель системы, а � (Н— алгебраическое дополнение 
элемента �""	�

� � � �  . . .  �� �� �� �  , �  0 . . . �  „
«х-Рх “л + 1  Рк +  г  +  2 Р* + 1  ап р/с —(— 1

• • • а <ч$, +  1 Рл +  2’ +  2 Раг -4- 2 ' '  '  йап ? к  +  2
(2, ................................ = ( — !) А ...........................................................................

а °,и ■ • ■ а ч 9 к  а к + 1, ри> а к +  2 р „  ...................... й0,в ри

где •  =  ах +  а2 +  . . . +  «* +  ?! +  ?-— . .  . +  ?*,-

96. Показать, что в случае, когда определитель Д, составленный из я2 
элементов ���*  равен нулю, имеет место пропорция:

���  _ ^ 2г __ _ ��
���� ���  ‘ ' ‘ ���  ’

где � ��  есть алгебраическое дополнение элемента �� �

97. Определитель

Й11> й32 - -• • «1,
й21> «22 • ■ - «2В

«л- � �8� 6 • ’ � ��

1) У сл о в и е  о р т о г о н а л ь н о ст и  в ы р аж ается  р авен ствам и :

� �� �� �� > �8y  ’ �o�  +  ' • • +  �#�  ' � �̂�$  0 при " ф  х‘

�"�� i���x  4“ ' • 5&<��b  =  1 (Л =  1, 2, . . .  z,�
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��� +�������!�  ��������)��'� �����,$

� aa„ а 12  • ■ а Ъ п

� va„ •vv� ( |� а %т

й п1> а п 2  ■

�������)�� ���� ����� �����,$� ��!��� р �� ����� !��� � �����������
р� a�� �����-�#��� � ���������)� �� ���� ������� ��!�$� ���*(
���� ������ ����!��� ���� ������ М1(х1, у г), М 2( х 2, у 2), М 3(х3, у 3)�

��� ����'�  ����'k
����� ���� ������ М г, М 2, М 3� ��-��� ��� ����'�  ����'�� ��� ��#���!�*��

������ и, V, �� ),� ��� ��!�$�� ����!�������� ���*�� �����$�� ���!��H�
�������� ���!����'

���!�����

их4� � � vy1� � � но�� �< �
их2� � � v y 2� r � и) = �<�
их3�f � 1)у3� H‡H��� )�d � 	

их ъу 12) =  Ъ

(*)

���!�������  ����'�� ��� ������'� ��-��� ������ М г, М 2, М 3.
_��� ���� �������� ���!����'�gxz� ������ ��&������ ���� ��� !��� ����!����$��

��� ����!��'� � ���������)� +��'� ������$� ��!��� ���*(

¢c�� у х,� 1

• 2„� Уа>� 1� = 0 � gxxz

хз> Уз>� W

��!����!�� gxxz�� !$��-��� ����%������� ����!���� �!������� !������ �� ����
���������$�(� ���� �������� ���� �������� gxz� ���¡�� ��&������ ����

����!����$�� ������ �� �����!����)��� ��#���!����  �������
��-��� ������ М 1г М2, М 3.
ss(� ���� ������ ����!��� ���$��� точки М0(%0, у 0), М 1(х1, у х), М 2 (х 2, у 2),�

хг, у 3� ��-��� ��� ����'� ����-�����k
auu(� N� ����)� ���!������ ����-�������  ��%���#�'� ������ ������ М 1�gu��uz��
1�� u(�� М3 (u�� az(
aua(� N�'��� ���!������ ���!�'� vH���  ��������  ��%���#�'� ������ �����

u(� u� �� М 2 (�a � uz �� М 3 {�u�� vz��М 4�gv�� vz��М5�gv�� az(
auv(� 	�$����)�  ��������nH'� ��� �����  ��%���#�*� ������ ������ М г�gu�� uz��

gH � a�� uz��М 3( + � a�� uz��М 4 (v�� az(
aun(� �����!��)� ���!������  ������$� ��� ���� п

У�d � t�xŽ� f � аіх " ~ 1� f � |� |� |� f � а»,
%���#�'� ������ п + � 1� ������ М0(х0, у  о), М 1(х1, у 4), .� (� (� М п {х„, у„),� ��

��+U�,����$(
aul(� ���� ������ ����!��� ����  ���$�

аіх  +  Ьху � f � сх�d �0�� а2х �f � Ь2у �f � с2�d� 0�� а3х �f � Ь3у �f � с3�d� 0 
%����� ������ ����� �����k

nn



105. Найти необходимое и достаточное условие, что четыре 
м і ( х і, Уі> г і)> М 2 (х 2, У2> *г), М3(х3, у 3, 23у, М і (х4, у 4, г4) лежат в 
плоскости.

106. Составить уравнение шара, проходящего через точки М� (1, 0, О
м , (  � . � , � ), М 3( � , � , � ), М ,( � , � , � ).

107. При каком условии п точек М х (х4, у 4) . . . М п (хп, у п) 
на одной прямой?

108. При каком условии п прямых

ахх  +  Ьху  +  сх =  0, а2х  +  Ьгу  +  с�  =  0, . . . апх  + Ь пу  +  сп =  О

проходят через одну точку?
109. При каком условии п точек

МЛ * 1> Л ,  *!>, Щ  (* � , У2> **), • • • М„(хп, у п, 2п)

лежат в одной плоскости, и при каком условии эти точки лежат на 
прямой?

110. При каком условии точки

М і ( Х1>Уі,2і), М 2 (Х2, У2> Ч)> ■ ■ ■ Мп(Хп> Уп> 2п)

лежат на одной окружности?
111. При каком условии п плоскостей

А гх  +  В [У +  С%г  +  =  0 ( і ' = 1 , 2 , . . .  п )

проходят через одну точку, и при каком условии все эти плоскости про­
ходят через одну прямую?

О Т Д Е Л  I I I .

_��H`� ? H _ � � 	 H � a 	 H ` �
b G 	 � _ � ` �

�� ��� >' ��������  ����'P� 8�� ���!� "O��L��� �� ��� ����8����'P� �
�����'�� ������

1. Целая рациональная функция

А х )  =  а0х п +  а хх п - �  +  . . . +  ап 

может быть разложена по степеням х  —- а согласно формуле:

f (x )  =  /(«) +  ( х — a) f  (а) +  {х — +  . . . + ( х  —  а)п

2. Значения функции f ( x )  и ее производных при х  — а следует вы­
числять, пользуясь правилом H o r n e  г’а.

3. Если х  =  а — корень кратности k, то

/(а) =  c , � / � =  ���� =  � ��  ,�/� =  0  /<*> ,�/� /  0.
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Задачи.

/(х )  $ �= q -)- ‡=8 +  7�= — 1 ,
N =  /.
Решение. Расположим вычисление по схеме H o r n e r ’ а. В первой 

выписываем коэфициенты функции, помещая нули на месте коэфи 
отсутствующих членов. Слева выписываем число �� Первое число 

строки берется равным первому числу первой. Для получения 2-го
2-й строки первое число умножается на г и к нему прибавляется 

число 1-й сїроки. Для получения 3-го числа 2-й строки 2-е число 
на г и к нему прибавляется 3-є число 1-й строки и т. д.

Числа 3-й строки составляются по числам 2-й точно так же, как числа 
по числам 1-й. Число чисел в 3-й строке на единицу меньше числа 

2-й и т. д.

1 0 0 3 7г — 1

1. Вычислить значения функции

14 ] ^ — 1 ,3 — �* 1 4 - 10г, — 11 4- � /(г) =  -  11 +  �

1, 2 �* — 3, 3 — 4г, 5 4- 13г / ( г )  =  5 4- 13г

^ ‡�* — 6, 3 — 10г / '( г ) = .  6 — 20г = ( 3 — Юг)-2!
1 , — 10 / '" (г ) =  — 60 =  — Ю-3!

1, 5 � ,-./��.0  =  120г =  5г-4!
1 > у ) ( і ) =1 - 5 !

Последние числа строк, подчеркнутые в приложенной схеме, 
равны

ГО ) / (*>0)
1 • 2 ’ • ■ • 5!/(>'). / ( 0 ,

Заметим, что числа 1-й строки равны коэфициентам частного, а 
число 1-й строки — остатку от деления функции Д х) на двучлен

х — �
Д х) — [N� 4 - �=3 — = 8 -)- (3 — г) = +  1 4 - 10г] v= — г) —  11 -{- г.

2. Вычислить значение функции

Дж) =  	 � � +  ‡=8 — 5х -(- 1

ее производных при N =  — 1 .
8. Разложить функцию

Д х) =  х 5— = ' +  1 по степеням х  -)- г.

4. Разложить функцию ж6 —  S=S +  , � 3 — 1 по степеням х — 1.
5. Разложить функцию х 5 +  4л:4 — х 3 — 29 х 2 — 1 4 х — 1 по степеням 

х  — 2.
6. Определить, какова кратность корня г функции

х® +  х 5 +  Зх4 +  2х 3 4- Зх2 +  х  4 - 1 •

7. Определить кратность корня 1 функции
х® — х5 —  х 4 2х3 — х 2 — х 4  1 .

� �



8(� 	 �������)� �������� �� �������� �����������U���,���% 5� f � w%2�f � 7х �b�a�
��� �!������ х b 2(

s(� ��������)� % 3�f � х b a� ��� % �f � a�� ��� ������� ��'��!���  �� ��$!�*"
#��� ��� ����� % � �� ������!��!���)� ��� % b•(

Решение. �$��������� ��� ��������  �� �%���� £ 1 D 8 4 D € �.

��  ��!�'� ������� !$ ��$!���� ��+U�,����$� ����������  ����!�!� �� ����
&���)� ����'�� �� ������ ��!��&���� !$��������� !� ��$�����  ������(

�$��������� ��*�� �����*#�'� �����)���.

au(� ��������)�% 4b� х �f � v� ��� % H bo�� ��� ����������������  �� ��$!�*#���
��� ����� х � �� ������!��!���)� ��� %[[v(

aa(� ��������)� U���,�*� % 4 HœHvo%n H ‡H a� ��� %2� f � o% b a�� ��� ������� ��'"
��!���  �� !�������*#��� ��� ����� х � �� ������!��!���)� ��� %•(

Решение. �����!���� ��������� ��� ���-��� �������� и �������)�  ��
!�������*#��� ��� ����� х � �� ������ ��!��&���� ��'��!��� !� ��$�����  ��������
����  �������� !�  ����-����'� �%�����  �����#��� ��������� ������ !� ��������
����&�'� ����� �������� ��� х в.

b� 1

f � 1�� 0�� 1 �� — 1� 0� 0� 0� 0� 0� 0

1 �� b 1�� 2�� bn �n �� bn �n �� bn�� n�� b n

х 3�lH�х � b� a
X�lH�1

n� n � n � n

���

• 3� f � % b addg %2�b�% f v �b� b � f �H W H H W l H �
a� { � х  х 3 х 3

1� f � 2�ixs� f �%4 

1� |b� ix � b�� ;2

b� 1� HŠH�ix � lH� �:2

b� a� b� ix �b�no%3� f �v%4�b� ixb
f � ix � f �% 2� f � 2�%3 

ix � f �%2�b� �% 3

no%3� f �%4

n� ixs� f �w%4�b� w�%5

b� 2%4�f � no%5

b� 2%4� 2ix5� f � 2%6

o%5�b � 2%•�

ix5� HgH%6�b��% 7

b�w%•�  s� �J,

�����)���� �������� !$��-������ ��!����!��.

�� HzH�v€•3� � � %4�d ��b�a� — ix �b �no%3�f � �J�� b�o%qz��b�a� � � o%�� �J ��� b
b�w%•� f � �J,#
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полагая действие по12. Разделить 1 +  * +  (1 +  О ���  на 1 +  **2> 
врастающим степеням и останавливаясь на ж3.

13. Произвести деление бій ос на 1 — 2х соэ а +  ж2, расположив дей­
ствие по возрастающим степеням ж и останавливаясь на ж”.

14. Разделить ж на ( 1 — х )т, располагая действие по возрастающим 
степеням ж и останавливаясь на ж*+а.

15-, Определить числа а и Ь так, чтобы X і  +  3ж�  +  а ж + й  делилось 
без остатка на х 2 — � ах  +  � .

16*. Показать, что многочлен

ж3и +  ж3™ � �  +  ж3г)+ 2,

где п, т, р  целые положительные числа или нули, делится на ж�  +  ж +  � .
17*. Показать, что симметрическая функция ср(ж, у), делящаяся на 

х — у ,  делится и на (ж— у ) 2.
18. Убедиться, что многочлен /(ж , у ,  г), делящийся на (ж — у),  (у — г), 

(г — ж), делится на произведение (ж— у)  (у  — г ) ( г  — ж).
19. Делится ли на (ж—  I ��  многочлен

ж2и — я � х п � �  +  �  (я�  — � ) х п — п 2х : - �  +  � ?

20. При каких значениях т  дробь

� �  -4 -ж )”» —  а;”1 —  1

равна целой рациональной функции?
21*. Уравнение

«о х " +  а\ х ~' +  . . .  +  а„ =  0; ад ф  0, ап ф  О

содержит А 1 член. Показать, что оно не может иметь корней кратности 
выше к.

22. Показать, что целая функция степени п с вещественными коэфи- 
циентами, имеющая п � �  вещественный корень, обращается в нуль только 
при вещественных значениях ж.

23. Зная, что уравнение

Зж�  — 5ж�  +  Зж�  +  4ж —  2 =  0

имеет корень �  +  I, найти его прочие корни.
24*. Целая функция /  (ж) с вещественными коэфициентами остается 

положительной при всех значениях ж. Показать, что она может быть пред­
ставлена в виде

ї { х )  =  Р { х ) 2 + ( ї ( х ) 2,

где Р  (ж) и С} (х)  —  многочлены с вещественными коэфициентами.
25*. Предполагая, что функция /(ж ) с вещественными коэфициентами 

остается положительной при всех значениях ж, показать, что

/(ж ) =  Р  (ж��  +  Р ( х ) -  д ( х )  +С ? (х)2,

где Р ( х )  и <?(ж) — многочлены с вещественными коэфициентами.



�� $�� ?�8��<����� L���!� "O��L��� ��� ���<������� ��&8I� ��<�O  
����&��� �� ��K"�L��������

1. Целая рациональная функция

/ ( * )  $ � �t = �  +  �"  +  . . .  +  ��} �=  +  � �

разлагается на линейные множители

/(* )  $ � �T�=�� �= �,  (х —  х2) . . .  (х — =C,�

Если между числами дг1, х 8* � � � �= � находятся равные, то разложение 
можно представить в виде

/ ( * )  =  а0 �= — ЛГ])*1 • �= — = 8� � �� �� �  (х — = �, �  ,

где среди чисел = �*� = 8* . . .  х ;. нет и двух равных между собой.
2. Между корнями и коэфициентами функции существует зависимость

�"  — ---а0 (-Ц +  -*2 “Г • • • +  = �,
�8 =  я0 ( х ^  +  х*х3 +  .. . +  = �} ��= �,

��  =  (— 1)” V I  • *2 ■ • • *„•
Задачи.

26. Найти целую функцию 4-й степени, зная, что ее корни 
равны +  ( ] /  2 ± 1 ^ 3 )  и коэфициент при старшей степени х  равен 1 .

?�^������ Искомая функция

Q �=, =  (х  — 1 /3  — � �8 , � =  — К З  +  ] / 2 ) ( х  +

	 � � � � �  � � � ! � 	 � � � � � 	 � � � � � "

произведя умножение, получаем:

/  (х), =  [(х —  | / 3 ) а — 2] • [(х +  К З )2 -  2] =  (х2 -  З)2 — 4(х2 +  3) +  4 

или
/  (х) =  х 4 — 1 Ох2 +  1.

27. Определить целую функцию 4-й степени, зная, что ее корни
равны G �v��� � G � � ‹ ,  и �T =■• 1. _

28. Найти целую функцию 8-й степени, зная, что ее корни � ��  +  
+  еа V Œ - М з  � � *  где =  G  1, �8� $  ±  1, еа =  ±  1 и й 0 = 1 .

29. Составить многочлен 3-й степени, корни которого равны

= � =  �  +  s*� = 8 & � ��  -ф- £>р2, х3 =  ар2 +  s9* р3 =  1

и старший коэфициент �T $  1.
30. Составить многочлен 3-й степени, зная, что его корни:

Х1� $ ��  +  s +  	*� = 8 =  �  +  s�  +  	�8*  х а =  �  -(- s��  +  ср (�T =  1).

31. Разложить на множители функцию

/ ( х )  =  =&… — 1 .

8�



Решение. †����� U���,��� х 8� � ������*���� ��������� ��!����!�

Лг*= с0 8 � 2�� f � •� qZ� 2�� d � `�� v „� | | | 2 / 0�

†����� х 8� �� % v b ����� � ��� �����$��� �� ��-���$��  ��� 5�� ���������
п и 2п.� �����!������

g� �b� х 8) (х �b � . ��; <&� = �%2�b� 2х ���+� f � ` (

�����!� !�� !��������� ���

o g % z d g %2�b� 1z � g x 2H 2x�� �� W � f � @Š
$��

nv(� �����-��)� ��� ���-������ U���,�*

o u z � d �% v�fa�b � a(

nn(� �����-��)� ��� ���-������ U���,�*

og % z �d �%vŽ� f �1 (

nl(� �����-��)� ��� ���-������ U���,�*

� � J � � J ������ � �#

nqx(� �����-��)� ��� ���-������ U���,�*�

o g % z �d �Pv8fa� f � gvŽ�f � %vŽH a�g%v�H �az�f �gv�� f � �12 ��  ��% � #�0�� �

f � % g % vb� 1 z�(

n~x(� �����-��)� ��� ���-������ U���,�*

� � J � �� �p �st�� �������J�� �� ���� � ��� � �##�#� � � �_�� � ��(#

nr(� w����� ���� х ъ� %v� ((�(%/� �!��*���� �������� U���,��

o �gmxz�d �Х'1� f � а 1Х”� • • f | | | � f � а»>�
!$������)�  ����!������

g%�2H 1z ( g %22H 1z ( ( ( g % �2 H 1z(

Решение- �����!������

�o��� b �az�g%а2�b�az�( ( ( �g%и2�b� az�d

d � (x i�H a z �g“��H �az�(�(�|�dg• �̃H �az� g“�� f � az�g•v�f � az�(� (�(�g%/� f � az(

����-�!� !� U���,��

og% z � d �g%�b�%%z�g%� H �% vz�( ( ( �g%�b �%/z

 ������!����)��� %�d � 1 �� % �d �b� 1 �� ��%����.

o g ˆ z �d �gb1zy�† b� 1z�g%2�b� 1z ( ( ( g % / b�1z�

/ ( - ! )  =  ( -  1)" ix i +  1 ) ( х , +  ! ) • • •  ( * .  +  !)•
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Сравнивая полученные произведения, заключаем, что

К 2-  � ) ( V  -  � ) • • • ( V -  � ) = / ( � ) • / ( -  � ) =
— (! +  а1 +  3�  +  • • • +  ап) [(“  � )” +  а1 (—  � )” � +  • . .  +  ап], 

откуда следует, что

(*� * — � ) ( V  —  � ) ■ • • ( V  — !) — («« +  <>��  +  +  . . . )* —
—  («„_! +  «в_з + • •  •)*■

38. Зная, что х ъ х 2, . . .  х п —  корни функции

/ (х) =  х п -{■ аг х ” � +  • • • +  

вычислить произведение

(* �а + � ) ( * . а + ! ) • ■ .  (*»* +  !).
39. Вычислить произведение

(х 13 — !) (х г3 ~  �  • ■ • (*в�  — � ), 
где х 1: х 2, - . . х в — корни функции

/ {х)  =  х* — Ь х * +  Зх3 —  1.

40. Показать справедливость равенства
к . 2я . (п — 1) к V  пБ�П --- • Э�П — . . . БШ —
2 п 2 п 2 п

Решение. Положим в равенстве

і

*2,‘- 2 +  X2“ *4 +  . . .  +  1 =  П  ( *2 _  2* сов ^  +  1 р

х — 1.
Заметив, что

�  — �  сое +  �  =  �  ( і  — соя =  �� зіп�
втс
� я

получаем:

п =  2
2 (в  — 1)

П “ п* £ = ( � П » іп | і ) '
8=1

Извлекая квадратный корень и принимая во внимание, что 

� *®ІП ■ <  0, При 0 <  3 <  и,

легко заключить, что
. я 2к . (п— 1) У  п

� Ш � ЇЇ ■� Ш � ^ - - - 81ПЧ Г  ” *� * ^ ’

П о к а з а т ь  с п р а в е д л и в о с т ь  т о ж д е с т в а :

. ,  . я  . � я . пк У � я � � �
41‘ �� П� л +  Т ‘ ЙШ � л � �  ' ' '  БШ � л +  �  =  � й“ ‘

1) См. задачу 31.

4 0



. it . Зл42. sin —  • sin —-  4л 4я
. (2л —  1) тс У  2sir? '----  ---— =  — 

4л 2"

43. cos - cos - 2л . . .  cos 1
2я '2л -р 1 2л 1 2л 4- 1

О п р е д е л и т ь  в е л и ч и н у  п р о и з в е д е н и я :

л Зл (2л — 1) л44. cos —  cos —- .. . cos -—-— —.4л 4л 4л

л 2 л 2лл
45. cos , . cos —- , - . . .  cos s .2 л + 1  2л 4 -1  2 л - f  1

46. cos
2л

C O S  :
4л_ ГПЯ

2л +  1 2л +  1 ' 2 л + 1 ‘

47*. Предполагая, что корни = �*� = 8* � � � = � функции

/(л-) =  � T= �  +  ajAr"-1 +  . •. +  ��  

связаны соотношением

2пл

х. 4- х  =  �*� ' м- я k w =  1 , 2* � � � �

показать справедливость тождества

/(•*) =  (— 1 ,� Q � � �� �=,�

48*. Корни целой функцин-/(л:) четной степени 2�  удовлетворяют со­
отношению

Nw +  N7>: = 2  �*  5 = 1 ,2 , . . . « .

Показать, что целая функция V �v 4 , имеет корень = � �� �  и что осталь­
ные корни ? l  v2, . . ._y2l,_2 функции /'(-V) связаны соотношением

Л + Л +* _ 1 = 2от; s =  1, 2, . . .  л — 1.

49. Функция V � 4 , степени 2л +  1 имеет один корень л:0 =  ��  Осталь­
ные корни связаны соотношением

x s + x „ + s :=  2 т > S = = l , 2 , . . . « .

Показать, что корни у1( � 2, . .  � � 8�  функции V� � 4 , связаны соотношением

�*  +  ��1*  =  8��

50. Какому условию удовлетворяют коэфициенты уравнения

* 3 +  рх  +  q =  О,
если сумма корней = " и = 8

= 8� �)&� = 8�$ � ��
Решить уравнение.
��������� Сумма всех корней уравнения = q� = 8*� = S

��  +  = 8 +  = ' =  0.

Отсюда следует в силу задания, что д 3 =  — ��

��



������!���� b� а� !� ��������� ���!������� ��%����� ������&����

b � а3�b� ар� f � д� d � 	
���

д� d � а3� f � О-р.

‹��� ��!����!�� !$��-���� ����'� �������� ����!��(
����������� ����!��� ���)� ��� ���)��� ����%�������� ��� �� ������������

���� ��#���!�!����� ��!����!�

Х1� f � Х2 — а-

����� ���� ������ ������� ��� b� а� ���)� �����)� ���!�����(� N���!��� ���� х 3.�
��!����!�� х х� f � х г� f � х 3�d �u� ����#������ !

*1� f �%2�b � а —� 	�

���� ��  ����$!���� ������������)� ����!��(
w���� ����� �����)� % 3�d �b � а�  �����-������� ���!������� ��� ������� ��'���

��  ������ �����(� ������!��� !� ���!������ !������ д� ���� !$��-����� ������ р � �� а
�� ��������� ��!�*� ����)� ��� х �b� а.� �� �����)�����  ������� ���!�����

1
х 2�b� а х �f � а2� lH�р �d � 	��

������ ��������� х г� �� �.�(� ‹��� �����.

qa(� †������ ����!�*� ���-�$� ���!���!����)� ��+U�,����$� ���!�����

а0х 3� f � ахх 2� f � а<рс�f � аъ� d � 	�

����� ��!������� ���
Хг +  х 2 =  х 3.

qv(� †������ ����!�*� ���!���!���*�� ��+U�,����$� ���!�����

а0х 3� f � ахх 2� f � а%х � f � аъ —� 	��

����� ��-��� ���� �������� ��#���!���� ��!�������)

f � • 1•� d � ] k
Хх Хъ хг� m

qn(� ���� ������ ��������� “� ������ U���,��

o g % z d �З а3 b�•� :2� дх �b �v�d �u

�!����$� ������&�����

{х х� f �%�z�х 2� d � 2х1� m� %�k
��&��)� ���!�����(
ql(� ���� ������ ����!��� ������ ���!�����

а3�f ��% 2� f � дх �f � г —� 0 

������*�� �������������*�  ��������*k



55. При каком значении X корни уравнения
л �  +  х �  +  � х +  X =  О

вбразуют геометрическую прогрессию?
Найти X и решить уравнение.
56. Один из корней х х уравнения

а0х �  +  3 ахх 2 +  3 а2х  +  а3 =  О 

другому х ъ умноженному на т.
Показать, что х �  можно найти решением квадратного уравнения.
57. Решить кубическое уравнение

х �  — 9х�  +  14л; +  24 =  О,

«орни которого связаны соотношением
3

*1 =  ~2 * � -

58. При каком значении X корни уравнения

х �  +  х 2 =  X

«бразуют арифметическую прогрессию.
Найти X и решить уравнение.
59. Решить уравнение

х �  — 10х�  +  35х�  — 50 с +  24 =  О

что его корни образуют арифметическую прогрессию.
60. При каких значениях X и р. корни уравнения

х �  +  2х�  +  21х � +  Хх +  р =  О

вбразуют арифметическую прогрессию?
Найти X, р и решить уравнение.
61. Показать, что корни уравнения

а0х п +  ахх 'B�  +  • ■ ■ +  ап =  �

найдены посредством решения квадратного уравнения, 
когда они образуют арифметическую прогрессию.

62. Корни уравнения

х 	  — Зх�  — 5х �  +  Хх�  +  рх �  — 12х +  V =  о

образуют арифметическую прогрессию.
Найти X, р, V и решить уравнение.
63. Корни уравнения

х �  +  р х 3 +  ^х �  +  гх +  �  =  ��

удовлетворяют соотношению
х х +  х �  == � .

Указать, при каких значениях коэфициентов это возможно, и решить 
равнение.
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64. Вычислить корни уравнения
л:4 — Зх3 +  Зх2 — Зд; +  2 =  О, 

зная, что сумма корней хх и х2
хх + х г =  0.

65. При каком условии корни уравнения
а0х  ̂ +  аххъ +  агх% +  а3х -)- а4 =  О 

удовлетворяют соотношению

* 1  +  * 2  =  * 3  +  * 4 ?

Показать, что в этом случае решение уравнения четвертой степени 
приводится к решению квадратных уравнений.

66. При каком условии корни уравнения
X* +  рх3 +  длг2 +  ГХ +  5 =  О 

удовлетворяют соотношению
хх ■ = 8�=  х3 ■ х4?

Показать, каким образом можно вычислить корни уравнения.
67*. При каком значении X корни уравнения 

х* — х2 +  8=� > �c�=  T
удовлетворяют условию

= B= 8�$ X.
Найти корни.
68. Каким условиям должны удовлетворять коэфициенты р, д и целое 

число ос, чтобы уравнение
л:4 �0��=K +  с7  =  0 , 0 < а < 4

имело тройной корень?

�� .�� ����������� L���!� "O��L��� ��� ���  ����'�� 8�� ���&��

1. Целая функция •��=,*  принимающая значения _ур, � 0 * � � � � �  при = �$  
=  х0, = =* � � � �хп, может быть выражена формулой

z

Т'(Х*)9| С- Х * Г  +  ‘Р(ДС)' “ (Х) (Ь а£ гап£ е )>к=о
где

«Р (х) $ � �= �� �= T, � = � = ", � � � � = � — хп),
и со (х) есть произвольная целая функция.

Функция / ( =) наименьшей степени, принимающая значения � T*�� =* �� � * � �* 
при = ‰�хъ . . .  = � получается из предыдущего равенства при со �=, =  0.

0 _  �  . (X — х1) ( х - х а) . . . (х — X») .
z � � � �9� �� �=T���=",�=T���=�, � � � � = T���=�,& �  

(X — Х„)(Х — Х3) . , . ( х  — Хи) (X -  Х„) (X -  X!) . . .  (X — =�}=,
(^1 -Т0) (Хх c%) . . . (.V, =�,� ���=�� = �,� �=�� ==, . . .  �=�� =� _Ц

Степень ее не выше � — 1.
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v(� �� ������� ��!��������#�%� �������'� ����������� ������

Х\ X0�d �Х% Х-̂ �b� |� |(� b� х п х п_^ — Н�

 ��� �����!������ !$��-�����  �����'&�'� U���,��� f ( x ) �  ��)��!��)���
U������'

� 5 � � 6 �� �7 + � �� 8 0 � � � ���) �* + �� �� � � ���

�� ��� g“�b�•/z�g“�H � •%z�(�(� (�g“�H �% ��W z
f � � � H HHHHHHHHHHHHHHHHHШГ»HHHHHHHHHHHHHHHHg04›<18z�

*!����!�, � � �� �� �� !�, � ��� � �� �� �� !,�� � � � � � � � � �� 9:���

	�#��� ��&����� ������� ����� U���,��� oHyg�.z�� � ����������� ��!����!��

р {х ) = / ( х )� f �U� (х ) •� Œ„�gxz��

���� ъ{х) � �� ��g%z� ���*��  ��-���� ��������(
N��  �������� �������� !$������)� �������)� �x•�uz�  ��)����)� ������&�����

w�����(

~s(� ��������)�  �����'&�*� ,���*� U���,�*��  ������*#�*�  ��� �.�d �
d � a �� 2�, . . . п � ���������� ��!�$�� ����!����!����� a �� 2v� (� (� ( � v(

Решение. ��� ��)�������U������'� N� ) * � � � � ( � �$��������� ��������'

Ду0, Д % ...Д "-1.у0
!$ ������  �� �%���

•V*
А. q Ду Д2_у Д»_у "� • •

п
п�� � 1 

п� � � 2

rfi
(п� -  u)2 

�2 � � � 2)2

2/1� � � 1 

2п�� � �
2

0

� � 2
2� 22� 5� 2

1� `2� ]

�� aH'� �������� !$ ��$!���� ��������� ���������� !� ��$!�*#���  ������(�
��� vH'� ��������  ���#���� ����!����!�*#��� ��������� U���,��(� ����  �����"
���� ������ nH'� ������$� !$����� ��� ��-����� ������ 2H'� ������$� ������� ���
���� �����*#��(� ���������  ��!$�� ��������� � у, � �����$�� �� �� �&���
!� nH'� ��������� ����  �������� !�  ����-����'� �%���(

����  ��������� !���$%� ��������'� !$����� ��� ��-����� ������nH��� �����,��
�����*#�*� ��� ���� �� !$ �&��� +��� ��������� !� ���!������ �����,�� �� �(� �(

����$�� ���������  �������$(� ����  ������*#��� ��������� ��!�$� u(



Необходимые нам значения

Уо> АУо» Д� ; < %
находим из таблицы

Уо =  АУо =  3, А Ъ>о =  2, Аку 0 =  О, при к 3,
беря нижние числа каждого столбца.

Искомая функция

/(х )  =  �  +  3 ( х — � ) + � ^ ~ ^ - ~ 2) =  х 2.

70. Построить полином степени не выше 4-й, принимающий при

х  =  0, 1 -)- /, 2 +  2/, 3. 3/, 4 +  4/

значения 0, 2/, � /, 18/, 32/.
71. Найти целую функцию, принимающую при х = 2 ,  4, 	 , � , 10 зна­

чения— 1, 13, 43, 89, 151.
72. Найти целую функцию, по возможности низкой степени, прини­

мающую при
х  — — � /, — /, � , +  /, -(- � /,

значения 31 +  16/, 7 +  2/, 3, 3 1 — 16/, 7 —  2/.
73. Через точки М г (1,1), М 2 (2, 2 ) , . . .  М п (п, п) провести параболу 

степени не выше п.
74. Провести простейшую параболическую кривую через точки М, (1.1),  

М � <� , � ), Ж , (— � , � ), М� (2,7).
75. Полином 4 - й  степени при делении на х — 1, х  +  1, х, х  +  2, х  — ��

дает-в остатке соответственно числа 3, 7, 1, 13, 45.
Найти этот полином.
76. Построить многочлен, принимающий при х =  1, — 2 , 3 , 0 ,  — 1 зна­

чения � , 17, 82, � ,� .
77. Построить многочлен по возможности низкой степени, принимающий

при
х  =  —  � , — � , � , � , 3 

значения— 17, — 3 , 1 , 3 , 1 3 .
78. Многочлен степени т дает при делении на х  — а0, х  — а ъ  . . . 

х  —  ат в остатке А в, А и . . .  А т.
Найти этот многочлен.
79*. Показать справедливость тождества

т
V  <■>(**) п 
— .  *'(**) '

где
ср(х) =  (х  — х0) (х — х 2) . . .  (х — х т).

Все числа х 0, х у, х2, . . .  х т различны, и си(х) — произвольный многочлен 
степени не выше т —  � .
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80*. Показать справедливость тождества

многочлен

�

yV�4, =  �T �=�� �= T, � = �� �4 ) . . .  �= �� �4 )

имеет кратных корней, а многочлен

��=,�$ � sT= ��> � s"= �& "  +
произволен.

d��� Найти сумму

где

V  I 4 ) 
G � B H & ^  ?'('V2) ~Г

-У
� � 	 � � � � �

я-

ф )  =  { Х  ��4 ) � �=�� �= 8, � � � � = �� �= �0

see корни которого простые, и s — целое число.
82 *. Пользуясь формулой L a g г a n g е’а, найти величину определителя

� � � —1
Х } , х } , . , Ч + 1 

' • i "� k
c � � "= � . 1

� � � —1 
c 8� #� c 8� # ' '�� = к + 1 

• K 8� •

� - 1 
* 2 . 1

�N , 
� �k

��0�"  fc—1��N� �� N ,� � I� � � I
�� 1 .

83. Показать для случая равноотстоящих значений аргумента, что

где

Œ

$* —О
„cQ	,
«?'(**)

s��9
я!/г”

tp(x) =  (j : — Jf0) (jc — jfj) . . � � 4 �� �4 7,*� 4 ;>"  — 4 �̂$ �^* 

k  =  0 , 1 ,  . . n  —  1 , �k�=K,� = y h { k  =  0, 1 , . . �� n ) .

�� S�� �;R�!� ���;��I^�!� �������I� ��OP� ���� ������I��P� L��'P  
"O��L�!�

1. Общий наибольший делитель 8 (=) функций 

/(•*) =  �T� �=�� �= ‰ � v=�� �= ‰ � �� �� �� v=�� �= * � �*  а,. ^  0, 

‰ , �$ �sT� �= �� �= �,b"� �= �� = 8,•I� �  . � v= �� �= �,b�*  Р,=£0  / =  1 , 2, . . . я

Ч * ) == /0 �= �� �= ‰ � �=�� �= ‰ � �� �� �� �4 �� �4 ) 7*� N  ій  о
равен

8  ( х )  =  [ / ( х ) ,  с р ( .г ) ,  . . . ш ( х ) ]  =  А і х  —  х ф  ( х  —  х 2) вг . .  • ( х  —  х п ) с' \
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���� ������ ��!��� ������)&���� ��� ������ � lz� Wl� ( ( (� S��-����)� А �  ��"
��!����(� ��������x� ������*#����� ���  �������$'� ���-����)�� ��� �����*����
��� �������$�(

v(� 	�#�'� ������)&�'� �������)� U���,��

f ( x ) � d �а0� g%�b %%z�•� g%�b %v� �. . .� g%�b %� � � �(�„ � 0�� ��d � 1�� 2� ( ( (� к � �

���  ����!����'� � ����������� ��!����!��.

} o g x z ( � o •g x z e � d � gmx�b m% � aHa�(х  —  х . . .  ( х —  х к) 'Л ~ \

t���)&�'� �������)� �!�%� ,��$%� U���,�'�� % z� �� ��g%z� ��-���
��  ���#��  ������!����)�$%� ������'��  ����!�����$%�  ��
����� ��� ��)� og% z � ���)&�� ���� ��!��� ��� ���� �%z.

� �og%z�d � �%z� |� � %z� f � • W % z

N�_�xz�d � Г1{х)-дг{х)� f � o����g%z

d �rs-{x)qs{x)� f � “6M5� �� <�g%z

ЪГк-г {*)� d �•xgxzkxgxz

”����� �u�� [а%�� ( ( ( ���(� �� •%�� •v� ( ( ( �“M<� ��-��� !$����)�  ��  ����!���(� N��  ���"
����� �%� �������� !$�����)� ����� ����$� ���U�,����$� �������!� � % z��
%2g% z�( ( ( ���%z��  �������$%� !� �����)�����  ������!����)�$%� ������'� �$���
 �� !����-������  ����$.

1/(х), Д х ) ] =  г ух).

l(� 	�#�'� ������)&�'� �������)� �� ��������  ������!����)�$%� ������'�
� % z � g 6 d 5 � �2� ( ( (�–z� ������ �$�)�  ������!���$� ��!����!���

� % z�� % z �f � � %z� m�f s{x) =  rs{x), s � d � a�� v � ( ( (�k,

���� ��� ��)� U���,��� � % z � ���)&�� ��� ���� � %z� �� ��� ��)� o 8g%z� ��-�� ���"
 ���� � %z�

¨���,��� � % z � �o 6gPz� !$�����*����  ������!����)��� ��  ���#)*� ��!����!

К+1��H�g�z�d �W � H @ª �H �k (gm x zo‚ (

\ + i  ?8+х(Д =  н>?,_г(*) — я l x )  • «р.00,

� f i(x) �b� ч{х), f i x ) � d � aV� •1�� 1g%z� d �@CH0�� • 0g%z�d �u(

q(� ¨���,��� og% z�� ���*#��� �����$�� ������� ��-��� �$�)�  ������!�����
H!� !����  ����!������

� % z� d o@g P z H g o2gPzzv ( ( (�g� g%�

���� !��� U���,��� �g%z�� o 2g%z�� (� (� (��g%z� ���*�� ���)���  ����$�� �����(� N���x�
���$�� ��� +��%� U���,�'� ������ �$�)� ��!�$� �����,u(
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Функции / х{х), / � (х), . . , / � (х) находятся путем последовательных 
Сначала вычисляются общие наибольшие делители

Ц х )  =  [/(-V), / » ]  =  / � (х) . ( /,(* ))*  . . . Ш * ) ) ы  
&1 � � � � � � � � � � � � о х  ( х ) ]  =  / 3 ( х )  . . .  ( / * ( - * 0 � �

°* — [ lM l  ̂ fc—�(-*� ]

Затем производятся деления:

? iO ) =  =  / I х ) • Л (*) • • • /*(•')>

ъ ( х ) =  - Щ -  = Л (* )  • • • Л-W,

?*О�  =
� fe-iW
� *(х) = /* (* )•

наконец функции /j(x ), / � (х) • . . fh[x) находятся из равенств:

fi(x) *і(Х) ■ - f l x ) =  > • • • f l x ) =  TtOO-9s(x)

Задачи.
84. Определить общий наибольший делитель многочленов

• (х) =  ( х — I ��  ( х + 3 )  (х — 2)4, ср(х) =  ( х — 1) (х2— 4), <У'х)=х4‘— 1

85. Найти общий наибольший делитель многочленов

г'(х) =  (х +  I ��  (х �  +  х  +  I ��  ( х — I)2, ®(х) =  (х �  +  х  +  � ) (х +  I ��  (х �� - � ) 
	 (х) =  (х �  — � ) (х �  � - х  -f  � )2.

�	 . Найти общий наибольший делитель многочленов

х) =  х 	  — 5х �  +  х 4—• Зх� —5x^4- х  +  � , ®(х) =  х � — 5х�  Ц- х 3 — 4х 2+  1 

Решение. Делим сначала / ( х )  на ®(х), положив р��  =  � .

Xе — 5х �  +  х �  — Зх �  —■ 5х �  +  х  +  1 | х �  — 5х�  +  х �  — 4х �  +  1 
х 	  — 5х �  +  х �  — 4х �  +  х  х

х �  — 5ха +  1

Далее делим ср(х) на первый остаток, положив Хг =  1, [лх =  1. 

� � � —  5х �  +  х �  — 4х �  +  1 ! х 2 — 5х �  +  1 
х �  — 5х �  +  х �  ! х �  +  1

х �  — 5х �  4- 1 
х �  — 5х �  4- 1

Остаток равен нулю. Действие окончено

[ /(х ) , ср(х)] =  х 3— 5х �  4- 1.

4  А. М. Ж у р авс ки й . 49



87. Найти общий наибольший делитель 8(х) многочленов 

/ ( х ) = х 4— 1 , ф(х) =  х 3 4-г

и отыскать функции "€�=, и ��=,*  удовлетворяющие условию 

(х4 — 1) `=,  +  (х3 +  г) ��=,�$  8(х).

Р еш е н и е . Делим / ( х )  на ср(х), взяв р0 =  1. 

х4 — 1 х 3 +  г х 4 — 1 =  (х3 +  г) • х  — г (х — г), Х1 =  — г 
х 4 +  гх х

— гх— 1 =  — г (х — ().

Взяв 1̂ = 1, делим функцию <р(х) на остаток х — г, пользуясь пр 
Г о р н е р а :

1� 0� 0 �

> " 1, +  / , — 1 ,0

х 3 +  г =  (х г) (х2 +  гх — 1 ) 

Общий наибольший делитель
[х4 — 1 , х 3 +  г] =  х  — г.

Пользуясь известными формулами, находим:

/о(*) =  1, Л (*) =  — **, <Ро(*) =  °. <Рх(*) =  г'>
откуда следует, что простейшее решение задачи дают многочлены

�v=,  =  г, �v=,  =  — гх.

Н а й т и  о б щ и й  н а и б о л ь ш и й  д е л и т е л ь  м н о г о ч л е н о в
88. / ( х )  — х 6 —  х5 +  4х4 — Зх3 +  4х2 — х  4- 1, A (х) =  2х5 — 2х4 4~ 

+  5х3 — 4х2 -Г 4х — 1.
89. / ( х )  =  х6 — /х6 4- (1 4~ 2/) х4 2х3 4- (Зг'— 1) х 2 4- (1 4” 0 х  4* 

4- г — 1,
Ф (х) =  х 5 4- 2гх4 4- 4х3 4- (5 4- Зг') х2 — 5г'х 4- 5.

90. Найти многочлены £/(х) и   (х), удовлетворяющие условию
(х — 1 }3 � � = ,  4-  (х 4- I )3 � �=,  =  1 

Степень следует взять по возможности низкой.
91. Найти простейшие многочлены � � = ,  и   (х), удовлетворяющие 

условию
( х — 0,8 � � = , � > � = �� � = , $  1

92. Найти простейшие многочлены, удовлетворяющие равенству

(х — I )3 � (х) 4- (х2 4- I )2 �  (х) =  х ? 4- х 4- 1

93*. Определить многочлены �  (х) и   (х) по возможности низкой 
степени, удовлетворяющие, условию

( 1 — х)’"< 7 (х )4 -х п К(х) =  1

� $



��� X і � f � as lx (� N � ' � � � � � � � � � � � � � qH' � � � �  � � � �� � � * # � ' �  � � �
� � � � � � � � v л:x�v�b �% b v� �� � � � �# � ' � � � � � � � � � � � � � � � � �� х

sq(� N �' � � � � � � � � � � � � � lH' � � � �  � � � �� � � * # � ' �  � � � g %b azx
� � ! �$ ' � ƒ �� ��  � � � � � � � � � � � � � � (х � f � Ÿ z v� � � � � � � � �� � � ! � $ ' b ƒ(

s~(� 	 �# � ' � � � � � � � )& � ' � � � � � � � � ) � U � � � , � ' � f x{x),�/2�g%z�� ( ( ( � o � g%z�d �8g%z�
� � � � ! � � �� � � ! � � � � - � � � � � ' � � � , � �$ � � U � � � , � � � о,  (х ) , ф, � � � � � ( ( ( � X�� g% z ��

� ! � � � * # � � � � � � � � �& � � � *

Л » )  • Ті (*) +  /а (х ) ■ Та(Х) + • ” + / *  W  ’ <Р» W  =  6 (х )■
sr( � � � � � � � � ) �� � � � � � � � � � � � � � � F(x), � ! � � � � � � �  � � � � � ' � �� � � � � � � � � � � � � �

�� gmxz�o �(х), ■ ■� |� / т� gх), � ! � � � � � � �  � � � � � ��  � � � � ! � � � � � � � � o � � o •o � � � H z � ( ( � � o � g� .z(

� 6� b� х 5�b� l% 4�H�� v�:3� f �q%��b� х  —� v� d � 	�

������ �����$�� �����(� ��&��)� ���!������
Решение. �����-��� U���,�*

/ (х)  =  Xе�b �% 5�b� 4л:4 f � v%3� f � q� :2�b �% �b�v

��� ���-������ ��  ����$��� �������(� �$���������  ����!������ ����  ��������
!� �%���(

� $ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ! � 8��g%z��82�g %z � ( ( (� 84�g%z(

a(� o • �g%z�dd�6%5�b�q� 4�b �a~%n�f � 6%2� f � au%� H � aV� �0�d �n~(

36л® —  С6л* —  144л4 -Г 72л3 +  aƒu�v�—  36л —  72 | 6л5 —  q � l� —  16хэ -ф 6ж2 -ф 10х —  1

36л» —  30л5 —  96л4 +  36л3 +  60л2 —  6л | бл —  1

—  6л5—  48л4 +  36л3- f  120л2— 30л—-72

—  6л* +  5л4-)-16л3 — 6л2— Ю х-Р 1

— 53л4 +  20л3 -)- 126х2 —  20л —  rn �

(Л, =  532 =  28 09.

16 854л5— 14 045л4— 44 944л3+ 16  854х2-|-28 090х— 2809 
16 854л5— 6 360л4— 4 06Sx3-f- 6 360х2-|-23 214х

„@�d �H 5 (

53л4— 20л3- 126х24  20Х+73 

318л— 145

—  7 685л4—  4 876х3+ 10  494л2 4 876л— 2 809

~  —  7 685л4 р  2 900х34-18 270л2—  2 900х— 10 585

—  7776л3 —  7776л2 -р 7776л - 7776 =  — 7776 (л3 +  X2 —  х — 1);
р =  — 7776; 1.

_  53л4 —  20л3 —  126л2 +  20л р  73 л3 +  л2 —  х —  1 

53л4-р 53л3—  53л2 — 53л 53л — 73

—  73л3 -  73л2 -р 73х - 73

—  73л3 -  73л2 -р 73л -р 73

	
2(� 8�� (X) d� � � � � � � � �  g%z�e� d �%3� f � � 2�H �%�H �1(

V  (X) — Зх 2�f �v%�b�a(
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o-о — 9

Эх3 4- X3 — 9х — 9 і Зх2 +  2х — 1 
9л:3 +  6х2 — Зл: Зх -|- 1

Зх2 — 	 х — 9 
Зх3 -j- 2X — 1

Рч =  �
— 8х — 8 =  — 8 ( х + 1) >ч = — 8

Зх �  +  � х — � -У +  �

Зх �  -f  Зх Зх — 1

— х — ��
— X — Î

О
3. 8а (х) =  [àj (х), 8 /  (х)] =  X +  1

V W  =  �

��  (х) =  [�� (х), �� ' ( х)] = Î

4- ? ] ( Д  ?*(■*), ? 3 W

л6 — X5 — 4х4 +  2х3 +  5х2 — X — 2 х3 +  х2 — х — 1
X6 +  X5 — X4 — X3 X 3 — 2х2 — X +  2

— � х �  — Зл�  +  Зх�  +  5х ��

_  — � х �  — � х �  +  � х �  +  � х �

— X 4 +  X3 +  Зх �  — X 
---X 4 — X3 +  X2 X

2х3 +  2х2 — 2х — 2 
2х3 +  2х2 — 2х — 2

О
5. <рх (х) =  Xs — 2х2 — X +  2

X3 +  X2---X — 1 =  (х +  1) (х2--- 1)
1 1 — 1 —  1

—  1 1

B�C1О

0

6. <р8 (х) =  Xа — 1
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1 R � � � � P = � P � { V = S | � 5 Л О), Л (х), /3 (х)

х 2 — 1

л: — 2

— 2л:2 +  2

— 2л:2 + 2

О

1 . х 3 — 2х 2 — х  -|- 2 

~~ х а — х

/� �J�� � �J�����

2. х 2— 1 =  ( х +  1) х — 1, /2 (х) =  х  — 1 ,

3- /з (х ]  =  х  +  1

В результате всех, вычислений находим:

/ ( х )  =  ( х — 2) (х — 1)2 ( х +  I )3.

Уравнение имеет три различных корня: 2, 1, — 1 . Первый корень
простой, 2-й двойной и 3-й тройной.

З н а я ,  ч т о  у р а в н е н и е  и м е е т  к р а т н ы е  к о р н и ,  о п р е д е ­
л и т ь  их к р а т н о с т ь  и р е ш и т ь  у р а в н е н и е .

99. х 5 — х4 — 5х3 +  х 2 +  8х +  4 =  0.
100. х 6 +  х 5— 14х4— 8х 3 +  64х2 4- 16х — 96 =  0.
101. х 5 — 15х3— 10х2 4~ 60х -)- 72 =  0.
102. 144х4 — 76х3— 143х2 — 1 2 x 4 - 3 6  =  0.
103. 9х7 4- 48х» 4 - 91х5 4- 102х4 4- 110х3 4- 20х2 — 72х 4- 16 = 0 .
104. 24х4 —*• 4х3 — 10х2 4- х  4- 1 =  0.
105. х5 — х 4 — Зх3— 7х2 - 5 х — 3 =  0.
106. Зная, что уравнения

2х4 — Зх3 — 2х 4- 3 =  0, 2х4 — х 3 — 2х 4- 1 =  О

имеют общие корни, найти эти корни и решить уравнения.
107. Уравнения

Зх4 4- х 3 4- 2х2 — = �>  1 =  0, Зх4 — 5х3 4- 6 х2 — Зх 4- 1 = 0

имеют общие корни. Решить уравнения.
108. Решить уравнения

х* — 2х2 — 2х — 3 =  0, х 3 — 5х2 4- 7х — 3 =  0, 

зная, что они имеют общие корни.
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aus(� � ��� ��������� “� ���!�����

� 8�b� Зх + �“�d �u

������ �!�'��'� �����)k� N�'��� “� �� ��&��)� ���!�����(

aau(� T��!������ ������ �����$�� �����V� ��'��� +��� ������� �����
S� 1�H)�I�1Wy��	��N� �w� � � � � � ' HHHHHH(

Xя�b � aa * 5�4H� lƒ�Vlb �aur�k� f � ann�.v�b� s~�V�f �n~�d �u(

aaa(� T��!������ ������ �����$�� �����(� ��&��)� ���!������� ������ ���

/� Ha l H oa oa y����� ��� �����'� � � ! � � HHHHHH% H � HH.и

х 9�b� 2ха�f � Зх7�b� 5 х t� f � q�k�b�q� ;4� f � 5х3�b�w� ;2� f � 2х — � 1� d � u(

aav(� T��!�����

v��eŒ�f ��:9�b �q� :8�b �v� :7�bm�l� :6�b�w� 5�f � aa� :4�HM� l�;3� f � l� :2�HŠH� l�.�bH� l� d �u

������ �����$�� �����(� N�'��� +��� ������� ������ ���� ����� ��� �����'� ����
��!��� i.

aanx(� S��������$� U (х)� �� V(x) � !������ ����$�(� F (и, v )� ���)� ����"
������� U���,��� и, v,� ��� ���*#��� �����$%� ���-�����'(� �������)�� ����
��#��� ������ ���!����'

F �}Yogxz��V(x)] � d �u�� U(x)  V'  (х) - V ( x ) -  U' (х) =  0�

�!��*���� �����$��� �������� ���!�����

F[U(x) ,  V �g�•z�e� d �u�
�� ��������(

aalx(� ���� ������� ���������$� V (х ) � !�������  ����$���� �� U���"
,�*� F �gt��v) � ���������'� ���������)��� и, v � �� ��� ���*#�'� �����$%� ���-�"
����'��  ������)�� ���� �����)� а� ���������� р � ���!�����

F[U(x ) ,  V { x ) ] = 0

�!������� ������� ���������� р �b � 1� ���!�����

F [ U '[ x )  V  (х) ]� d 0(

aaqx(� ¨���,��� F (x )  — f ( x ) � |� у ( х ) к,�  ������ U���,��og�.z� �� ��g�.z� !�������
 ����$�� �� ��� ���*�� �����$%� �����'(� ����-�!

Р { х ) �d � }®gPz��F' �g�ze�� K gxz�d �Y J Š �� R �gxz�d � ,

 ������)�� ���

x X x „ H } t g • z „� t ‚ H • t € � e � g 	 � _ � ( \ � x t (H t (( �

� �



%?�e	H`� ?H_f� �	H�a	H`  
Ф У Н К Ц И Я .

1. Рациональная дробь , где ср (х) =  (х — а)* • (х  — . . . (х— I) ,

представлена в виде: 

/(*) А,
■ х -а)* \ x - b f -  ■■ х — !)'- “  ^  +  +

+
В,

+  ■

( х - а Г

В о

(х — ьУ п (х — ЬУ � х — Ь

___-а____|_ _|___+

ц.
+  • • • +  ( * - / ) х

+  (х_ ц  ■ +  • ■ • + 0 )

притом только единственным образом. Функция ев (я) целая функция, если 
степень / (х )  выше или равна степени ср(х) и нуль в противном случае.

? (х\2. Рациональная функция , числитель и знаменатель которой — 

многочлены с вещественными коэфициентами, и знаменатель

<р(х) =  (х  —  аУ . . .  (х  —  I)1 ( х 2 +  р х  +  д)к . . . (л �  +  ^х +  і)” 

может быть представлена в виде х

А*) . ч .---- =  Ш (х) +
? (X) (х — а)

А і . А,
+  . • • +

4* + + . . .  +

х  — а (х — /)

х I (х*+рх +  д) 

Ь  х + Г г
+

(х� +  вх +  О* +  • • • +

х*+рх-\ -д

£«* +  А
х* +  лх +  і (2)

и притом единственным образом. Функция со (х) — целая функция или нуль: 
целая функция, если степень /  (х) не меньше степени ® (х), и нуль в про­
тивном случае. Все коэфициенты в правой части равенства — числа веще­
ственные.

3. Коэфициенты числителей дробей в правой части (1) и (2) равенств 
могут быть вычислены посредством деления или по методу неопределенных 
коэфициентов. Функция со (х) есть частное, получаемое при делении числи­
теля / ( х )  на знаменатель ш(х).

4. Если а есть простой корень знаменателя, то соответствующий 
коэфициент А

А =  / М
■У (а) ■
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5. Дробь /'(* ) представляется в виде:

=���� + + +
где

/ ( =, �$ � �T � = — � � � = �� �t � � �� �� �� �=�� �X,  

6. Рациональная дробь от корня дгх уравнения
<Р(^)

/  (х) — �9= �  "Ь ��=  +  . . . +  й„ =  О
может быть представлена в виде целой функции степени не выше я — I 

= от корня того же уравнения

4 (*і)
ф(*і)

Q�N,

<о( /)

7. Рациональная дробь ^4^  , знаменатель которой имеет корень = T� �� �  
кратности /7, может быть представлена в виде бесконечного ряда

d=,
Dk�=,

$ � N� �� v�T> � �==  +  �8=8 +  . . .  +  ���= � > � ���  . )

Если �  степень числителя, и знаменатель

ср(Л0— =kk�vs9c’  +  ^1А'™ г +  • • • +  s�,  
то коэфициенты ряда связаны соотношением

| ^ 1 Ы к - -  да +  1 +  . • • +  ^ т Ид. = 0  к ^ >  П.60МК-

Задачи
I. Разложить на простейшие дроби

Xе -)- 5х3 +  (=  +  1

х® — 2х4— = -ф 2 

Решение. Выделим сначала целую часть

= � +  5х 3 +  7х  +  1 ; х® — 2х4 — х  +  2

л6 — 2х® — х 2 +  2х . х  +  2

2х® +  5х® +  = 8 +  5х +  1 
~  2х5 — 4х* — 2х +  4

L�N� +  5х3 +  � �  +  7х — 3

Дробь представляется в виде

х« +  5х* +  7х 4 - 1  - І О І 4Х1 +  5х3 +  х2 +  7х —  3
х5 — 2х4 -  х -ф~2 А х5 -  2х4 -  х -ф 2
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w���������)

� q�b �v % l�b �% � f � v� d � g% �b � 2) (х �b � az�g% � f � az�

��-��� ���)���  ����$�� �����(� �����-����� ������ ������ ''�

l%l�f �q%n�f �%v�f � r%� b� n�
%q�b�v f �b�%� f � v

В
х � b Hv� х�b� af f

С
%�f �1 f f � Ж

.�b�X� х� lH

†�+U�,����$� ���������'� ��%������� ��������� ��������'� U�����$� g��(� lz(�
���� !$��������� �%� !�� ��)������� �%���'� \������������

А� �

4, 5, 1, 7, -- 3

2 4, 13, 27, 61, 119 = / ( 2 )

1 4, 9, ю , 17, 14 = / (  1)

—  1 4, 1, 0, 7, - - 1 0  = / ( - 1 )

/ 4, 5 - г  4г, — 3 +  ы, 2 — Ы, II

---/ 4, 5 — 4г, — 3 —  б г, 2 +  3/, -- 2 /  = / ( - / )

5, -  8, 0, 0 —  1

2 5, 2, 4, 8, 15 =  ср'(2)

1 5, -  з, - -  з, -  з, -  4 =  э ' (1)

—  1 5, - 1 3 ,  + 1 3 , - 1 3 , 12 =  + (  — 1)
/ 5, — 8 +  5г, --  5 — 8/, 8 —  Ы, 4 +  8г =  +  (г)

--- / 5, —  8 — Ы, -— 0 -}- 8/, 8 -[- 5г, 4 —- 8/ =  ( — 0

119 ' В�=
al� r

, с  = -  10 0 £) _  2г 
6 ’ 4+87aq� ’ — 4 — 2 12 ~

/ +  2
• и ’ =

2 — г
10 10 -

�����-�����  �����-����'� ������ ���  �����'&���  ������!�������
!� !���.

%q�f �q%n�f �r%� f � a
х � f � 2� f

aas
%l�b v%l�b % f v � a� B� a� aq�g%�b�vz� vg%

��������'� �����  ���������� ���-�����

v�f �g� �� 2 — 1� v�%

1z f
v%�b� a

~g% �f �az� qg%v� f �1 z

f
1

au�g%�b�oz� a� au�g%�f ��z� q�g%v� f� az� m

� � � � � - � � ) � � � �  � � � � � ' & � � � � � � � � .

v%v�b�v%�b�a� / � %ƒ�b�%v�b�%�f � u�l2.

l(

6 �

%�g%�b�vz�g%v�b� az

“��b � %~�b � w%l� f �w%n�b�%v�f � l�
%l�b�%n�b� l%v�H�� l%

“ 4�b� 1

n(

q(

r(

g%v�b�lz�g%v�b�%z�

q%v�f � v%�b�a
g%v�b azg%v f % �f �az

“~� f � l%q�b� “l�fH�“v� b� w•v� H�g‚“�b� �̂
g%�b�az�gv%�f �nz�g%�b�lz�g�%�b� az

q r



�  Ра я л ожить на простейшие дроби

�5	�� �45��� �45�� � � �5�� � �45��� �45�� � ��
х� (х — � /  (х� -|- х -)- � )

'OP O@QO�Разложение дроби на простейшие имеет вид 

�5�� �� 45�� +-  45���� �5�� -(- 45�� � �45� +  �� А 1 , АНх)
( X) 5���5� � � W����V�� � � V�� � ��

+ Вг
(X -  I�� +

В,
х�

Р-рс +  О,
X� X� +  —  +  � X

�  X� X +  �

=  »-4 .

Коэфициенты числителей могут быть вычислены посредством деления. 
Делим числитель дроби на произведение ( х — I ��  (х �  +  х +  1) =  

•л �  — х  +  � и располагаем действие по возрастающим степеням х
Деление прекратим, когда остаток будет делиться на х 3.

Зх  +  Зх� — 2л�  +  Зх��

х  — X3 +  X�

Зх �  +  4х	 - X  - ■ X3 +  X*

2х +  х 2

2х  +  �J��� J �� +  � � � �� �J�

�J� +  �J� +  �J� ���J�

X2   X� �� J �� +  �J�
X�    X� --- X�  +  X	

�J�
Дробь можно представить в виде

/'(х) ��� — � 5 � 5 �� X � —5�— 5������ х1) � �45	 -'2.Х
* (X) 5���5� � � W����5�� х�� � � X� +

З х 3____  _  —  =  ^----- ?— —̂ |---------------
(X — I ) 2 (Х2+ Х - |-1 )  х а х 2 ‘ х ‘ ( х -

45�

(А--

1)2(Х2 +  Х + 1 )

Расположим числитель и знаменатель последней дроби по степени 
- I ) 2, положим х -— 1 — у.  Находим, пользуясь схемой Горнера

�� � ��*� �� � �*� �*� �

� �* �*� �� � � ��� �*� �

�* 	*� O �*� Y

�* F �

�
4 5 � ,R��� �FR��� �FR�� ��

Делим числитель на у 2 +  3_у +  3 
стающим степеням у.

3 +  9у +  9Z�� + 3 у 3 
I�� �I - � - �

	 у +  � у� +  3у* 
	у  +  	у� +  � у��

2у2 |  У�

+ (У � + З у + 3 )  
и располагаем действие по возра

3 +  3Z��Z�

�  +  � у
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Результат деления дает возможность написать

Зуа +  9У  +  9̂  +  3 _  (1 +  2у)(3 +  '�� �> ��I,�> �8�I
�8  (.Vа > �'��>  3) у2 (Vа 4  ‡�  4  3)

=  , 2 . 2 + ^
>| Т  �  "г  � 8 -)- Зу +  3

Заменяя �  на = — 1 и внося полученный результат в предыдущие 
получим:

m  ^  _1_____2_ 1 , _  2___ ж +  1
<р(ж) л8 л2 л- (ж —I)2 ' х — 1 ' дса+дс-|-1

на п р о с т е й ш и е  д р о б и

=k� �  2х6 —  2х6 —  6х4 +  7х34  Зх2 — 5 x 4 4

21л4 — 28л:5 — 5л:2 — ЗОх — 6
(* -  I)6

XN� +  2л5 — л — 2
Сл2 = I)3 11 (л: — 1)3(3л4- 1)а

12.
л 7 4- 2л" 4 Зл5 4 8л4 4 7Xа 4- Зх2 4" 2л 4-1

л-5 +  7л4 —  л8 4  8л2 3
л3 (л2 4 - 1)2

л8 4- л7 —  л5 — 2л3 4- Зх2 - - = 4  1

л4 �= 4- I )2

14.

16.
N��= 4  1) (х — I )3

2л7 —  7ле 4  8х6 —  6л4 4~ 6ла —  7л2 4- 8л —  4 
х3 (х — 0`=  — 2) (х2 4- 1)

Разложить на простейшие дроби
6х

Xе —  1

л5 —  Зх4 4- 2л3 —  л2 4  2л 
�= 4- 1)а (л2 — = 4  1)а

л7 4  5ж3 4 л'6 4  л4-  7л3 —  13л 
(л —  2) (лГ4  1)2(х  —  I)3

18. л3 4  4Х3 4  6хМ - 5х2 
(х4 -  I)2"

Р еш е н и е . Знаменатель разлагается на множители

= “ —  1 =  v =—  1) � /  4  1 ) (-V2 л: -4 1) �=2— = 4  1)

Разложение на простейшие дроби имеет вид:

6х     , !  , Ях 4  С? | Ях4 5
? - 1  х ^ Т  х — 1 '"ха4 х 4 1  ”̂ х а- х  +  1

Коэфициенш �  и •  находятся сразу согласно известному правилу

6 • 1
6 • і =  1 •  = » • ( - О  _  , 

6 - ( - П а

Остальные коэфициенты определим путем сравнения правой и левой 
равенства, которое получим из написанного

6л  — � =  4  1) �=8 — х 4  1) ( ^ г +  4  4  1) +
4  �= — 1) �=8 4  х  4  1) �=8 — х  4  1 ) 4  

-  � •=�> � � ” � = 8�� �= > " , ��=8  — 1) 4  �"b= 4  5) �=8 4  Л 4  1) �=8 — 1)
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59. Уравнение третьей степени относительно X

. У  . _ *!__ _  і _  о
о2 ф- к +  Ьг  +  X +  с* +  >. 1 и

имеет три корня / х, л2, >.3. Выразить х 2, у 2, г �  и сумму х г - \-у2
1̂> 2̂> 3̂'
60. Коэфициенты бесконечного ряда

1 +  2х +  2х� — 4Х�  +  • • • +  и нХп +  ■ ■ ■ 

удовлетворяют соотношению

211а — £/,.+2 -р ІЛ+з =  0; з 0

Вычислить сумму ряда.
Решение. Умножим бесконечный ряд на многочлен 2а3— х  -}- 1. 

во внимание соотношение, связывающее коэфициенты ряда,

(1 — * + 2х8)(1  +  2л; +  2а�  — 4л�  +  . . . +  С/„х" +  . . .) =  1 +  х,

откуда следует, что

1 +  2а +  2а2- 4 ^  +  . . . =

61. Коэфициенты ряда

и  -)- и гх  -р и Х  +  . . . +  и„х +  . . .
связаны соотношением

74 "Ь 74+і -р 74+2 ~Р 7/„+з — 0;

і г/0 = 1 ,  иг ^  — \, =  т/а =  і.

Вычислить сумму ряда и определить область сходимости.
62. Коэфициенты ряда

770 ~Ь УIх  Н~ 4/2х8 -р • . . +  11пх  -р . . .
удовлетворяют условию

V,  +  7/ ; і +  и а+2 =  0, д >  3 и 0 =  7/, -  и % =  0 Ц, =  �

Вычислить сумму ряда и определить -область сходимости.
63. Коэфициенты ряда

7Л> +  и гх  -р . . . -р 7/пхя -р • . .
удовлетворяют условию

и. — ъи+х +  ^«+3 =  0; ай= 0  и0 =  £/х -  1 ил =  3

Вычислить сумму и определить область сходимости ряда.
64*. Вычислить сумму ряда

1 *р 4х  -р 7х 2 -р . . . -р (3п -р 1)хк -р . 1 х| 1
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1*1 <  1

65. Вычислить сумму ряда 
1 + 2 х  +  5 * 2 + .  - . +  (л2 +  1 )* " +  . . .

66. Вычислить сумму ряда
1 + 3 * +  11* 2 + .  . . + ( « »  +  « +  1)* * +  . . . 1*1 < 1

67*. Определить коэфициенты в разложении функции

�T=�  +  �"= �&K +  • . . > ��  
—  ==,� �=��  * ,)  . . .< *  —  *,,)

ряд по убывающим степеням *, предполагая, что корни знаменателя

68*. Предполагая, что функция

=8 +  2дх + 1  ^  мо + + *  +  м2х2 +  • • • + “«*"+  • 

числить сумму ряда
V  +  ��'=  +  м28* 2 +  . . . +«„**”+  .

69*. Последовательность чисел и0, и1, . . .  м„_1, � п. . .  составлена 
соотношения

_�>�  +  Œ0�b>��"  +  • • • +  япи,. — 0; 0.
Первые �  чисел �T*� �q � � � ��*�� =  заданы.
Показать, что когда корни уравнения

* ” +  а 1* и+1 +  я2л:п+2 +  . . .  +  ап =  0

различны и наибольшему по модулю корню = = нет равного по модулю, то

= � =  пред ��>"
р  <— ОС иР

70*. Определить сумму бесконечного ряда, представляющего рацио­
нальную дробь

�T +  ��=  +  и2х2 +  . . .  +  ��= �  +  . . . ,
если известно, что коэфициенты ряда могут равняться только одному из 
чисел — 1, 0, + 1 .  Л а г э р  (1^иегге).

71*. Вычислить сумму

__1___ и 1. +  + .__1__
Хх —  1 Ха —  X г  • • • г  =� — 1 ’ 

где * ,, *2 . � �= � корни уравнения
= � +  л:”- 1 +  . . . +  1 = 0.

72*. Изображения корней уравнения
а0хп +  агхп~х +  . . .  +  ап =  0

на плоскости комплексных чисел либо все лежат на прямой, проведенной 
через точку, изображающую один из корней уравнения

��1	�&"  +  (л — 1) �K=1&� +  . . .  +  а„_1 =  0 , 
либо располагаются по разные ее стороны.



rnx(� ���� ������ ,������ ����������� ���*�� �����*� ����)� �������
�������)�� ���� ������  ����!����'� ���*�� �����*� ����)� ��* � -�� �����(

rlx(� ���� ������ ,���'� U���,��� og%z� !�#���!���$� �� ����,����)�$�
��-��� ������)� �� �����%� o•g%zk

rqx(� �������)�� ���� !������ !$ ������� ���������)������ �����-�#��
������-����� !��%� �����'� ,���'� U���,��� og% z�� �����-����� �� ������-���
!��%� �����'�  ����!����'(

r~W(� 	���-����)� �����-��� !������ ����� ������-����� !��%������'�
U���,��� og% z(� �������)�� ���� ���� �����-��� �� ������-����� �����'� o•g% z(

rrx(� ���� ������ U���,��� f { x ] � ��� ���� п� !�#���!���$(� �������)V�
!�  ����-����

m�f �xo„ + * i

���� %X•c�� % ��� %*__1� ��������*�� ����  ������!����)�$%� ������ U���,���� ��¤�
�����'� o • �g%z(

rƒx(� ���� ������ U���,��� og % z � ��� ���� п� !�#���!���$(� �������)�� ��x�
!��� ������ ���!�����

og% z � f �Y�o•g%z�d �0�� к b ����� � !�#���!������

��� �����$�� ������ �� ���*�� �����*� ����)�� ���)&�*� п • Щ�  �� �����*���'�
!�������(

ОТДЕЛ V.

�����@?�������� bG	�_��� �  
ИХ �?���C�	�`�� ����E��	���

§ 1. Вычисление симметрических функций.

� #� • V = S | � �

? 1  � � Х1� � � х г� � � х з� � � (� "� "� � � х п� 7� � � � � � Х1 Х 2 ~г� J 1J 3� � � #� #� #� � � J M W1o2� # # # � 0�2� �
� � J � J � # # # � J M

= � LR 3 � X Q � 2 � � � = � 3 = R T � � � � T T P Q � � � P � S � T � � { V = S | � 2 T � #� • V = S | � � � ��]� 6 � � 6 � � R 3 � P Q � 2 �
3 P � �� � � 3 = R 5 � к.� 1 P � � 6 � � � L 3 P � P = � 2 � ■� ����ˆ( ( ( � ��!B�� � 6 � P � P � 2 P Q � 2 � � � � � � T

�a� f �v��� HœH|||� f �K ���

v(� 1 � 2 S � 2 � | P � � 2 � � � T T P Q � � � P � S � 2 � { V = S | � 2 � И � /L � %v� ( ( ( �/ �& � 3 R � � ` � P Q � 2 �
3� 3 � � P � | P � � 5 � { V = S | � � � • � � �  � �� €�K� "� "� 4� H M � � � Q� � � = � 3 = R J � � � T T P Q � � � P � S � J � { V = S | � 5 #

� #� � Q P 6 P = ; � { V = S | � � � • � g��a�� ��v�� # # # ���XVz� � Q = � � � Q P � ; = � � ��) � X��„( ( ( � z��� � � 3 = � �
6 � S � L � Q P � X � = � � 3 R � • P 5 � � Q P 6 P = � � � � � S � Q � � � 5 � � Q � P � ; = R P � 6 P � P T P = = R P � х к� 3 J � � 2 Q �
3� 3 R � � ` P = � P � Р (хх, / �� � � � / �&�

� # � ‚ � � � � { V = S | � 2 � Р �� J * � J ��� # # # J �P�� P � Q ; � � � = � � � � = � 2 � { V = S | � 2 � х х, х 2, . . . х н�
� L T P � P = � 2 � $� �Q � � • � (%ъ � ��v� ( ( ( ����z� � � � L � & � � � � P � S � 2 � { V = S | � 2 � X�a�� ��v� ( ( ( �X� � 3 P � � � $�

� # � 1 � 2 S � 2 � | P � � 2 � � � T T P Q � � � P � S � 2 � { V = S | � 2 � � n� J � �� J ��� �� � # J M � � � Q � S � � = P 5 �
J � � � J ��� #� # # � J M � V � � 3 = P = � 2

а.их"� HœH� [�� (�|� |� f � dmH�0(

��







�����-�$�� ��������� ��� ‡n

а = 0 1 2

В = 2 1 0

¨���,��� ������ !��.

�uvq �g-�� f � х к�H �+ ) 2�= Аава2� f � Ва *

°0� d � Ÿ‚� %з — х 3�dd� ( ( ( � d �f ��d 0�� Ящ� d� 1

�� !$��-����� "O��L��� �������� � х к����Y���� �����I� х г �����<���&� 3�
,P��) � х к�b� х 8)2.� ������ ����P� �������'P� ������  ���O� ��8��R���!� �8  

	 �b� �� +�������!�  �� $J� ��� �(� , �= � �)(п �=�$/�� �O���� �P� ���� O��8���'P� 8��B
 ���&P� х ъ х 2 . . .  х п� ������ , п�=��� ) (п �=�$/J� ���� ���� ��<���� ���������������  
�����L��� †����� O��8���'P� �������'PJ� х 1� �����<���&� �R�� �� �������'P  

XH•mt�f �xx�b xczx
������ � � � �% � �������'P� �� �P� �O���� ���� �';����'P� ����� 8�� ���&P

�����'� ��!�$
[ п - �1zg��b� 2z

�� N�$

_����� ��������  ��������� ���

q �(х,� f � х к�b�� ',)2�d� ‡ �{п� H �1z�(п�H �2z

�� �����

ал =� — (1� f � 0� f � (� (( � f � 0z�d� H �1, й2 = 1 - 0 � f � 0 f � ( ( ( f 0 = 0

	��*��� ��������� ���

) W �2W � � � �W � � � � В=  А ( « _ 1 ) ( й _ 2 )

Р) х 1 =  х 2 = . . .  = х п =� 1 (� �u d� 1

”����� �����!� ����$� q (д:4�f � х к�b�% 8)2� ��!��� (п� b�vz� |� b

�����)���� ����������  ��� �������$%� ��������%� х 1г х 2 . . .  х п� ��!��� 1 (

W gf �f �� +  b�f � )2�d� (п —  2)� |� п (п2� qz� ��

�� �����

■п, а„ — �g��b 1z

п ( п — 1�)(п �� � 2 �� W� #� п ( п � +�
v� • � [ � � � •� v 2� � 2�g��b � 1z�g��b� 2z

А� d� b�gn�п b� azg��b�vz

	��������)���  �������.

8����� � �� �� ���� � �� � � �� (Зп� n� (п�� ���� а0аъ�� ��� ? � г
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vƒ(� �$������)� U���,�*

f x‚‚� �� Х1 + Х3� (� х ? �H��%,2
ххly� хг � �  +  хг� [\� ха +  хз

��� �����'� ���!�����
а0х 3�4H�а\Х%�f � о.гх �HzH�а3�d � 	

vs(� �$������)� U���,�*

oxab� gxa — 5 з\2l•� gxv ~  У у2
\Х1+  Хг1 ^ � � ˆ �f �• 3�o� y\ � {“ŠHM�%no

��� �����'� ���!�����

а0х г� lH�огх 1� f � »2х �f � а3 —� 	H

nu(� �$������)� U���,�*

xax�f �kxk‚� (� %(o� �� %3�lH%�%2
хг�ly�x�� f � x �f �x��•� 1H� •%�lH%�

��� �����'� ���!�����

а,�o�� �  � а � х 2 ��  � а%х� � � а 3� � � <

na� �$������)� U���,�*� Я Щ � ��� �����'� ���!�����
х т

адХ*�f � ахх 3�lH�а2х3� f � азх �f � м4� d�W

nv� ���� ������ ����!���  ����!������� �!�%� �����'� х г • х к

айх к�lH�аххг�lH� t2х *�f � азх � lH�а±�d � 	
��!��� �����,�k

nn� ���� ������ ����!��� ���������!�����

t�%x�l[� 4алх 3�4H�6� 2%�2�lH�^а$х�4H� d � 	

���!���!���*�� ������&���*

Х1 • х а� l[� х з� |� %4�d �	k

nl� �$������)�  ����!������

`* !2�f � 2z� g%22�4H�2z� (х3* + �2z� ( х 3�4H�2(z��

���� х г,� %v�� %.n�� %4�b ������� ���!�����

�lHb� 7х3� lH� ƒPl�b�q%.�4H� au�d �u

nq� �$������)�  ��#��)� �������)����

х 3�lH�ах3�lH�Ьх�lH�с�d � 	

n~� ������ ���%� ������ ��!��� v(� ������ �%� �!������!� ��!��� 6� ������
�%� ����!� ��!��� 8(� N�'��� +��� �����(

nrx� �������)��������������������� U���,��� Ф  g%1z4H¨�g%2z l H ( (( �4H¨� (хп)�
��� �����'� ���!�����

аох ’г�lx� а1х � f � |�|�|� lx� ап�d � 	



коэфициент при х  � в разложении в ряд по убывающим степеням лг

Ф (X) • / '  (X)
/(* )

38. Вычислить симметрическую функцию о т  корней уравнения

х4 +  с^х3 +  а2х2 +  а3х  4- а4 =  О,

разложением в ряд по убывающим степеням х
39. Вычислить величину симметрической функции 5  (х��  +  хг, +  1) 

уравнения
х �  Н- х �  +  2х +  �  =  О

?�^������ Определим коэфициент при х~~1� в разложении в ряд 
степеня х  функции

,Ph�) �P ) � / � ,#P$) $P �) �$/� #P9�) �$PQ�) �9P.S09P.S0SP�) �$  
P8�3�i�8� 3�� P �� � -� \ � j ��Y)0X2�� 0�� P�� k� �

производим деление

Зх‘ 2х4 +  5х3 -f- 5х2 -(- 4х -)- 2 ! х3 +  х* -|- 2х -(- 1

����� �� � � � 	 � �� ��	�� 3� 2 _ Х_)_1

— х *  —  х3-(-2х34-4х
— х* � �V � — 2х2 -  5

�5�� � � ��b�� �� ��

4:.2 4 - 4х 4 - 8 4- ~
---------  _ S(x;� 4 x ,4 -1 )  =  4

� - �

40. Вычислить величину симметрической функции от S(Xj� 4--*;�� — 1] 
корней уравнения

х �  � �  =  О

41. Вычислить величину симметрической функции 

5  (Зх,Б � - � х*�� — 3Xj � - � )
от корней уравнения

х �  � - � х  — � 6 � �

42*. Показать, что сумма

от корней х ъ  х 2, ..  . х п уравнения

х и +  ахX і 4- =  О

равна коэфициенту при х т в разложении функции

— т lo g ��  � « , х �  а �х �  � - . . .  � - а нх 'г) 

в ряд по возрастающим степеням х.
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43*. Выразить ”�  как явную функцию коэфициентов уравнения

■*" +  ��= �  + . . .  +  а „ =  О

44*. Показать, что ��  есть коэфициент при = � 
по степеням лг функции

в разложении

- (Н > 'ч 2’ * * ‘ 4') ^  ^  �

45*. Выразить коэфициент � �  уравнения
П і И —~ 1 і і «"у= � 	��� &  О

в виде явной функции от в2, . . .  ���
46*. Показать, что функция

'РтС^Ц ^2) * ‘ * ^� )
удовлетворяет уравнениям

‹�1�  __ __ 1 ,
‹� ���� ‹� �

и не зависит ОТ 5^+ т (/7 > 0 ).
47. Вычислить функцию S =1 � 5�= �8 • = �8�5�= � 8 от корней уравнения

�T=  +  ��=  +  . . .  +  � �  =  О

Р еш ен и е . Применяя известные приемы (см. задачу 2), находим 
функции выражение

��� ‡ = v8� 5�= н2 • = b • = �8  =  Л0а0а 8 + ' Л ^ а ,  +  Л2а2а 6 +  � '�'�S  +  Л4а42

С целью сократить необходимые для определения коэфициентов Л0, Лг 
Л 2, Л3, Л4 вычисления, воспользуемся результатом предыдущей задачи.

Выразим рассматриваемую функцию через суммы одинаковых степеней. 
Не вычисляя самого выражения, не трудно заметить, что в выражение 
‡ = 8= �8�= 8�= * 8 войдут только суммы четных степеней:

Сл- 2 у 2 у- 2 V-ОА) 5i#E •%» Ф (52> 54> ^6) 5в)
Имея это в виду, составим производную

‹‚  («2, «4> .«е, «8)

да« I И „ д а 7 , л „ дав
& �� ™�™�‹(  +  � � � ��…‹(  +  �8|8‹@*

�� � / ‹��
+  Л 3 " з  (.'.V.,

‹� «  ̂+  2 Л4я4
‹��

‘сЦ,/ 1

и примем в расчет соотношения предыдущей задачи 
‹��  1 ‹��

5�€�� ��� А <  �

О,

‹”�� � � #� ‹@�

Получаем тождество

Л ао«5 +  � =� 1а4 +  � 8�8��  +  Л3 ��T�S  +  �8�',  +  2Л4а4а 4
с помощью которого легко установить соотношения между искомыми 
коэфициентами:

Л0 +  Л3 =  0, ���  ф  2Л.4 = 0 ,  Л2 ф  Л3 =  0
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�����!��� W � �� ��%�����  �����$�� -�� ��������� ����

А 0а0аг� f � А ^ а о �d � 	��

 �������� �#�� ����� ������&����� ��-��� ��+U�,�������

f � ^1�d �0(

��� ���!����'�� �!���*#�%� ��+U�,����$�� ��������� ����

�u d � f � 2� l�� W 1 d � b�v�l�� А 2�d � v�l�� А 3�d �b 2А±

†�+U�,����� А а� � ���������  ���-�!

х г�d �х 2 = � %3�d �%4� d � a�� х { —� u�  ��� I�„ � l�� а0�d �a(

+��%� ��������%� q d a � � �qd u �  ��� 5�„ l � � �� ����!���� ��!����!�� ����

1� d � � 4

	��������)�$'� �����)���� !$�������'�  ������!����� ��!����!��

ав2 8 х 2х к2х 2х,т2� d �2а0ав—  2а1а1� f � 2а2а6 — 2а3а.� 4-а 2.

lƒ(� �$������)� U���,�*� q%� 3% �2(��� ��� �����'� ���!�����

аох ”� f � а1х � f � |� |� |� f � ап —� 0

ls(� �$������)� U���,�*� Б х ^ х ^ х 2� ��� �����'� ���!�����

аох ‘� [’(� а\х � f � ||� |� f � ап� d � •

2. Результант.
a(� �����)����� �!�%� U���,�'

/ ( х ) � d � а0х п� f � � 1%,,~1� f � ( ( ( � ан,� •� (х)� d �Ь0х т� f � Ьхх�"1-1�f � ( ( ( � f � Ьт�

���)� ��������������� U���,��

К�go„��z� d �ао 9 (х і) ' 9 (х г) ■ • •9�g% zc�

���� % ��� % 2� ( ( ( %  � ���)� ������  ��!�'� U���,��(
v(� �����)����� W �go���kz�d � g�u�� аъ� ( ( ( �аи, Ь0, Ьх, . . .  Ьт)� ���)� ����������

U���,��� ��� ���� т� ���������)��� ��+U�,�����!� а0, аг, . . .  ап� �� �����������
U���,��� ��� ���� п� ���������)��� ��+U�,�����!� Ь0, Ьг,� (� (�(�Ьт,

n(� �����)����� ���)� ��������������U���,��� ��+U�,�����!� а0,� �a�� ( ( ( �ап,�
Ь%, Ь1г . . .  Ьт,� !���� тп.

l(� ��!����!�� ���*� �����)������ !$��-���� ����%������� �� ������������
����!��� ��#���!�!����� ��#���� ������ ���!����'� o g��z�d � 0, ф�g�.z� d �0

В �go„� kz�b�ао Ь0� ��g�W� �](zV

х і�((� |� b �������  ��!�'�� � � 1 ( ( ( � � �b������� !����'� U���,��(

§u(� �����!��)� �����)����� U���,�'

•�g%z�d �Ь0х 3� f � Ьух2� f � Ь2х � f � Ь2o �	 z�d � а9 х 2� f � агх � f � а2,
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с а м о е  — р  о б щ и х  к о р н е й  у р а в н е н и й  / ( х )  =  О, « ( V )  — 0 в ы р а ж а е т с я �
с т в а м и

Я =  0 , / ? ,  =  о  . . .  , =  0 , ^  н е  =  О

5 .  О б щ и й  н а и б о л ь ш и й  д е л и т е л ь  ф у н к ц и й  / ( х )  и  с р ( х )  п о л у ч а е т �
п е р в о г о  н е р а в н о г о  н у л ю  о п р е д е л и т е л я  е с л и  в н е м  к  э л е м е н т а м �
н е г о  с т о л б ц а ,  у м н о ж е н н ы м  н а  х /' ,  п р и б а в и т ь  э л е м е н т ы  с л е д у ю щ и х �
в о с н о в н о й  т а б л и ц е  с т о л б ц о в ,  у м н о ж е н н ы е  с о о т в е т с т в е н н о  н а

~v(� ����*���)� х  ��� ���!����'

а 0х 3 +  а хх 2 4~  а2 х  -(-  а3 =  0 ,  Ьй х 2 4 -  Ьх х  +  Ь2 =  О

~n(� ���� ����%� ����!��%� ���!�����

а0 х 3 +  а2 =  О, Ь0 х 2 +  Ьг х  +  Ь2 =  О

���*�� ����� ��#�'� �����)k� N�'��� !$��-����� �%� ��#���� ������)&���

~l(� ���� ������ ����!��� U���,��

� 0�%4� f � а1�%3� f � а2 х 2�4H�«3�% �f � �� Ь0 х 4� Ьх�%3�f � Ь2х 2�4H�Ь3 х �f � Ь4

���*�� ��#���� ��������� !����'� ��� ���k� N�'��� ���� !$��-����(
N�'��� ��#�'� ������)&�'� �������)� U���,�'

~q(��o(х) =  х 4 b�% 3�b �% 2� lH� a�� ���g%z�=  х lb� 2л:3� f � 2 х 2 b� 2 х  4H�1

66. / ( х )  =  х 3 4 -  5 х 2 +  5х  +  4 ,  ср (х)  =  л'3 —  л-2 —  х  —  2
~r( / О )  =  х 3 —  4 х 2 ' +  4 х  —  3 ,  с р (х )  =  З х 1 — 2х 3 4- 4 х 2 — х  4 - 2

68(� f ( x ) �d � v%3� lH�q%2� b��%�b�s�� ���g%z�d � w%3� lH� r%2�b�aa%�b�q

~s(� ��!������� ���� ����������� ���!�����

%3� 4H�а-у х 2 lH�Ьх х  4H�сх = � 0�� %3�4H�а2 %2�4H�Ь2 х  lH�сг —� 	

���*�� �!�� ��#�%� �����(� N�'��� �!��������� ���!������� ��������� +��� �����
���!���!���*��� �� � �������)� �����'� �����)� ��-����� ��� ���������%� ���"
!����'(

ru(� ����*���)� %� ��� ���!����'

%4� lH�а х  lH�Ь� 0�� %3� lH� � •% �lH�Ь' = � 0

ra(� ���� ����%� ��������%� “(� �� �(� ���!�����

%3�b � 6%2� lH� •%�b�n� d �u�� %3�b�% 2� l[� �%� 4-2 � d � 0 

���*�� �!�� ��#�%� �����k
rv(� ��&��)� �������� ���!����'

5 х а —  5_у2 — - З х  4~  9 у  =  0 ,  5 х 3 4 -  5 у 3 — 1 5 х 2 — 1 З х у  —  у 2 =  0

rn(� ��&��)� �������� ���!����'

w%3� lH� sх 2у � lH� s%•�2�lH�n•�3� f � v%2�b�l%•��lH� v•� 2� d � q�

l%3�H�� av%vU�lH� qv%�vlH� l�3�b �% �� lH� 2%•��b у 2�d� n

r �



� . Способ исключения Безу,
I. Результат исключения х  из уравнений

/ ( х )  =  %хп +  а1хп~1 +  . . . . +  ап =  О, 

ср (х) =  Ь0х т +  ЬхА�����  +  . . .  +  Ьт =  0 п Ь: гп 

равенство

с()]> С(УР * ’ С0п

р  = 611’ СГ19 ■ ■ А

' п — 1, 1’ Сл-1,2 ' 1. . сп—1,п

Элементы сок определяются из равенств

Х“~т/о ■ <р {х) —  <р�  • Д х )  =  с��  X3� �  4- с��  X3� �  +  . . .  +  С0п 

х п- ш/ х (х) ■ ср (х) — (х) • / ( х )  =  сп  х � ��  +  с12 Xй“ 2 +  . . .  +  с1п

X “  С д  (х ) ■ ? О ) - ?,_!/(•«) =  сп-1, � *
>��

/1—3,2
п—2 . .X +  • • ■ +  с>1—1,п *

Л (-*■) ~  ����  +  ����  + • • • + ���� (х)� �� ��� �  + ��� �  1 + .. • +  ���
Ьк =  �  при & >  т.

2. Необходимое и достаточное условие существования общего наи­
большего делителя степени р ф ункций /(х) и -р (х) выражается равенствами

Р =  Р1 =  . . ■ *= Рр_х — 0, ЯрФ 0 ,

где обозначает определитель, получаемый из Р  зачеркиванием в нем к 
нижних строк и последних столбцов.

3. Общий наибольший делитель \ / ( х ) ,  Д х )]  получается из первого 
неравного нулю определителя Рр посредством прибавления к элементам 
последнего столбца, умноженным на хр, соответствующих элементов столбцов, 
следующих за последним столбцом определителя Р  в основном опреде­
лителе Р, умноженных на х2’-1 , х р~2 1 соответственно

Задачи
74. Исключить х  из уравнений

а 0х 3 +  ахх 2 4- а2х  4  аз =  £0х 3 +  +  Ь2х  4  Ь3 = 0.

Решение- Из равенств

«о {Ьах '3 +  Ь1Х% +  М  +  Ьз) — Ьо («о-*3 +  а>х2 4- «� х +  й3) =

= ОА — сЧЬо)Х2 4- (><А — ������  +  0 (А -  ����  ,



v�'= = +  ��,  (Д х 3 +  s�c8  +  s8= +  s',��  (Д х  +  s�,� ��T= '  +  � �= 2 +  �8=
=  ��Ts8�� ��8sT, = 8  +  ��Ts'�� ��'sT  +  �=s8 — �8s=, =  +  �Ks'� ��'s=�  

(+ х 2 +  �==  +  �8,  (Д х 3 +  Д х 2 +  Д х  +  s',  — (Д х 2 +  Д х  +  Д ) v�1=" 
+  �== 8 +  �8=  +  �',  =  (�Ts'  — �'sT,�= 8  +  (�=s'�� ��'s=,�=  +  �8s'  — � ^  

следует, что результат исключения выражается равенством

Лш Ро2> '■’•03

!а02. Роз Р'12> Різ =  0,
РоЗ. Різ. Р23

Л/,- =  �•��& - ��
75. Исключить х  из уравнений

йоХ3 +  а гх 2 +  �M= +  �@�& 0, Д х 2 +  s== +  Д  �  0.

76. Убедиться, что при �� �� �

сік =  Д ,  і+ /с +  Н-1, і +  • • • +  Л і . г' = 0 , 1  . . . л  I ,  к  —  1 , 2 . . .  /г, 

считая, что
Д. =  0 при �&k�  и а , =  0 при ^ > ��

77*. Показать, что числа с<4 удовлетворяют соотношению

Д  к ~  Ск -1, / +Г

78. При каком условии функции

Д х )  =  «0х3 +  +Х 2 +  �8=  +  �'*  ® (х) =  Д х 1 +  Д х 3 +  Д х 2 +  Д х  +  Д

имеют общий наибольший делитель второй степени? Найти этот делител*
79. Найти общий наибольший делитель функций

/ ( х )  =  N� — х3 — 4х2 — х +  1, ф (х) — 2х4 — 6х3 +  Зх2 — Зх +  1

80. Найти общий наибольший делитель функций

Д х ) =  2х 3 — 7х2 +  1 1х  — 6, ® (х) =  х 4 — х 3 +  Зх2 — 4х +  1

81. Исключить х  из уравнений

х 3 +  ��  — 1) х 2 (3 �  — 10) х  +  12 =  0,
х 3 +  ��  — 8) х 2 +  v�  +  16) х  — 3 =  0

82. Исключить х  из уравнений

х 3 +  � = 2 — 4 =  0, х3 +  � =  +  2 =  0

83. Исключить х  из уравнений

х 3 +  4шх2 —  Зх +  2 =  0, 2х3 +  v�  +  2) х 2 — 5х +  1 = 0

84. Исключить х  из уравнений

х4 +  � = '  +  ях2 +  � =  +  ‹  =  0, х 2 +  � �=  +  � �  =  0
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9�� %������������

a(� ������������� ���!������ а^сн� f � алх "~1� f � ( ( ( � f � ��� d � 	� ���)
�MJ N O 4 	 1

0  =  а ^ П { х , ~ х к) \

 ����!������� ��� ������������� ��� !��� !����-�$�� ��������� %��b� х к�
���!�����.� х и х 2, . . . х п.

v(� ��!����!�� ���*� �������������� !$��-���� ����%������� �� �����������
��#���!�!����� �����$%� �����'(

#��� ��

ƒq(� T�����)� ��� ��)� �� !��� �������������� 	 �g�u�� аг, . . .  ап)� ��� �����'�
��!�����

а0х п� f � а^х"^1� f � |||� f � t/� d � 0(

86(� �������)�� ���� ������������� U���,��

o 	 z �dd�аьх "� f � � �� � �  f � | | | f t /
t�g'H�1z

�����)����� U���,��� �� ���  ����!����'�� ������$'� ��� а0{b 1z� 2
» (и — 3)

� 0Y „ † �� аг, . . . ап)�d �g�b� 1z� 2� okgo��o z (

ƒr(� �$������)� ������������� ���!�����

%y� f �а�d �0(

88(� � ������)o� ���� !� !$��-����� �������������� О (а 0} аъ� (�� ( � /z � !%�����
М �� 0”-1 �а„п~Х,� �� � �������)� ��+UU�,����� М-

ƒs(� ���)����)� � ������� ‹'������ ��'��� !$��-����� ��������������
Sy�„� аъ ■� |�|� ап)� !� ¨Œ���� � ����������(

su(� �$������)� ������������� ���!�����

� 0%3�f � t 1^2� f � а2х �f � а3�d � 0��

� ������� ����(
sax(� �������)�� ���� О (а 0, а1г . . . ал)� ���)� �� ��!������� U���,���

tm� «1� |� m� |� t/m
sv(� ���� ������ ����!��� ���!�����

•,• 4�HgH�а-уХ*� f � а2х2� f � азх �f � � 4�d �0

���'��'� �����)k
sn(� ���� ������ ��������� “� ���!�����

1.x3� f � • 2%2�f � х �HzH� “�d �0
�!�'��'� �����)k

������ ��� �����$�� ������ ���!�����

sl(� %1�b %nb aul%v�f q a l % H � rvu�d � uk
sq(� %4�b�% 3�b�w	% 2�b�r~%�b�q~�d � uk
s~(� %4� f �%3�b�v%H� f � l%� H �vl� d � uk

](� S(� ¢���!���'( ƒa



97. При каком условии уравнение
х* +  р х �  +  д =  О

имеет двойной корень?
98. При каком значении ^ уравнение

Зх�  +  4Х�  — 	 х �  — 12х +  X == О 
имеет двойной корень?

99. При каких значениях т и п  уравнение
х 4 +  т х3 +  2х  +  п — О

имеет тройной корень?
100. При каких значениях т, п, р  уравнение

х 	  +  т х4 +  Юх�  +  их +  р =  0

имеет корень четвертой кратности?
101. При каких значениях т и п  уравнение

х �  — Збх�  +  ЗОх�  +  т х  +  п — 0

имеет только три различных корня?
102. При каких значениях р  и д уравнение

х �  +  4х® — 2х �  +  р х  +  �9  =  0 

имеет только два различных корня?

ОТДЕЛ VI
ПРЕОБРАЗОВАНИЕ УРАВНЕНИЙ

Рациональная функция у = / 9(х1, х 2, . . . х я) от корней уравнения
2̂ H 7*2 ■ 1 ■ . a(1^х —|” &]Х -}- . . .  =  � ,

принимающая т различных значений

У\ =  Р { х ^ х г, . . .  х т), у 2 =  ��  (хь  х 3 . . .  х т ) , . . .  у я  =  Рт_ г (хъ х г . . .  х„ 

при перестановках корней х,, х 2, - - . х т, удовлетворяет уравнению степени к  

А0у т +  А гу т~х +  • • • +  А т =  0,

коэффициенты которого суть целые рациональные функции от коэффициентоЕ 
данного уравнения.

§ 1- Преобразование у  =  х  +  а.

� . Преобразовать уравнение
х �  —  х �  +  З х  —  1 = 0

посредством подстановки
у  =  х —  1

и выразить корни данного уравнения через корни преобразованного.
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21. Показать, что в случае, когда все корни уравнения

�1=�  +  �==  1 �C� &  О

вещественны, все числа s�*� s8*� �� �� �� s�*  где

( I )4 s���  2���8�� 8�"�8�"  +  . . . +  ( — 1)к 1 � �� -1 � ���0  +  �� � I

положительны.
22. Составить уравнение, корни которого равны кубам корней

= ' +  � =  </ =  0.

Решение. 1-й с п о с о б .  Преобразованное уравнение имеет вид 

���� �c=� ,� ���� �c ',� �� �� �= ',� $ �T*  

где х,, = 8*� = ' суть корни данного уравнения.
Представив его в виде

уз +  л 13;2 +  л 2у> +  л з =  0,
имеем:

; С V Зу 3 - о л # K �
2__93

11С5

1 0 � Œ

1 0 — 2� — з �

, 0 0 0 О

- 2 р О 2 •� 8�‹

53= — ‡‹ 0 &

3</2

8��I 0 � �8�'

š•Œ 0

•** = '�‹I� 8�'

. V 3 V 3 3 .Л. Г> �� 4

Вычисление д3 и ав производим, пользуясь таблицей.— Для х8 и Л6 по- 
лучаем значения:

5з ~  — 3<7, 56 =  3<72 — 8�I

для коэффициентов Лх, � 8*� � �  находим, что
� �  =  • * � � 8  =  3 ?2 +  � '*� � '  =  ‹'�

Преобразованное уравнение имеет вид
V3 ` ��  +  (3<72 +  � ', �  -ф ‹�� �  0.
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vH�� �  � � � � ( � �������� ���!������  ���������� ��� ���!�����

g�3�b�%%nz� g�3�b �%vnz� g�3 .�	

у �d � �n(� ���������� ���!������ ��-���  ������!��)� !� !����

og� z � |�/{у>и)� |�og&2�z�d � 	�

1(
( 1� f ��_ o�•{

2� ((((}т {и) — {и��� X/)� �‡���/n��� �‡� ��o���� <��
V

�����!�������� ����#��� !� ��!�'� ������� ������ ��-��� �$�)� !$�������(�
�������-��� / { и ) , � og& �z�� og&2�z�� ��%����

o g&�z� |�o g&2�z�d �g� 3� f � ри� f � д)� g�3� f � рам�f � д)� g' 3� f � ра^и�H��д) —
(и3�4 H�д)3 +  (,ой)3.

	��*��� ��������� ����  ��������!������ ���!������ ������ !���

у 3� f � Ъду3�f � (Ъцг�f � р3)���f � д3 = � 	(

vn(� �����!��)� ���!������� ������ ��������� ��!�$� ������ �����'� ���!�����

х 5� f � 2х3�b� 1 d 0(

�����!��)� ���!������� ������ ��������� ��!�$� ������ �����'� ���!�����.

vl(� %2� f � х �f � a� d �u(� vq(� х 4�b � х 3� v%2�f �w%�f � a� d �u

vn(� �����!��)� ���!������� ������ ��������� ��!�$� ���!���$�� ��� �����
���!�����

%3� 4H�2%2�b� 1� d �0(

vr(� �����!��)� ���!������� ������ ��������� ��!�$� гп-$�� ��� ����� �����'�
+�!�����

х п�f � р х т� f � д —�0(� ��#�� ����(� ���(� {т, п) —� 1 (

vƒ(� �����!��)� ���!������� ������ ��������� ��!�$� �!������$�� �������
�����'� ���!�����

П� ‡� �b1а0х � f � �a%

�� S�� ����;��8������� у  =  ах +

f � m m | f t ‚ � d � �(

ь

vs(� �����!��)� ���!������� ������ ��������� !$��-�*���� ������ ������
���!�����

%5�b�n��%•�b�w% 2� 4H�2� d �0

У ‘ Ху
a�� v�� n�� l�� q�

nu(� N�'��� ��������� ��#�'� !��� ���!������� ��� ������*#������ ���  ��"

�����!��� у �d � W� (� ”��� ��-��� ������)� �� ���� �����%k

ƒr





41 *. Показать, что уравнение

> � �== �&"  ф- . . . ф- ��  =  О

ютором все коэффициенты одного знака и | �T | 5; ] � 1 1 | ��
корень по модулю равный единице лишь только в том случае, когда 

коэффициенты равны между собой.
42*. Показать, что уравнение

�T= �  ф- �G= ф- . . . +  ���&

котором все коэффициенты одного знака и � 01 п  і ;
иметь корней по модулю больших единицы (Какеуа). 

43*. Показать, что подстановкой
Хф-1\2

�� 0 = � 0 ,
решение взаимного уравнения

2�� �� 8� —1 , ,�T=  ф- �K= ф- . . . ф- �T

�  решению уравнения степени �  и ряда квадратных уравнений, 
44. Уравнение взаимное

х 2" ф- офл:2" -1 ф- . . . ф- 1 =  О

преобразовано посредством подстановки

уравнение
� �  ф - s��  ф - . . . ф - s�� �  О

Вычислить sC�

§ 5. Преобразование Чирнгаузена.
1. Уравнение, получаемое из уравнения

ао-Хп ~Ь  а-рсп ф -  . . . ф -  а п —  О

посредством преобразования �  =  �T=�"&K +  � �= �&8  ф- . . . ф- �  есть резуль­
тант функций V � 4 , и ср(х)— _у, где V � 4 , обозначает левую часть уравнения^ 
а ® �=, функцию, стоящую в правой части равенства, определяющего � �

2. Если преобразованное уравнение • ��� ,� $  0 не имеет кратных корней, 
ю корни данного уравнения выражаются рационально через корни преобра­
зованного уравнения.

3. Простому корню _у, преобразованного уравнения отвечает простой 
корень 4 e данного при этом

4 & � 4 * $ � H V � �=,* <р(*)— �*P�

4. Кратному корню ? � преобразованного уравнения кратности �  соот­
ветствует я корней = . , 4 i , . . . =� данного, причем

�N — 4 �, �N�� �= "�,� � � � � � = �� �Np�  =  [ /(* ) , ®�=,�� �� �P�

8fr





х �  —- х � — 4х  +  4 =  О

46. Преобразовать уравнение

у  =  х �  +  X — � .

47. Преобразовать уравнение

2х�  — 5х �  +  х  +  2 =  О
подстановки

у  — 2х �  +  Зх — 1.

48. Построить уравнение, корни у ( которого выражаются через корни 
уравнения

Л-4 —  х 3 — Зх�  +  х +  2 =  О
средством равенства

У\ =  х (2 +  2хг — 2
49. Преобразовать уравнение

х �  — 	 х � +  15х — 14 =  0

У ~  2 '
решить уравнение.

50. Преобразовать уравнение

х  -ф- 4

подстановкой
х �  — � х �  +  �� х �  — 28х +  16 =  ��

у  =  0,4х3— 2,6х �  +  5 ,4 х — 4,6
решить его.

51. Преобразовать уравнение

подстановкой
х �  +  2ха — 1 Зх�  —■ 14х 48 =  О

у  — х 1 х  — 7
решить его.

52. Выбрать и и. так, чтобы преобразование

х �  +  р х  +  Я — �
двучленному.

53. Преобразовать уравнение

х �  — х �  +  � х  +  � =  �

посредством подстановки

У =■
X

X�  — X� -ф �

54. Вычислить симметрическую функцию

5

о г корней уравнения
(хG� — X? — � ) <х��  — хкг — � ) 

х �  — х �  +  � х +  � =  �
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55*. Между двумя корнями уравнения

д0х" +  �"= kk&"  +  . . .  +  в„ =  О 
существует зависимость

* . =  ?(■**),
где о) (=}—рациональная функция х. Показать, что решение данного ура 
ния приводится к уравнению низшей степени, предполагая, что для 

корня = � величина не равняется ни одному из корней
56. Показать, что уравнение

X і  +  = ' —  L=2 — L= +  1 =  0 ,

имея корень =C имеет также и корень

= ��$  2 — = *8�� " $ " *  2, 3, 4.

§ 6. Преобразования �T $� �•�="*� = 8*� � � � � � ���

57. Корни � t � � 8  . .  . � �  уравнения

V “  +  ^ " " я +  • • • +  � �  =  о
суть суммы по два корней уравнения

�T= �  +  �"= |&&"  -)- . . .  +  ��  =  0.

Выразить суммы ” � $ � � 8� � � �  +.Ут* одинаковых степеней 
первого уравнения через (уммы одинаковых степеней корней 

и определить ��
Решение. Число различных пар = �  корней второго 

равно z (" :72 1)-
_ » . < « - Ц

( � 2

Отметим равенство

(х +  *,)* =  +  ( 1 ) +  ( 2 ) Хк~ %  +  • ■ . +  А'/;. ■

Придадим в этом равенстве = последовательно значения = �*� = 8* 
и сложим полученные равенства

^  ^  �cQ +  c ”  =  STO� +  ( г ( 2 , ��� �QI  +  • • • +  •

Приняв во внимание, что

5 ,
і ~ М М ( х‘ + ^ 2к_1д1

находим:

[■V* +  ( і ) хг'* т +  ( 2 ) 5!2°А~ 3 +  • • • + 5*'У0
о  А - -1 2 л\

Пользуясь этим соотношением и формулами Ньютона, легко по 
уравнению найти преобразованное.
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qƒ(� �����!��)� ���!������� ������ ��������� ���)� ����$�  �� �!�� �����'

%3�b � 2%� q�d �u(

Решение. ���������!������ ���!������ �� �&��� !� !����

Tx� f � А гу 2� f � А 2у� f � А3� d �0(

�$������� �������� 5v�� ‰n(� N�%����.� d �u�� � 2�d �l�� %3� d �b�aq(

�� &� ) �� D

1 0 l� b�aq

qc� dd� 0�1 0 0

`̀t	 0

	œ ��

`̀ �H ��

���)����)� ������&������ ��-��� �������� �������!$%� ��� ���'�
 ��������!������� ���!������ �� �������� q]� �������!$%� ��� ���'� �����'�

���!�������  �������.

vqv�d �v�uqv�b � 2t�� d � 6 |� 0�b � 2� |

	`̀‚\�`̀�

�D�� 1 ��D&D�� � � ������ — 2% � 1 � � � � � � � +� � � � � � & )� �� �+ 1 1 ? V� D ��1 � +�

��D��1 � ��&��� � � ) ������1 � �� �� �� �� �) � �D��) �?� �� � ) � �D��1 � �&V� D��1 � �D�

��  ���#)*� U������ N)*����� ��%����� ������,�

u� А 1 =  0;� � ��d �u(� l� f � u� |� А 1� f � 2А2 —� uV� �2d b v(

aq� f � u� |� l� f �gb �vz� |� u� f �w� 3�d �uV� �3�d �b�q(

���������!������ ���!�����

у 3�b v у �b�q� d � u(

w � � � � � � � � ( � ����-���$'� � ����� ��-��� �$�)�  ����-��� �� �*�����
���!����*(� �������� ����)� !� !����� ���� !�� �����%� ������%� ��-����  ��)����)�
� �,�U��������� �������������� ���!�������  ����!����� !$��������� ��������
������(� ����-��� +��� ��� ��&���  ������(� �� ����� ���!������ �����

х і� f � f % 3�b� 0�

������� ��������� ���

� �� Z b � 9 	�� � * � � � S � � * � � 1 � * � �� * �� * � � 1 � � > �

†�����  ��������!������� ���!������ ��!�$� ������� �������� �� ������$���
�������(� �������� ���!������  ���������� ��� �������� ������'� % � ��� b у.

qs(� �����!��)� ���!������� ������ ��������� ��!�$� �������  �� �!�� �����'�
���!�����

%3�+ � v%2� lH�w%�b�l� d � u

sn





71. Корни уравнения

V м +  М " - ' ' +  . . .  + ^  =  0

квадратам разностей корней уравнения

��= �F +  �"=  +  - • • +  ��  =  0.
Найти �  и выразить суммы ” �  одинаковых степеней корней первого 

равнения через суммы @� одинаковых степеней корней второго уравнения.
72. Составить уравнение квадратов разностей корней уравнения

J��� � рх � � �z,� � �F#

73. Составить уравнение квадратов разностей корней уравнения

J�� � � �J�� � � ,J� + � � � �F#

74. Составить уравнение квадратов разностей корней уравнения

J�� � � �J�� � � .J�� � �� � �F#

75*. Показать, что уравнение

содержит только четные степени X и при замене m на �  обращается в урав­
нение квадратов разностей корней уравнения

х ” — 1 =  0.

76*. Составить уравнение квадратов разностей корней уравнения 

«о* �==  -)- . . .  +  ��  =  0.

77. Составить уравнение, корни которого _у,. выражаются через корни 
Хр х 2, х 3 уравнения

х3 — � = "  4- u= — г =  0

посредством равенств

� B =  х,( • х ; 4- ,� 6p�‰ /г ‰ �X*� €�‰ г, г =  1, 2, 3.

78. Составить уравнение, корнями которого служат функции

V, =  c �cJ +  * Л >  ���  =  * 1*2 +  * 2*з- �@ =  *1*з +  * 2*з
от корней х 1, х 2, х 3 уравнения

.г® — х 2 4- 2х — 3 =  0.
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87. Составить уравнение, зная, что его корни выражаются через корни 
равнения

х 3 +  2х �  х — �  =  �

Ха . Хау _  ---------»
'  � Ха ' X, Л Х3 ^ � j J +

�� 1$ � Х1

�� . Составить уравнение^ корни которого равны функциям

I�  =  (Х1 Хз) (Х 1 х з\ Уг ~  (Х2 ■*'�) СХ2 х з), Уз — (х 3 Х ^  (х �  — х а)
тт корней х и 'х2, х 3 уравнения

а0х 3 +  3 алх 2 +  3 а2х � � � / �  =  � .

89. Составить уравнение, корни которого равны

У\ =  9 �9 	 � 4" 9 A9 B�� � � � — � �� � � 4~ 9 	9 BC� Уз ~  9 �9 B� 9 	9 A� �

где х 1г х ъ, х 3, х 1 суть корни уравнения

а0х* +  агх 3 � - а2х 2 +  а3х  � - а �  =  � .

99. При каком условии уравнение х 5 4- а х 2 -\-Ьх +  с =  0 есть уравне­
ние квадратов разностей корней уравнения л7� � - р х  � - д — � ?

�@%�� � G��

H�:�e?H�������� ?�D�	�� �
G?H>	�	�4�.0!���S0!��@���	��

�� ��� G��������� ����I�!� ��������

� . Решение уравнения а0х3 +  3аус2 4- За2х +  % =  0 подстановкой у  — 
=  адх  � - аг приводится к уравнению у 3 +  р у  � - g =  � , где р — 3 (а0а2 — a f )  
и д  — а02а3 — Ъа̂ а-^а̂  � - � а43.

2. Общее решение уравнения

х 3 � - р х  � - q =  �
находится по формуле

з з ___________

Х = У  1  4- |/+  +  §7 4- У — \ ~ У \ + ^  (формула' Кардана),

причем значения, которые следует придавать одновременно кубическим 
корням, связаны соотношением

3 _______________ ______________________

V —  У  +  V Ç  +  27 • У - 1  — V  4 + 2 7  =  “ 4  (СП0С° б r ^ e )-

3. Указанный способ решения уравнения 3-й степени не единственный. 
Основная мысль разнообразных, способов решения \равнений 3-й степени 
основывается на использовании функции Р (х ъ х 2,х^)  от корней уравнения, 
получающей несколько значений при различных перестановках корней.
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Через значения этой функции корни данного уравнения выражаются 
посредством кубических радикалов. Значения функции 

по коэфициентам уравнения посредством решения квадратного уравн 
Выбором функции • ��=q�= 8B лг3) и подробностями вычислений и отлича 
способы.

1. Решить уравнение

= ' —  3�=8 (2а2 — ‡s8,�=  — 2�8�s  +  {�s8  +  2s'  =  0.

Решение. Преобразуем уравнение подстановкой �  =  = — �  
зованное уравнение

Имея в виду правило выбора значений радикала, берем кубические корни

Придавая 5 значение 1, 2, 3 и складывая соответствующие значения 
корня, находим корни преобразованного уравнения:

З<3 — (а2 +  {s8, �  +  2 (s3 — �8s,  =  0.

В рассматриваемом случае

�  =  — ��8  +  ‡s8,* <7 =  2 �sI�� ��D,�

Вычисляем сначала

и далее

3

где

.-



†����� �������� ���!������  �����*���� ��� �����'�  ��������!�������

х 1 — у 1 +  а==2а +  Ь,ш� %2� d �Ь, х 3 ~ а  — �2�Ь.

��&��)� ���!�����

v(� х 3�b� 2 ах2� f �gw�2�b � Ь2) х �b�� 3� f � аЪ2�d � u(

n(� х 3�b�n� (а� lH�Ь )х2�f �gw�2� f � 6аЬ� f � v Ь2) х b а3�b� '6а2Ь�b�v аЬ2�d �u(

l(� х 3�b �� �% 2�Ц-� gs�2�b� Ь2)х � f � l аЬ2�b �l � 3�d �u(

q(� %3�b�n g� � b Yz %2�f �gn� 2b 6аЬ�b� Ь2) х �b�� 3f w � 2~H’q�o„2b n £3�d �u(

6(� %3�mb�n� (а2�f � аЬ� f � Ьvz�%2�HU� g�4�HU�Ъа3Ь� f � 7а2Ь2�HU �ЪаЬ3�HU�2Ylz�% �b�

b�v� аъЬ�b �l� а1Ь2�b� 4а3Ь3�b�l� 2~4�b �v� аЬ5 = �u(

r(� %3�b�n�W�•�HU� %3�f � gv�� 2�HU�sz�%�b�6а —� u(

8(� аЬх3�b � (а - \-Ь )  (аЬ� f � az%2�HU� g�2�HU�2аЬ�HU�Ь2�HU� az%�b�а�b � Ь� d �0(

s(� аЬх3�b �g а2Ь2�HU� ��UH�Ь )х2�HU�(а2Ь� f � аЬ2� f � az�% �b� аЬ —� u(

10(� %3b�g � U � 1z2%2�HU�(2� 3�HzH� �2�HU�2� �b� 1z % �b�� 4�HU�1� d 0(

aa(� %nb�nga� f � �z%2�f � ga� f � 6�•z%HU� a� b�w��d �0(

12(� %3�b���% 2�b � 10% �f �8��d � 0(

an(� %3�b ngv�b �z% 2�f � gan�b�av�z%�b�a u f � aq��d �u(

alx(� ��&��)� ���!�����

%3�HU�р х �f � Я� b� 0z

 ���-�!� % �d � иъ2� f � иН � �� ��������!� !$���� и, V� ����!���� � 3-»3�[ � ��"

�����)�� ���� !�������� % � ��� ��������� ��� �����$� �� ��� t��� �� V� ��� ����� �� ���"
���)� ��� +����� ����!����!�*#�'� !$!��� ���������)��� !$����� !����-�$%�
�������'� и, V.� g� ����� †�'��(z

aqx(� �$�����)� �n�� V3�  ���$��#�'� ������� ������ ������ ������������ ���"
!������ �� � �������)� U���,�*� Р ( х ъ� %v�� %nz�� %����������*#�*� �������$'�
� ����� ��&����(

a~x(� �$�����)� !������$� и� �� V,� !%���#��� !�  ��������!����� % �d � и�f � V�

�� �!�����$�� ������&������ и • V�d HHHH-,� ������ ������ ������������ ���"

!�����
%3�HU�р х � f � <7� d �0(

	 �������)� U���,�*� ��g%) � % v�� % nz�� %����������*#�*H� +���� � �����
��&����� ���!�����(

arx(� ���)� ��&����� ������������ ���!�����

а0х 3� f � n агх 2� w �v% �HU��3�d �0�

!��!� !� ������!�� !� ��������)��'� U���,�*

¨g%c��%v�� %nz�=  х г + � ��%2�HU� ��2%n(� g� ����� ������-�(z

rx ts









32. х 4— 4 (« +  £ )х 3+ ( 5 а 2+16«<!>— £� ) х � — 2 (гг3-\-10а2Ь — аЬ*— 2£3) х  +  

+  � аЬ (а �  — Ьг\ =  0.

33. х �  — � х �  — 12х�  +  60х +  63 =  0.

34. х �  — 17х2 — 20х — 	  =  0.

35. х4— 	 х �  — 9х�  +  		 х  — 22 =  0.

36*. Выразить кориц уравнения £ задачи 30 через корни уравнения 
4*0 степени.

37*. Выразить корни уравнения 4-й степени через корни уравнения, 
Которому удовлетворяет  ̂ задачи 30.

38*. Показать:

а) Все корни уравнения с t  вещественны, если все корни уравнения
4-й степени вещественны или все мнимы, и наоборот.

3) Уравнение с t имеет мнимый корень, если уравнение 4-й степени 
имеет два вещественных и два мнимых корня.

39*. Каким условиям следует подчинить выбор величин р, ц, ц', чтобы
уравнение

х �  +  ах �  � - Ьх +  с — � , 

можно было представить в виде

(х �  +  р х  +  д) (х �  — р х  +  <?') — � ?

Вывести отсюда способ решения уравнения 4-й степени. (Декарт.)
Приложить способ решения уравнения 4-й степени, предложенный в за­

лп че 39, к решению следующих уравнений:

40. х �  +  3ах3 +  (2а�  +  3) х �  +  5«х + 2  =  0.

41. ах �  +  (а �  +  Ь) х �  +  (2аЬ +  а) х �  +  (а �  +  Ь3) х  +  аЬ =  0

42. 2х�  +  7х �  +  10х�  +  11х +  	  =  О

43. х 4 +  12х +  3 =  0.

44. х �  — 8х3— 12х2 + 8 4 х — 63 = 0 .

45. Выразить корни уравнения, которому удовлетворяет р  задачи (39), 
через корни уравнения 4-й степени.

46. Определить вид вспомогательной функции для способов Эйлера, 
Феррари и Декарта.

47. Составить уравнение резольвенты ~  (хг +  х �  — х �  — х4) для 
4-й степени

а0х4 +  4а1х3 +  б а ^ 2 +  4а3х  +  а4 =  0.
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v(� ���� ������ ����������!

f i x ) � d �g%�b��%z� g�\b а2) . . .  {х�b� ап),� X��g%z� d � gx b�Ьг) . . .  ( х —  Ьп)

��!���$� ��  ��� +���� аг�X �Ьг�X �аг . . . � X �Ьп 1 �X �� �X � Ьп.� ����)��� !�#�"
��!���$%������'� ������ U���,��� F (x )  =  f ( x ) � f � “…�g%z�� “�X� 0�� �� ���� +��� ������
��� ���-��$k

n(� ����)��� !�#���!���$%� �����'� ������ U���,��� W g % z �d o g % z �f � •Ug%z�(�
���

og% z � d �g%�b�аг)� g%�b�а vz (� ((�g��b� а z�� ���g%z� d �( x — b1) . . . ( x — bri_f),

шее� ������ ait bk� !�#���!���$� �� аг�X �Ьх�X �аг�X ( ( (�X �M<� X �апk
†��� ��� ���-��$� ������ F (x )7
4*.� †����� U���,�'� f ( x ) � �� X�g%z� !�#���!���$���  ����$��� �� ������ ����'�

U���,���  �����-�*���� �� •�������� �����'(� �������)�� ���� ������ ���!����'

f ( x ) �lH�•���g%z�d �u�� og% z � f �®²�g%z�d � 	

��-�� !�#���!���$���  ����$�� �� ������ ������� ���!������  �����-�*����
�� �������� �������(

qx(� †��� ������*���� ������ ���!�����

g%�b�а±) (х �b� а2) . . . ( x  —  an) +  k ( x  —  b1) . . . ( x  —  b.J = � 	��
���

Œ��X � X �|�|�|�X � X �Ьп,
 ��� !����������� “k(

6(� ����)��� !�#���!���$%� �����'� ������ ���!�����

`x  —  afj� g%� a f ) . . . �g%� a j � f � “�g % b� bf)� g% b�Ь2) . . . � g%�b�Ь2п)� d � 	�� “�„ � 	�

����
a1< b 1< b 2< a 2 < a 3< b 3 . . . <  Ь2п_ г <  Ь2п <  а2п�

�� ���� +��� ������ ��� ���-��$k
r(� �������)�� ���� ������ %aV� % 8( ( ( % �� �� •L5M�У2- . . у 2п� ���!����'

g%�b�af)� g%�b�а2) . . .  (х —  а2пу �f

lH� “g%�b� bf) ( x — b2) . . . ( x  —  b2n) =  0,� ==�R S� „ � 	�

g%�b��%z� g%�b ��vz ( ( ( � g%�b�а2п)� f
f � � g %�b� bf)� g%�b�Ьvz ( ( ( �g%�b�Ь2п)�d �	�� � „ • „ u �

 ��� ����!��

а1<± bx <̂  b3^  a2<f a3<f b3 . . � W2‚b@� W �W2t� а2п�„

���!���!���*�� ����!����!��

X �у г < у 2 < х 3< х 3< у 3< . . .  < У 2п_1< У 2п <  х 2п

8(� †��� ������*����  ��� !����������� “� ������ ���!�����

g % b�9 Š •g x b Xx�z(((gx �b�а2п)� f • g % �b� bf)� g%�b�Ь2) . . . �g % b�Ь2п)�d � 	�� • „ u �

ai <  bi- <  ь г <  а 2�X �а3 <  Ь3 m((�X �Ь2л_ х <  b2n <  aiib
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va�� ����)��� !�#���!���$%� �����'� ������ ���!�����

% 1

N— 1 f � ( ( ( � f �Wm� f �1 d 0k

vvx(� ����)��� !�#���!���$%� �����'� ������ ���!�����

х?
п\ f (п - �1z�|•f � | |� f � � � f � 1 �k g‹����(z

§ 2. Теорема Рояля и ее приложения.
a(� ����� ��� �����,�%�  ����-����� g��� Ьz� U���,��

f ( x ) � d �а0х п�f � ахх п~л�f � (� (� (� f � �/

������ ��!�$�� ���������� ��� ���  ����!������ f  (х)� ����#������ !� ���)�
 ����-����� g��� Ьz(

v(� ����� U���,��� f ( x z��  �������� ��!�$�� ��������� ��� ���,�%
���  ��������� +����� ��������� !������� ��� f  (х)� ������ ��������� ����

�����'� !�  ����-����(

vn(� ¨���,��� og% z�� ���g%z�� ��g�.z�� ��� (х),� g%z� �!����$� ������&�����

/ ( х )  ■ (х)� d �o • �g%z� m� �%g%z� |� ���g%z� f �W�g%z(

�������)�� ���� ��-��� �!����  ������!����)�$��� �������� U � � � , � �Ho, �
!�  ����-����� g��� Ьz� ��-��� ��������� ������ �����'� U���,��� ��g%z�� ����� ���
!������� ���� U���,��� ��� g%z� �� U�g%z� ��� ����#�*���� !� ���)� !� +����  ����-����

Решение. ����)� �� �� рb��!��  ������!����)�$�� ������ og% z � !�  �����
-����� {а, Ь).� w���� U���,��� o • �g%z�  ��� х  =  а�  ����!� ���-��� ������ U���"
,���  ��� % �d ��(� ����-�!� % �d � �� �� ������ % �d �gn� !�  �����-������ ��!����!��
 ������

o•g� z � ���g�z� |� ���g�z�d �b�W�g�z�� o • �g�z� |� ���g�z� H� ���g�z�d �b�W�g�z(

_�������U���,��� ��g%z� �� U g%z� ��%����*�� �!�'� ����� !�  ����-����� g��� Ь),�
���  �������$�� ��!����!�� ��*��  ��!�� ����*���)�� ���� ����� ��g�z�  ����!�"
 ���-��� ������ ���g�z(� ¨���,��� ��� g%z� ����#������ !� ���)� ��-��� � � � � �����"
���� ������ ���(

vl(� ¨���,��� og% z �d � а0х п� f � агх п~ 1�f � (� (� (� f � ап� ������ 5� !�#���!���$%�
�����'(� �������)�� ���� ������ �� !�#���!���$%� �����'� o • �g%z

��d � 5�b� 1� f � 2o��� o��dq�0(

vq(� ���� ������ U���,��� og% z � d � а0х п�f � агх п~1 ап� ���)� �����
!�#���!���$�(� �������)�� ���� !��� ������ U���,��� o � �g%z� ���)� ������ !�#�"
��!���$�(

v~(� ����)��� !�#���!���$%� �����'� ������ ���������

а нх п ( х —  \ ) п�
а х 11

�� !� ������  ����-����� ���� �����-����k
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27. Все корни функции f { x )  — а0х п +  ^ х "  � +  • • • +  
вещественных корней имеет уравнение

' п +  � У а0х п +  п’ахх п~1 +  . . .  +  ап — О?

28. Сколько вещественных корней имеет уравнение

(т +  � )т х т +  ттх т- 1 +  х т~2 + . . .  +  � = � ,

как эти корни расположены?
29*. Сколько вещественных корней имеет многочлен и п(х), где

е - х'!и п ( х ) = а"-е „ - ?d x n
30*. Изучить корни уравнения

Р п {X)  =  х» -  ( ? )’ Xй- 1 +  ( ” )2 2! +  . . .  +  ( - 1  у  п\ =  0.

31*. Все корни функции / ( х )  =  а �х” +  ^  ̂а �х’г_1+  . . .  -\-ап суть числа 
■ещественные. Сколько вещественных корней имеет уравнение

а1Х + [  I ■ ) а2Х + • • • + « »  =  °-

32*. Все корни уравнения

аохП 4 х  +  . . . -+- ап =  О

вещественны. Сколько вещественных корней имеет уравнение

а л +  ( f ) 8+1 х � �  +

33*. Все корни уравнения

. A� �  +  . ��
вещественны. Показать, что

П��

4 - а  = � ? s -4- & =
�� d�e�f� �

+  • • • +  ап — ®

(I) «***«*_!

(Ц) К + з

34*. Все корни функции / ( х )  =  а0х п +  а\х *~ +  . . .  +  ап вещественны

•*А+� >

ак ~ ак+1 ■ ак+���  = 14 (аk+i ■а как+г) (а к+22 ~ а к+А + з )

и различны. Показать, что все корни уравнения

п /  (х) • / "  (х) — (я — 1 ) f  (х)2 =  0
мнимы.

. +  ап вещественны.35. Все корни функции / ( х )  =  а� х” +  агх п 
Сколько вещественных корней имеет уравнение

/ ( х )  +  Х /'(х) =  0?
36: Корни многочленов / ( х )  и � � � � � степени п вещественны и переме­

жаются корнями многочлена (в (л:) той же степени. Сколько перемен знака 
в ряду чисел

f ( x i) ? (х  i). fi.x  � �� • ■ - f i x , )  • ?(**),
где х х, х2, . . . х п суть корни многочлена а> (х)?

109





Решение. ”�����  ������� ������ ��-��� ��+U�,�������� ���!������
�����,�(� T��!������ ������ �����  ���-����)�$'� �����)(� S�-��� ���H�

�� %5� �� w%2�  �� �#��$� ����$� �� Xі � �� %n(� S�-��� �������� w% 2� �� b�a�
� �#��� ����� �� %(� w����� ��+U�,�����!� n� �� a�  ����!� ���-�$(� ”�����
! �#���$%� �����!� �������� ����)&��)� ��� �����,�(� ”����� ����$%� �����'�

��!��� 2� f � 1�b 1 d 2(
	 �������)� !��%�**� �����,�� ���� ������  ���-����)�$%� ��

��-�**� �����,�� ���� ������ ����$%� �����'� ���!�����

ll(� % 6�b % 2�b w%�f � v�d �u

45. х4 +  11х2 +  1 х —  11 = 0
l~(� х9 — Зх2 +  4 =  0
lr(� х10 +  7х — 2 =  0

lƒ(� %11�b �q%�b�n�d �u

ls(� %6� f � l% 4�b �v�d � u

�$3� ! ���&� �� ( � $

��3� ! ��	�� 	 � ( $

qv(� †�+U�,����$� а�• � � � ак , ак_̂ у� ���%�  ������!����)�$%� �����!

а0х п�f � �W%y�1� f � (� (� (� f � ап�d �0

�����*�� �������������*�  ��������*(� �������)�� ���� ���!������ ������
�����(

��������� T���-��� og% z� ��� % �b���� ���� � b ����������)�  ���������

**-1  ’ �   > �  !6

�����!���� ����-������ ������ ������)���� ���� !�  ����!�������

Р �� � =  (х — �� zog% z�d �д0х п+1� f � f � ( ( ( f – /

��+U�,����$� Ьк�d � ак�b�� /£_1�� �d � 0�� Y� %�d �ак^.1�b � ака�d �0� �� ������ �$�)
�A��7� � �7 ����$� �� х  , х � �������!�*�(

¨���,��� � g%z�� �� !������ �� ��*� �� f{x ) � ������  �� ���'��'� ����� �!��
����$%� �����(

qnx(� †�+U�,����$� ак_ г , ак , ак+1, ак^ 2� ���$��%�  ������!����)�$%�
�����!� ���!�����

а0х п� f � а2х ' ~ л� f � (� (� (� f � ап —�0

������*�� ���U���������*�  ��������*(
�������)�� ���� ���!������ ������ ����$�� �����(� g‹����(z
qlx(� �������)�� ���� ���!�����

%y�+  g� �+  Ь) X'B a +  (аv +  аЬ�+  Ьvz�%"-2�f � ((

f �g�y� f � � �[ �̂ Ъ� f � ( � ( � f � Ьп)�d �u

������ ��� ���)&�� ������� !�#���!������� �����(� ”����� а я 0� !�#���!���$���
qqx(� T�����)���� ���� ���!�����

Р (я +  я) • х" +  Р (я +  я — 1 )хи-1+  . . .  +  Р (я) =  0,

���� Р (х ) ����������� ���������� ��� ���� ��� !$&�� � b� 2�� ������ ����$��
�����(
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56. Имеет ли мнимые корни уравнение
П-~ �а0х  -{- ахх  +  • . . +  ап — О,

в котором
ак� �  — ак+� � /7 =  П,иЛ ^Л-Ь� *

57. Имеет ли мнимые корни уравнение
П  І 1І—-1 . , /-Ча0х  и^х ~г* . . . сіп =  О,

в котором

а к  ~  а к + 4 > а к - \Л  ~  а к + Ъ  ’  а к + 2  —  а к +  6 ’ а к + 3 ~  а к + 7

§ 4. Правило Лагерра
1. Число �  положительных корней уравнения

аха +  Ьхр +  схт +  . . . +  1хх +  . . . =  О,

где %<$<%< . . . < / .<  . . .  и число V перемен знака между коэфициентам 
ряда конечное, определяется равенством

V — 5 +  2 к, к =£ 0.

2. Число положительных корней уравнения а0х п . -\-ап 
больших числа а >  � , либо равно числу перемен знака между числами ряд

/оО)> А  (а), /а («) , • •  •/„(«). 
где

А  И  =  +  аіак~г +  • • • + « * ,
либо меньше его на четное число.

3. Число положительных корней уравнения

а0х п � * - }- . . .  -(- йп — � ,

меньших а > � , либо равно числу перемен знака между числами ряда 

сро(а), ср х (а), %(«)>■••  ? Л а)>

где <р*(а) =  йяо* +  <'B�  Л � �  +  . . ■ +  ап_ к , либо меньше его на число 
четное.

4. Число положительных корней уравнения

/ ( х )  =  айх п +  а1х п~1 + . . . + « „  =  � ,

больших и  >  � , либо равно числу перемен знака между коэфициентами 
Л0, Л,, Л ^, . . . Л + к , входящими в правую часть равенства

/(* )
(х -  а)“ =  Л0х " - '£ +  Л ^ " - * - 1 +  . . .

/� �� 0 —р , п — р+  Л йх р +  х > + і +  ���� + пу-\-к
(х — а)к

либо меньше его на число четное.
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5 . Числа � •� "  . . . � �1 �  могут быть вычислены по коэфициентам 
� . .< ��  согласно правилу Горнера, как показано в таблице.

�Tk �q� � • «», 0 . . . 0 . . .

� tT� s�  • • • ьп {� �

с0. сі  • А
I�>��"

^ 1) '
.— ̂  

■ � г>+1

Задачи.
58. Определить число положительных и отрицательных корней урав-

ЮЯ
=�  — 5х3 +  9л;2 — (=  +  3 =  О

Р еш ен и е . Определяем сначала число положительных корней больших 1.

1 — 5 9 — 7 +  3

і 1 •— 4 5 2 1
Г —  3 2 0 c

� — 2

і 1 
О

 
\

2 1 —  3 3 — 1 1
1 — 1 і 1 /
1 1 \

со I

Правило Декарта дает і для верхней границы 4. Вычисления, произве- 
енные согласно правилу Лагерра, показывают, что число положительных 
юрней, больших единицы, 0 или 2 и что уравнение не имеет корней больших 2. 
Чтобы найти число положительных корней меньших единицы, следует

образовать уравнение, заменив = на и приложить к преобразованному 
уравнению

Зх4 — 7х3 +  9х2 — S= +  1 =  О
то же правило.

| 3, - 7 ,  9, — 5, 1

1 | 3, — 4, 5, 0, 1

| З, - 1 ,  4, 4 / ^
-� 4 ^ ___

Вычисления показывают, что в преобразованном уравнении нет корней 
больших единицы. Данное уравнение не имеет корней меньших единицы.

8 А. М. Журавекиї. 113
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Р е ш е н и е .  Разлагаем дробь
5 х *  — 16х3 - р  12х2 — 9.x — 5

X ��  --  X) =  — х 3 +  4х �  +  20х +  � - ��
� — х

=  —  — — 14 — 2х — 18х2—  23х3— 22х4— 22х �  . . .

ряд по возрастающим степеням х. В ряду нет перемен знака между коэ- 
фициентами. Уравнение не имеет- корней в промежутке (0, 1).

	� . Определить число корней уравнения

х �  — 5х +  1 =  О
в промежутке ( � , � ).

69. Показать, что число корней уравнения

� � J � � � � � FJ �� � � ахх ~ х � � ; . , � � ап � � <  

в промежутке (а, Ь) либо равно числу перемен знака в ряду чисел

где

— С1̂ (1 -р к� �

Ео> V-!, ■ • • Р„

*4-1
• ■ • +  +

	  >  а >  О

+
ик-г �

Й� +  .. . + ип~к

либо меньше на число четное.
70. Показать, что число положительных корней уравнения

Лхв � -р Л 2в �  �� . . #�  �� Лпє п� � F � � ах &2�^  "� "� (�0 7�*,� ~ 
либо равно числу перемен знака в ряду чисел

М х, М 2, . . . М 1:, М к =  А х -р А 2 -р . . .  -р А к 

либо меньше на число четное.

О Т Д Е Л  IX .

ЦЕЛЫЕ ФУНКЦИИ С ЦЕЛЫМИ 
К О Э Ф И Ц И Е Н Т А М И .

§ 1. Вычисление рациональных корней.
1. Вычисление рациональных корней уравнения

а0х  —{— . . . -у* ап ==- �

с целыми коэфициентами подстановкой айх ~ у  приводится к вычислению 
рациональных корней уравнения с целыми коэфициентами, в котором коэ- 
фициент при старшей степени у  равен единице.

2. Уравнение

/ ( х )  =  х" ~р ахх � � +  • • • + .я „  == �  (*)
с целыми коэфициентами не может иметь дробных корней.
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3. Целые корни уравнения (*) делят ���
4. Если а есть корень уравнения (*), то /(Р )  где р целое 

делится на р — ��  В частности / ( 1) делится на а — 1 и / ( — 1 ) делит 
на �  -{~Ч.

5. Испытание делителей 8 числа ��  производится согласно

�  ,п -1’ . . . .' * ^1»

*— 1. • ■ • •

1* * *

В первой строчке выписываются коэфициенты уравнения в обратном порядке 
Число а„ делится на о. Частное s� � помещается под �� *  и складывает 
с « г_ г  Результат 	� "  записывается в третьей строчке. Число 	  делите« 
на 8. Частное s�}}8  записывается под «и_ 3, складывается с ним, и ре­
зультат с , записывается в третьей строчке и т. д.

Если в течение вычислений встретится число 	'*  не делящееся на 8, 
то действие прекращается. Делитель 8 не является корнем уравнения.

Если же все с8 разделятся на 8 и 	T =  0, то о служит корнем данного 
уравнения и коэфициенты частного от деления левой части уравнения 
на = — 8 равны числам второй строки написанным в обратном порядке и 
с обратными знаками.

Задачи
1. Отыскать целые корни уравнения

=I �) �� � >T)�#& � >�� � � 68хг— 60 =  0.

Решение- Целые корни уравнения делят 60. Число делителей, которых 
следует подвергнуть испытанию, достаточно велико. Оно равно 24:

1» ±  2, Д; 3, 4, Д; 5, Д; 6, Д: 10, ±  12, Д; 15, ±  20, Д; 30, ^  60

С целью сокращения числа делителей подвергнем их предварительным 
испытаниям.

П р е д в а р и т е л ь н ы е  и с п ы т а н и я .

1 .  / ( + 1 )  =  — 12. Если число 8 есть корень, то 8 — 1 должно де­
лить 12

Непосредственная поверка показывает, что целые корни заключаются 
среди чисел

— 1; Ф  2, сЬ 3, 4, гЬ 5.

2 .  / ( — 1) =  — 144. Число 8 ф- 1 должно делить 144. Возможные 
значения целого корня заключаются среди чисел

± 2 ,  ± 3 ,  4, ± 5
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3. х* —  7х3 +  5x2X+  31x — 30 = 0
S�� �S�\ �$ 1 .�= �m �� $�) �dy�) � �$�X � �

5. л7� — x 3 ■— Ю4х�  +  564л: — 720 =  0
	 . x s — � x �  — �� л7� +  	� л7� — Зх — 90 =  �
7. х �  +  Зх�  —  21х �  —  7х�  +  60х — 36 =  О
� . х �  — 23х4 +  �&' � (� — 281х2 —-257 — 440 =  О
9. х �  +  X�  — 2х �  -f- 4 х — 24 =  0.

10. Зх�  — 23х3 +  35х �  +  31х — .30 =  0.
� � . х �  — х® — ЗОх�  — 76х —  56 =  0.
12. х �  - f  12х�  +  32х2 — 24х +  4 = 0 .
13. х �  — х �  — 12х�  +  � х �  +  28х +  12 =  О
14. х �  — ЗОх�  — 31х — 30 =  О
15. Вычислить рациональные корни уравнения

	 х �  — ^9х �  — � 	 � %�+  231х2 — 161х +  30 =  0. 

Р е ш е н и е . Преобразуем уравнение подстановкой 	 х = у '.  
_ys __ 29у4'— 270_у3 +  �  316У — 34 776у +  38 880 =  О 

П р е д в а р и т е л ь н ы е  и с п ы т а н и я .

38 880 =  	�  • 5.

Возможные значения корня: ± � , -[-2 , + 3 ,  ± 5  ±  	 , . . .  ±  38 880 

1- /(~ г  1) =  12 122 =  2-11-19-29. Число о — 1 делит/ ( +  1). Возможные
значения

О

— � , � , 3, _ ■�� , � � � 18, �� , . . .
� . / ( - -  � ) =  82 ���  =  ��  - 3 - 1 3 - 3 1 • 17. Число о +  �

� , 3, ��  — 18

КОН1ч а т е л ь н ы е и с п ы т а н и я.
� . Чи е л о  � .

38 880, — 34 776, 8 316. - -270 — 29 �

� 19 440 —■7 		� 324 27 — �

— 15 336 648 54 — �

делит / ( — � )

корень ��  =  �

� . Ч и с л о  3.

3

19 440, 7 668, —-324, — 27 1

—  6 480 396 24 —  1 корень у 2 =

1 188 72 —  3 0
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vu(� ¦� 5� f � ar�l� f � an�n� f � v� 2�b�q � b�a d �u(
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29*. Может ли уравнение
Л '3  —  б о ф х  —  З а ф  ( а  +  Р )  =  О  

иметь несоизмеримые корни. Числа а, {3, у целые.

§ 2. Разложение на множители с целыми коэфициентами.
1. Целая функция с целыми коэфициентами либо разлагается 

с целыми коэфициентами, либо не имеет вовсе делителей с 
коэфициентами.

2. Вопрос о том, допускает ли данная целая функция Д х )  делите 
степени /га, решается так.

Вычисляется /га 4- 1 значение функции /(а,) =  А 1 (і =  1, 2, . . .  /га +  1�
выбирается какая-нибудь система а1, а2, . . . от+1 делителей чисел 1,

Строится многочлен ср(х) степени /га, определяемый по условиям 
ср (х.) =  о„ і =  1 , 2, . . .  /га +  1 .

Непосредственным делением проверяется, является ли ср (х) действи­
тельно делителем / ( х )  или нет.

С целью сократить число необходимых действий полезно иметь В виду 
что выбранная в качестве частных значений ср (х) система делителе! 
з1, а3, . . . должна удовлетворять условию, что все числа

СУ —
З'к

целые.
Задачи

33. Разложить функцию / (х )  — 2х5 +  5х4 • + 5х3 +  8х 2 +  5х +  5 на 
множители с целыми коэфициентами.

Решение. Определим сначала делителей первой степени. Функция/(х) 
в качестве целых корней может иметь только числа ± 1 ,  ± 5 .  Произведя 
испытания, как показано в задаче 1, легко убедиться, что данная функция 
целых корней не имеет. Перейдем к дробным корням. Положим 2х =  у.

у 5 +  5у4 +  10у3 +  32_у2 +  40_у -(- 80 =  0.
Так как нас интересуют дробные корни функции /(х ) ,  то нам следует 

ограничиться только нечетными значениями у.
Возможные значения у: ± 1 ,  ± 5 .
Непосредственно испытывая 4: 1, ± 5 ,  убеждаемся, что нечетные у  не 

могут быть корнями.
Функция / ( х )  не имеет дробных корней и следовательно не допускает 

делителей первой степени с рациональными коэфициентами. Она либо имеет 
делителя второй степени с целыми коэфициентами, либо вовсе н£ разла­
гается на множители с целыми коэфициентами.

В первом случае вторым множителем служит функция 3-й степени, не 
разлагающаяся на множителей с целыми коэфициентами.

Займемся теперь разысканием делителей второй сіепени. Вычислим не­
сколько значений многочлена / ( х )  с целью взять в основу для дальнейших 
вычислений те из них, для которых число делителей по возможности мало. 
Имеем:

/ ( 1) =  30, ДО) =  5, / ( - ! )  =  6, / (  2) =  3
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Выбираем три из них:
/ ( 0 ) = 5 ,  / ( — � ) =  	 , і  ( � ) =  3.

Возможные значения:
а і  =  ±  і  5 ;  з 2 =  і  1 ,  і  2 ,  і  3 ,  і  6 ;  ° з  =  і  1 ,  і :  3 .

Искомый множитель

в (х) =  ср(� ) (̂ + 2}Л х- + Л  +  «р(,_  � ) .  5 І ? £ 2> +  ? ( _ г ) . (* + - 1)

® {х) =  і  [? (о) — � ср (— � ) +  в ( — � )] х 2 +

+  і  [3® (0) — 4ср (— 1) +  ср ( -  2)] х  +  <р (0).

Приступим теперь к испытаниям. Согласимся последний коэфициент 
(х) считать положительным. Это нисколько не изменит общности 

и вдвое сократит число испытаний. Значения а1г о2, о3, уже 
будем заносить в таблицу, чтобы не повторить одного и того же

� � , і і

� і � �  ; і — V

3 4 -і і � � - і

�

�

3

В одном столбце таблицы помещаются значения, которые мы придаем 
делителям аь  о2, а�  одновременно

� - е и с п ы т а н и е
Ф (х) = �

� - е и с п ы т а н и е
ср (х) =  2х� +  4х +  1

2хь � - ох�  +  5х�  +  � х �  +  5х +  5 
2х�  +  4х �  4- х �

х �  +  4х �  +  � х �

2ха +  4х +  1 

х �

3 и с п ы т а н и е
ср (х) =  — х �  -  х  +  �

2ха +  5х�  +  5х �  +  � х �  � - 5х -(- 5 х  — �
� х�  � - � х �  — � х �

_Зх�  � - 7х�  � - � х �
Зх�  � - Зх �  —  Зх �

2х�  4- Зх� .4- 4х +  7

4х �  4- 1I � �  +  5 х  
4х �  4- 4х �  — 4х

__7х � 4- 9х 4- 5
7х � 4 - 7 х — 7 

� x � - ��
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lH�� � �  $ � � � � � (
���g%z�d �= 8 +  За: +  1 

8=5� f � q� :4� f �q� :3� f � 8� :2� f �q%�f �q�

•2� ;5� 6� 4� f � 2%3

b� � :4� f �w%3� f � 8� :2
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[ � 2%5� 4H�2%4�4H�2%3
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w%4�4H� w%3�4H� l%2

q%2�Hfm�q%�lH�q
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�������)� ��g%z�d �b “ 2HHH“�lH� a� ��-�� ��� �������(
”��!������ �� $������ ��-�� ������� ��� ����(
������ �� $������ ����� �������)

���g%z�d �%2�4H�=� 4H�1�|

�����'� �������)� U���,��a��!��

v%3� lH�w%2� lH� q(

	�� ��� �����-��� ��� ���-������ �� ,��$��� ��+U�,�������(
�����-��)� ��� ���-������ �� ,��$��� ��+U�,�������� U���,�*
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nv(� %4�b l% 3� lH�% � lH�6(
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nl(� vP~� •‡•�8=t� lH�v%4� lH�r%3� lH�v%2�4H� w%�lH�n(
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37. х 5 —  л;4 +  2л;2 — 2х  +  1.
38. х 5— х 4 +  х 3 +  1.
39. х 7 +  х 5 — х 4 4- х 3 — л:2 — 1.
40. х 6 +  л:4 +  л;3 + х 2 +  1.

41. Показать, что делая функция с целыми коэфициентами

х 5 +  ахх 4 +  а.гх* +  + х 2 "Ь аих  + 1 = 0  

иметь делителей 2-й степени исключительно вида 

х 2+ а л ; + 1  или х 3 - \ - ^ х — 1,

я делит 1 — а2 +  я4, 1 +  ах — а3 и $ делит 1 +  а2 +  а4, 1 +  ах +  
Числа а и р—целые.

О Т Д Е Л  X .

О Т Д Е Л Е Н И Е  К О Р Н Е Й  
У Р А  В Н Е Н И Й .

1. Определение верхней и нижней границы корней уравнения.

1. Верхняя граница положительных корней уравнения

айх " +  аіх  +  • • • +  °„ — 0 а0 > 0  (*)

принята равной одному из чисел

1 (Маклорен), 1 +  | / " —-1 (Лагранж! 1 +  (Тилло),
«0 г * Г С1о

а ж— наибольший по модулю отрицательный коэфициент уравнения, аг— 
от начала отрицательный коэфициент,' ар— наибольший по величине 

эфициент, предшествующий аг.
2. Вычисляя верхнюю границу положительных корней уравнения (*) 

годно разбить левую часть уравнения на группы по нескольку членов 
каждой так, чтобы коэфициент при старшей степени х  в каждой группе

положителен, и определить верхнюю границу положительных корней 
равнений, образованных членами каждой группы. Наибольшее из получен­

иях чисел можно принять за верхнюю границу корней уравнения (*).
3. Правило Лагерра. Ч и с л о  а е с т ь  в е р х н я я  г р а н и ц а  п о л о ­

ж и т е л ь н ы х  к о р н е й  у р а в н е н и я  (*), е с л и  в с е  ч и с л а  / 0 («), 
Г, ( а) , . .  , / п (а) одного знака. [/й (л:) =  а0х ,с +  ахх к~1 +  . . .  +  ак.\

4. Правило Ньютона. Ч и с л о  а е с т ь  в е р х н я я  г р а н и ц а  п о л о ­
ж и т е л ь н ы х  к о р н е й  у р а в н е н и я  (*), е с л и  в с е  ф у н к ц и и  /(лт), 
/  (х], . .  (х ) и м е ю т  п р и  х  — а о д и н а к о в ы е  з н а к и .

5. Нижняя граница корней уравнения (*) равна верхней границе кор­
ней уравнения

Ш

1)” =  0-



	 . Нижняя граница положительных корней и верхняя граница 
корней уравнения (*) равны верхней и нижней границе 

уравнения
апх * +  ап- г * ~ Л +  • • • +  а0 =  � .

1. Найти верхнюю и нижнюю границу корней уравнения

х �  +  2х9 —  2х6 +  	 х �  — 80х4 +  1 ООх�  —  400х2 +  15 х  +  30 =  0.

?�^������ Непосредственно приложение правила Лагранжа дзет 
верхней границы положительных корней уравнения величину

�  +  ] / Ш  =  � � .

Согласно правилу Тилло для верхней границы получится величина

201

значительно менее точная, чем найденная по правилу Лагранжа. 
Применим способ группировки. Разобьем сумму в левой части 
на группы

? і (х) — х я, ср�  (х) =  � х 9 — � х6, ерз (х) =  	 х �  — 80х4,
I�  (х) =  100х�  — 400х2 +  15х +  30.

Верхняя граница положительных корней уравнения срг (х) =  0 равна 
Уравнение � х9— � Х	  =  �  не может иметь корней больших единицы. 
Уравнение бх5— 80х4 =  0 не может иметь корней больших

Уравнение 100х�  — 400х2 +  15х +  30 не может иметь корней
4.
За верхнюю границу положительных корней предложенного уравнен 

можно принять число 13--
Посмотрим, нельзя ли и эту величину уменьшить. Испытаем число 1 

пользуясь правилом Лагерра. Вычисление значений функции ��  �JK 
/ і  (х ) , . .  , / я (х) произведем по правилу Ногпег’а, помня что значения 
функций при х 6 � �  равны коэфициентам частного и остатку, получаем 
при делении левой части уравнения на двучлен х — �� .

�
і , � , - � , 	 , — 80, ��� , --4 0 0 , 15, 30

��  | і, �� , - 118, 1186, 11 780, 117 900, + + +

5 І! і, 7, 33, 171, 775, + � +

з � і , 5- 13, 45, 55, 265, + + +

Все эти числа положительны, и число 10 можно принять за верхнюю 
границу.
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18. х8 +  20л;7+ 4 л 6— И л 5— Ш л^Ч* 13л: — 25 =  0.
19*. Показать, что все корни уравнения *)

5797л;1 +  4591л;3 +  5892л2 +  2876л +  6942 =  0
мнимы.

�'��� U 	��<  отрицательных коэфициентов ал, . . . а ,  уравнения 

а0х п " І- .. . -{- ип - — 0
равно к.

Показать, что за верхнюю границу положительных корней можно 
наибольшее из чисел

Г «о ’ '  «0 Г «о '■
21*. Коэфициенты ах, аи являются наибольшими по абсолютной 
из отрицательных коэфициентов уравнения

Я—1«о*" +  а ^ " - 1 +  . . .  +  л п = 0, а0 >  0.
Показать, что

у  ІЛ 1  + 1 7  к
г ая 1 г а

можно принять за верхний предел корней уравнения. (Лагранж.)
22*. Суммы положительных коэфициентов уравнения

а0х п -р алх п 1 +  . . .  +  ап =  0, «в >  0,

предшествующих отрицательным коэфициентам аа, а ^ , . . . а х, равны 
а3, . . . о ; . Показать, что наибольшее из чисел

1 + 1 + .. .1  +

может быть принято за верхнюю границу корней уравнения.

§ 2. Способ Штурма.
1. Число s корней уравнения / ( л )  — а0х;" +  а1л “~1+  . . .  -|- ап =  0, рас­

положенного в промежутке (а, Ь), равно разности

V % � W �X0�) � v{b)\, (*J

где V (л) обозначает число перемен знака в ряду

/ (л ) ,  А ( х ) , . . . / н (л), (**)

обладающем свойствами:

а) Последняя функция / ( л )  не обращается в нуль в промежутке (а, Ь).
(3) Две рядом стоящие функции не обращаются в нуль при одинаковых 

значениях х  в промежутке (в, Ь).

!) L e  v e r i e r .  Mémoire sur la planete Uranus. Conn. d. tem., 1849.
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■;) Если какая-либо функция / ( х )  обращается в нуль при некоторой 
х  в промежутке (а, Ь), то функции f  г (х) и Д ��  (х) принимают 
значении х  противоположные знаки, 

о) Произведение f ( x )  / г (х) при переходе через корень функции /(л ф  
меняет знак с — на +  или всегда с +  на — .

� . Если ряд функций (**) обладает только стойствами a), j3), j),  то
стоящая в правой части равенства (*), выражает разность между 

корней функции f i x ) ,  расположенных в промежутке (а; Ь), при 
ходе через которые произведение / ( х )  • f i ( x )  меняет знак с — на + ,  

числом корней, при переходе через которые произведение меняет знак 
— на —

3. Ряд функций (**) можно составить для данной функции / ( х )  путем 
следовательных делений, положив: !>-0Л  (■*) =  / '  (х )- Ро >  О

''о/(л') =  к  (х ) Чх (х ) —  !'іЛ (*), > -о>° ,  Р і > °

h f i  (х ) =  @�(a') q2 (х ) —  Р2/з  A�1� xi >  0. Ра >  �

Л_1О)= Л И  �]  О)—РлЛ+1 � -1 > °* р« > 0
Л+а(*) =  ь

Последнее равенство конечно возможно только в том случае, когда 
функция / ( х )  не имеет кратных корней, что обычно и предполагается 
I применения метода.

Числа Xs, ps можно выбирать по произволу. На практике этим произ­
волом следует распоряжаться так, чтобы коэфициенты функций / ,  (х),, 
/ г (х ) , . . .  � ���  (х) были по возможности проще.

4. При вычислении функций ряда (**) важно помнить, что нет необхо­
димости проделывать все деления до последнего, т. е. до тех пор, пока не 
получится функция / А+� (х) равная единице. Деление следует прекратить 
ва функции / т(х), относительно которой будет ясно, что она не имеет 
вещественных корней в промежутке (а, Ь). Ее следует принять за послед­
нюю функцию ряда. В частности, получив остаток второй степени, полезно- 
испытать, не окажутся ли его корни мнимыми.'

5. Если функция / ( х )  имеет кратные корни, то общий наибольший 
делитель [/(х), f '  (х )| не равен единице. Последняя функция ����  (х) от­
лична от единицы. Разность v ( a ) — v (b )  дает число различных корней 
/ (х) в промежутке (а, Ъ \ Каждый корень, какова бы ни была его крат­
ность, считается один раз.

	 ; Способ составления функций ряда (**), изложенный выше, не яв­
ляется единственным. Во многих случаях, важных по своим приложениям, 
ряд (**) можно получить иначе, пользуясь особенностями заданной функ­
ции f{x).

23. Отделить корни уравнения

х6 — 	 х �  — ЗОя�  -f- 12х — 9 =  0.

Задачи.
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Корни уравнения заключены в промежутке ( — 4, 4), в чем легко 
найдя верхнюю и нижнюю границу корней уравнения 

правила Лагерра.

О к о н ч а т е л ь н ы е  в ы ч и с л е н и я .

/О)
�*� k* � �l* �*� 	* �

4 �*� �* 	* ��*� ���* �
��� �*� � � * 	*� � ���*� ���* �

� �*� �* — O*� � �O * � � � �* ���
�� � ��� � � * � O* O*� � � �* 4
���*� �*� � � *� * � O*9�* �*�9�*� �*�	��* � ��*9����

�*� ( х )
�* о , � ���*� �*� 	

� 5, ��* ��*� � � �
� �� �* � � � * ��*� � ����*� �
��� 5, � � �* � ���*� � � ��*� � �O

���� ��
��* �*� � ��*� � �

� ��* ��*� � � �
� � ��*� � ���*� � � �
� � � ��*� � ���*� � � * � �

/ з И
96, --  5, — 24

/ 4 (*)
		  691, 10 920

4 96, + + 4 + 4“
— 4 96, — + —  4 + —
—  � 96, — + —  � + —

X /С О к { х ) \ к ( х ) / з О ) А ( х ) Ш

4 + + + + + +
1
� + “Ь + +

- 0 , 5  
— � + '' '' + _ +
— 4 — + — + — +

��F





О к о н ч а т е л ь н ы е  в ы ч и с л е н и я .

/Ос)
1, 2, 1, — 1, - 2 , —  1

2 1, 4, 9, 17, + +
—  2 1, 0, 1, -  з, +  4, — 9

Корни / ( х )  лежат в промежутке (-- 2 ,  2).

Л Ос)
5 , 8, з, - -  2

2 5 , 18, +  + +
— 2 5, — 2, 7, - 16, 30

/«(■*)
2, 7, 12, 7

2 + +  + л_1
— 2 2, 3, 6, — 5

0  0с) ■
- 1 ,  -- 6 , — 5

/«(■*)
- 1 , — 1

2 - 1 , - 8 , — 2 — 1, — 3
—  2 - 1 , - 4 , 3 —  2 — 1, + 1

Разность г>(— 2 )—- к (2) =  2.
Уравнение имеет два различных корня в промежутке ( — 2, 2).
Дробим промежуток, вставляя в него 0.
Разность г>(0)— т/(2) =  1 .
Уравнение имеет один корень в промежутке (0, 2).
Другой корень уравнения лежит в промежутке (— 2, 0). Этот корень, 

как легко сообразить, двукратный и равняется — 1 .
Отделить корни уравнения
26. лЭ +  2х3— х 2 +  4 х —  1 = 0 .
27. 2л:4— 13л:2 +  Юх — 19 =  0.
28. л:4 — 5л:3 +  Юл:2 — 6х  +  11 =  0.
29. х* —  4х3 +  7х2 —  6х +  4 =  0.
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Вычисления можно сократить вдвое, приняв во внимание, что много­
члены р 2к (х) содержат только четные, а многочлены р 2 к 1 (х) содержат 
только нечетные степени л;.

В этом можно убедиться, заключая от п к п +  1 с помощью равен­
ства (2 ) предыдущей задачи.

Займемся отделением положительных корней.
Частные значения многочленов р к (х) будем вычислять с помощью 

соотношения (2) предыдущей задачи. Вычисления расположим по схеме, 
■иже приложенной.

Первая таблица дает частные значения полиномов рк(х) при значениях 
-3, 2, 1 , 0 аргумента.

Вторая таблица показывает распределение знака в ряду

Р7(х)> Р Л х), ■ ■ ■ РЛХ)> А> О ) 
при частных значениях х.

Так как при х  =  0  некоторые из функций ряда и р7 \х)  равны нулю, 
то в таблице взяты знаки функций при л: =  й, где к— весьма малое поло­
жительное число.

Знаки функций рк{х) при х  =  к можно получить из соображений не­
прерывности и пользуясь тем обстоятельством, что при переходе через 
корень рк(х)  произведение р к _ г (х) р к{х) меняет знак с +  на —

к 0 1 2 3 4 5 6 7

— 2(й  — 1 ) р * _ 2 (3)
1

0

■

-  2 24' — 204 1 440 - 8  760 45 792

! — 6 36 — 204 1 0 8 0 - 5  256 22 896 -8 4  816

Рк (3) 1 — 6 34 — 180 876 - 3  81б| 14136
1

-3 9  024

— 2 (к — 1)Р* _ 2 (0) 0 -  2 0 12 0 — 120 0

Р*(0) 1 0 — 2 0 12 0 — 120 0

- 2 ( к ~ 1 ) р к _ 2(2) 0 — 2 16 - 8 4 320 — 760 — 192

— 4 рк _  ! (2) — 4 16 — 56 160 — 304 — 64 3 296

Рк (2) 1 — 4 14 — 40 76 16 — 824 +  3 104

— 2 (& Рк — 2 (1) 0 __2 8 — 12
I

— 32 200 — 96

__2 4 — 4 — 8 40 -  16 — 368

А»0 ) 1 2 2
4 - * > 81 184 — 464

i
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РоО) Ръ(х) Ра(*) PJ X) P j X) P j x ) Р г х ,

3 + — + — + ' + —

� + — + — + + — �

� + � + + & + + —

h + — — + + — — +

� + � — � + � — �

Таблица показывает, что
ц(� ) — у ( і ї )=  � , 
ц(� ) — ц ( і ) =  � ,
ц(3) — ц(� ) =  � .

Промежутки (к, 1), (1, 2), (2, 3) содержат по одному корню 
члена р 9(х).

Многочлен имеет корень х =  0 и отрицательные корни содержат 
в промежутках ( — к, — � ), ( — � , — � ), ( — 3, — � ).

53*. Показать, что все корни полинома Р н(х), где

dnxne~x _  _* 
dxn Є р о =  �

суть вещественные положительные числа.
54. Отделить корни многочлена Я� (х) предыдущей задачи.
55*. Сколько вещественных корней имеет многочлен <рл(х), определяе­

мый равенством
dn � �  arc tg х _ эп(х) ^

dxn + l ( і + х 3)и +  �

56. Отделить корни многочлена со� (х) предыдущей задачи. 
57*. Сколько вещественных корней имеет многочлен Юи(х), 

мый равенством
і

dn � �  е* 
dxn + l

(—:Lf + 1 
x2n +  2~

определяе-

58. Отделить корни многочлена а>3(х) предыдущей задачи.
59. Все корни функций f ( x )  степени п вещественны. Ряд функций

/(х ) ,  /*(*), . . . f j x )

обладает свойствами а), j3), у), о). Найти т и определить v ( +  со) и 
= (—■ со).

60. Ряд функций /(х ) ,  f i (x ) ,  . . . f j x )  обладает свойствами а), р), •;). 
При весьма больших положительных значениях х  ряд содержит одни по­
стоянства знака. При весьма больших по абсолютной величине отрица­
тельных значениях х  рЯд содержит одни перемены знака.

� � �
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Решение. Вычисление располагаем в следующем порядке:

В ы ч и с л е н и е  ф у н к ц и и  <р(л) и ч и с л а  (X).

Для определения функции ср(лг) и числа (X) достаточно заметить,
( л — X) и ср(лг) являются частным и остатком от деления многочлена 5/ 
на / '  (л).

л 5 —  5 л 4 +  15л3 +  5 л 2 — 15л  +  1 л 4 —  4 л 3 +  9 л 2 4- 2 л  —

л 5 —  4 л 4 +  9 х 3 +  2 л 2 —  Зл л  —  1

—  л 4 4 - 6 л 3 + 3 л 2 —  12л  4 - 1
— Xі  4- 4 л 3 —  9 л 2 —  2 л  4 - 3

2 л 3 +  12л2 — Ю л — 2
ср(л) =  1 0 (л 3 +  6 л 2 —  5л - 1 ) ;  Х = 1 .

В ы ч и с л е н и е  м н о г о ч л е н о в  Р (Л ) и Р (л ) .

л 5 —  5 л 4 4- 15л3 +  5 л 2 — 1 5 л 4 -1 I л 3 4- 6 л 2 —  5 л  — 1

л 5 4 - 6л4 — 5 л 3 — л 2 1 л 2 —  11л +  86

—• 1 1л:4 4~ 20л:3 +  6л 2 — 15л
— 11л4 -  66л 3 +  55х2 +  11х 0,1 • Р(х) =  л 2 — 11х +  86

86л:3 — 49л:2 — 26л: +  1
86л3 +  516л2 — 430л — 86 — Р(л) =  565л2 — 404л— 87

— 565л2 +  404л +  87

В ы ч и с л е н и е  к о р н е й  м н о г о ч л е н о в  Р(л), Р(л).

Корни многочлена Р(х) мнимы, ибо I I 2 —  4-86 < 0 .
Корни многочлена Р (л) мнимы, ибо 4042 — 4 • 87 • 565 <  0.

О т д е л е н и е  к о р н е й  м н о г о ч л е н а  /(л ) .

Многочлен / (л )  не может иметь больше двух вещественных корней, 
так как только число X может разделять корни /(л ) .

С другой стороны уравнение нечетной степени с вещественными коэфи- 
циентами должно иметь нечетное число вещественных корней.

Данное уравнение имеет только один вещественный корень, и этот 
корень отрицательный. Последнее следует из правила знаков Декарта.

67. Отделить корни уравнения

Зл5 —  5л3 +  2 =  0

Решение.
В ы ч и с л е  н и е  ф(х) и X.

З л 5 — 5 л 3 +  2 х* — х г 
Зл5 —  З л 3 Зл

р(л) : 10 (л 3 —  1) X — 0

Ш

—  2 л 3 +  2



ч и с л е н и е  Р(х) и Р(х). 

З х �  —  5х �  +  2 
Зх® — Зх �

— 5х �  +  Зх �  +  2
—  5х�  + 5

х а �

Зх�  — 5 — 0,1 • Р (х ) =  Зх �  -  5 

/?(х) =  3(х �  — � )

+  Зх �  —  3

ч и с л е н и е  к о р н е й  Р(х)  и а д

Корни Р(х)  равны: ±

Корни Я(х)  равны: ±  1. 

О т д е л е н и е  к о р н е й  Д х ).
/

В каждом из промежутков ( — со, -

о , +  � ), ( � , 1 2 � � � � �  -(- со  ̂ заключается не больше чем по 
одному корню /(х ) .

Определим, которые из них пустые и какие содержат корни.
Для этого определим знак / ( х )  на границах каждого промежутка.

/ ( — оо) =  — оо, /  ( — | / ' = � �4 � � �

Г'��  � � � � � � � � � � � F � � � � � � � � � � � � � � F � � � � ( у � � � � � � � � � � �9 � � � � � � ��#

Уравнение имеет один двукратный корень 1 и простой корень мень­

ший ~ у  � .

	� . Отделить корни уравнения

х �  — � Ох�  +  	 х  � = � .

69. Отделить корни уравнения

х �  — �� х �  — 	 х — �  = � .

70. Отделить корни уравнения

х �  — 5х �  4- 5х �  4- 5х �  — 5х 4- 2 =  0.

�� .�� �����;� bO�I��

1. Число 5 вещественных корней функции / (х )  в промежутке (а, Ь) 
дается равенством

Д а ) —  ъ(Ь) =  э � - 2/г, А г О ,  (*)

где Д х ) обозначает число перемен знака в ряду

/ ( х ) , / ' ( х ) ,  . . . / (ж-� ) (х), / м (х) ф  �  при а ^ х ^ Ь .  (**)

Каждый корень считается столько раз, сколько единиц в его кратности.

1 3 9



v(� ����� !� ��!����!�� g .z� v�� ��� ��!��� ���*�� ��� ������ v�� ����
�����'� U���,��� og% z � ���!���!������ ����!����!�

vxqdv��(

n(� ����� U���,��� o y �g%z� ��� ����#������ !� ���)� !�  ����-����� g��� s,*�
,��� og% z�� o •g % z � � oy g % z � !� �������  ����-����� ��*�� �����  ������$�
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og � z
/ ' ( а )

/ (* )
o • g6z

��� U���,��� og% z � ��� ������ �����'� !�  ����-����� g��� s,�
l(� �����!���� !$����������  ������� ����)� !� !����� ����� ���)�
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��-�������� �����(

����� !� �������� !$�������'� ������-������ ���� ����������U���,���
��� ������ !�#���!���$%� �����'� !�  ����-����� g��� sz�� ��� ��� ��������  ��"
���)� ���  ������**� U���,�*� ����� gxxz(

�� !����  ���������� �������� !����'� ����� ���� ����  ������!����)�$�
U���,��� o g 4• 1zg%z�� o t g % z � � o µ f1zg%z� ����� g .� z� ������-�!�*�� !� �������  ��"
��-����� �����  ������$�� �� !� ���,��  ����-����� �����  ��������!�� �����
 ������ / (4�f � 1zg%z� ��� ������ !�#���!���$%� �����'� !�  ����-����� g��� sp�*�
�� $���)��  ��)����)� ����������  ������ n�� ������ ��� U���,���
!�#���!���$�� ������ !�  ����-����� g��� 6z(

�$������)� �����$�� ��������� U���,�'� ����� gxxz� ��������  ��  ��!����
\������(

ra(� 	������)� ������ ���!�����

%5�b�% 4� f �%3� b�% 2�b �% �f � 2� d � 	

w�����

Решение. 	 ������!� !��%�**� �� ��-�**� �����,�� �����'� ���!�������
��� ������� ������)���� ���� !��� ������ ��-��� !�  ����-����� gb� 1 �� f 1z(

���-��� ����  ����� ��)� �� ���)��'&��� !$�����������  ���������� ���)���
��� U���,�*� o y •g % z �d � q� |� l� |� w%nb� l H n ( v % f n H v H a d�~gau%2�b � L=�0��\z�
!���)� ���  ������**� U���,�*� ����� gxxz(

†����� +��'� U���,���� ���� !����� ��� ����!����!�� 22— 10�X 0�� ����$�� ��
��� ��'��!����)��� ��-���  �����)� ���  ������**� U���,�*� ����� gxxz(

���)��'&��� !$��������� ��� ��������� ����  �������� !�  ���������'�
�%���(

1� H 1� 1 � H 1 � b� ) 2

1 1 � �� 1 � 0� b� 1 � 1
1 � 1 � 2� 2 � 1

1 � 2� l� 6
- 1 1� H 2� �� b �l� �� b � 1

u�q 1� H u � q � u�rq� b�u�~vq� H a �n a v � a�nln

1 � 0� u�rq� b�u�vq� H�H�a�aƒr

1� u�q� 1 � u�vq
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X /(■*) / ' ( * ) Г ( х )

1 + + + +

0,5 + — + +

0 + — +

— 1 + ) +

Сначала вычисляем значения функций ряда (■"'■) при х  =  1. Затем 
числяем их значения при х  = — 1. При вычислении первой строки ока­

залось, что знаки чисел, в ней стоящих, образуют одни перемены. Дальней­
шие вычисления прекращаем, так как в этом случае в ряду/ ( — 1 ) , / ' (  —1), 
г'"(— 1), / ' " ( — 1) должны оказаться одни перемены знака.

Разность v(— 1 )— г/(1) — 3.
Делим промежуток, вставляя число 0.
Знаки функций / ( 0 ) , / '  (0), / " ( 0 ) ,  / " '  (0) определяются без всяких 

вычислений по коэфициен.там уравнения, ибо

� � ' 0 �� � ��� � � ��'0� � �% �#�� � \ � ' 0 � � �% �#�� ]( �% H� \ � ��Z0� � � #

Для промежутка (— 1, 0) разность г/(— 1) — т/(0) =  1
В этом промежутке содержится один корень уравнения.
Для промежутка (0, 1) разность ЦО) — г>(1) =  2
Дробим промежуток, вставляя число 0,5.
Для промежутка (0, 0, 5) разность 'п(О) — ^(0,5) =  0 Промежуток 

пустой.
В промежутке (0,5, 1) разность v(0 ,5 )— г/(1) =  2, но на одной гра­

нице промежутка ряд функций /(х ) ,  / ' ( х ) ,  / "  (х) обнаруживает только 
постоянства, а на другой границе — только перемены знака.

Функция / "  (х) не имеет корней в промежутке.
Произведем испытание, имеет ли функция / ( х )  корни в рассматривае­

мом промежутке:

/ 0 ) -Ц /(0 ,5 )
/ ' ( 1 ) / '( 0 ,5 )

1,343
1,187

1 — 0,5.

Функция / ( х )  не имеет корней в промежутке (0,5, 1).
Предложенное уравнение имеет только один вещественный корень. 

Этот корень содержится в промежутке (— 1, 0).
72. Отделить корни уравнения

х 5 +  5х4 — 16х3 -ф 12х2 — 9х — 5 =  0.

Решение. Корни уравнения содержатся в промежутке (— 8, 2). 
Функция

_Г'"(х)  =  5  • 4  • Зх2 +  5  • 4  • 3  • 2 х — - 1 6  • 3  • 2  =  1 2  ( 5 х 2 -ф  1 0 х —  8 )  

имеет вещественные корни.

1 «



Производим вычисления, как показано ниже.

1, 5, - 1 6 , 12, WW� — і

2 7, - 2 , 8, 7, §

1, 9, 16, 40, 87

— 8 1,  L � 8, - 5 2 , 407, — 3261

— 4 1, 1, - 2 0 , 92, — 377, 1503

1 с 6, - 1 0 , 2, — 7, — 12
1, 7, - 3 , - 1 , — 8

1, 8, 5, 4

1, 9, 14

0,5 1, 5,5, —  13,25, 5 ,375 ,— 6,3125,—

1, 6, — 10,25, 0,25, - 6,1875
1, 6,5, -  7, — 3,25

1, 7, -  3,5

X ��G� � ��G � / " ( * ) Г �HG� / ¥ (*)

2 + + + + + +

1 — — + + + +

0,5 — — — & + 4“

0

— 4 +

— + + +

— 8 — + '' + — +

Испытания:

/"(1)
? " (1 )

4- .1
^  1 Г "  10) I

2-4 , 2-12
2-3-14 ‘ 2-3-16

А
� �

\Г ( \ Ь ) � I /чо)
I /"  1,0,5) ^  /" (0 )

- И ,  1875 
2-3,25 + ����

>  0,9 >  0,5

Разность V ( — 8) — v (2 )  — 5.
Дробим промежуток ( — 8 .2 ) ,  вставляя число 0.

���



�������)� l � g b ƒ z bm,guz�d �v(
�������  ����-����� g b �ƒ�� uz�� !���!���b l(
�$������� o � g�b �l�z�� ��%������ ���� o � g b �l z �  �� ������  ����!� ���-���

guz�� o g H ƒ z (
_��� ����  ����-����� g�b�ƒ�� u�z� �����-��� ��� ���)&�� �!�%� �����'� ���!H�

����� �� !� ��-���� ���  ����-����!� gb�ƒ��b�lz�� g b �l��u z� ��%�������  �
����� ����� �����)� ���!������� ��� �������� ����*���)�� ���� !�  ����-����%�

b�ƒ��b�lz�� g b �l�� u z � �����-�����  �� ������� ����*(
�$��������� �������'� �����)�$%� �����!� ����� gx x z �  ��� = �d b l�

����&���(
�������)� l � guz�b �l � gvz�d �n(
����!����� ������ a�� ������  ����-����� \	�� vz(
w������� ����)�� ���� �� $������ U���,�'� Q … ��=,*� Q … � ��=,*�V g%z�� ������"

!��*#�%�  ��� =�d � v� �����  ��������!��� ��  ��� =�d �u� �����  ������$� �������
��� ����� !����-������ ��������)� ���� gxxz(� S$� +��� �� $������ ����)� � �������

�������)� l � U ,�b � l � g v z d a (
�����-����� ga�� vz� �����-��� �����)� ���!�����(
�������)� l �T , �b �,gaz�d �v(
�� $�$!���� U���,�*� oy g% z(
�� $������ ������� ��� ����(
�������  ����-������ !���!���� u�q(
�������)� l �gu�q,�b�,�gaz�d �u(
�����-����� gu�q�� az�  ����'(
�������)� l �guz�b�l �gu�qz�d �v(
�� $�$!���� U���,�*� o •g % z (
�� $������ ������-�!����� ���� U���,���o • �g%z� ��� ������ �����'� !�  ��"

��-����� gu�� u�qz(� ��� ��-��� !���)� ���  ������**� U���,�*� ����� gxxz� ����
 ����-����� gu�� u�qz(

���� o g % z � o •g % z �  ��� %�d �u� ��  ��� % d u � q � ����� �����  ��������!��
�����(

�������)� , •g u z b� l #�gu�� qz�� ���� l � �g%z� ����������� ������  �������
������ !� ����� og% z� � o • �g%z� ��!��� ���*(

�����-����� gu�� u�qz�  ����'(
������-������ ���!������ ������ ���� !�#���!���$%� ������� ����*����$%�

!�  ����-����%� g b�ƒ��b�l�z�� g b �l�� u�z�� ga �� v�z(

	������)� ������ ���!�����(

73. X5— Зх4 +  24х3 +  90 X2 — 4бх —
74. X5+ х4 — 4х3 — Зх2 -f- 4х +  2 =
75. X8+ Юх2 +  х — 4 =  0.
76. Xе — Зх2 — х +  1 =  0.
77. X3— 18х2 +  2 с — 7 =  0.
78. X« + х 4 +  х3 — 25х -{- 30 == 0.
79. X4 + 9 х 2 +  31х — 32 =  0.
80. X4 — 4 х3 +  х +  4 =  0.
81. X4 + 8х3 +  14х2 — 8 х +  1 =  0.
82. X3— 1, 5с2 +  0, 6 х — 0,05 d � u (

³n



83. л« + � 2х5 ) � X і  = 2х3 — 5х2 —  4 х �= � 2 X �0.
84. х 5 — 2х3+ З х 2— 8х +  10 =  0.
85. 2 хе —  9л4 +  8х3 +  1 =  0.
86. 4х6—- 11л;4—  13л;2 — 8х  +  1 7 =  0.
87. ох6 — ЗОх5 +  20л;3 — х 2 +  Зх 1 5 = 0 .

88. Разности между числом перемен знака в ряду

/(*)» / '  О*)» • • •/*  0*0
в начале и в конце промежутков (а1э Ь^), (а2, Ьг) , . . .  (ак, Ьк), где 

a1 < b 1< a 2 < b 2^ ~ . . . t~ a k <  bk,

меньше числа вещественных корней s2, . . .  sk функции /(х ) ,  заключен 
в каждом из этих промежутков, на величины 2/гь  2/г2, . . .  2hk соответп 
венно.

Показать, что число 2г мнимых корней / ( х )  не меньше, чем 

2hk -j- 2/г2 -f- . . .  -j- 2hj..

�@%��� j-

> F � � � � � 	 � � � � � ? 	 � 4

�� ��� >' �������� �����!� ���� ����R�� ���� �'P� ��8�����!�

1. Если в промежутке (а, Ь) содержится один простой корень уравнения 
/ (х) =  0, то для получения более тесных границ, в которых содержится 
корень, следует дробить промежуток (а, Ь).

В том случае, когда между а и Ь содержатся целые числа, лучше всего 
дробить промежуток, вставляя эти числа. Тот промежуток, на концах кото­
рого функция / ( х )  имеет противоположные знаки, содержит корень 
уравнения.

2. Вычисление частных значений функции / ( х )  производится следующим 
образом.

Непосредственно вычисляются п +  1 значение / (х ) ,  если эта функция 
имеет степень п.

.V /0*0 %�f{x ) Д3/ ( х ) Д 7 М

а UQ Д“о ДЧ . . .  . . . J д х
-? -{- h их ..................1 Д Ч
.• +  2 h %�$ Д2а2 ..................! д ч

!................. j . . . .

-р mh ит Д«т д2«„>п \ п„

1 4 4



Обыкновенно вычисляются значения м0, иь  . . .  и.п4_1 для равноотстоящих 
аргумента х  =  а, а +  къ . . .  а +  пк. Затем составляются разности

D'�� =  их� � � и0, Аи 1 = ^ и 2 — и1] Аи:B��� 6 � ип� � � ип _ ъ  

По этим разностям новые разности

Д2и0 =  Дк, — Ди0, . . .  Д2ми - 2 = Д ип - \  — Дм„-2  и т- д- 

Наконец вычисляется разность

Апи0� 6 � E'� -� 1и1� � � Ап ~~1и0

Эта последняя разность является для функции степени п постоянной 
в том смысле, что

Д Ч  =  А %  =  . . .  =  ДЧ в  =  ---

На этом основании с помощью одного сложения определяются

Дп~ 1и.2 =  Д““ 1«! +  Д % ; Д” ~ 2И0 =  Д” ~ 2и2 +

 ;� д" “ 1« � - . . я п +  � � � 8�� +  U�M� и т. д.

Результат записывается в виде приводимой здесь таблицы.
3. При разделении промежутка к  на части и составлении новой таб-

лицы, соответствующей приращению аргумента х  на величину к ' =  
новые разности Ъ*ик определяются по формулам:

E�G�D7�� � М) . . . [ к —����� � ��� М]

М

о и

+

к ~ м *
E����9��� , � � � � � � _G�� �� � � ��,�;

ДЧ  +  ■ • •

п\ М н дЧ г) •

По этим формулам достаточно вычислить 8и0, 82и0 . . .  опи0. Дальнейшие 
вычисления разностей 8‘ик проще производить, как указано в п. 2.

Значения А$е разностей ■ ■ А8&(&— 1 0 ) . . .  [к — ( / — 1) 10] при
& = 0  даются для значений 5 ^ 6  и значений / ^ 5  в приводимой таблице 
так, что число А ае находится в столбце с номером я  и  строчке с номером I  

этой таблицы.

1 2 3 4 5 6

1 ОД
'

0 0 0 0
2 — 0,045 0,01 0 0 0
3 0,0285 — 0,009 0,001 0 0
4 — 0,0206625 0,007725 — 0,00135 0,0001 0
5 0,01611675 — 0,0066975 0,0014625 — 0,00018 0,00001

О
О
о
о
о

� � S<Yck=j'� E � � М ) . . . [ к � ���� � � 1) М\� =kkjm[j=jmFlj� Fm[?'n[c'l� <@�F`[cj<� к 
c<� [f'c'oF�

10 А. М. Журавский. 145



a(� �$������)� �� �������)*� ��� u�ua� ������ ���!������

N w�> � S=� f � a u a d u (

Решение. ������-������ ���!������ ������ ���)��� ����� !�#���!�
�����)(� ‹���� �����)� ����,����)�$'� �� ��-��� !�  ����-����� b� l��b�q�

���������  ����-����� ��� au� ��!�$%� �����'(
�$������� �� �������!������  ��)����)�  ��!����� \�����������������

������ Q �= , *� ����#���� !� ��!�'� ������ ���!�������  ��� = � ��!����b�q��
H l � ƒ � H l � r (

a u q aua

b�q a b�q nu b �ls

H l � s a b�l�s vs�ua b� la�als

H l � ƒ a H l � ƒ vƒ�ul b �nn�qsv

H l � r a H l � r vr�us b�v~�nvn

���)����)� !$�������$��� ����������� ������������ �����!��� �����,��
�������'� ���� ���������� ���������� ��� u�a� !�  ����-����� gb q��b �lz(

��  ����-����� gb�l�n��b �l�vz� ���������� Q � = ,� ������� �!�'� ����(

“ ogmxz �og%z �vog% z �nog% z

b�q b� ls r�ƒqa b �u�vsl u�uu~

b �l�s b�la�als r�qqr b �u�vƒƒ u�uu~

b�l�ƒ b�nn�qsv r�v~s b�u�vƒv u�uu~

H l � r b� v~�nvn ~�sƒr b �u�vr~ u�uu~

b�l�~ b�as�nn~ ~�raa b�u�vru u�uu~

H l � q b�av�~vq ~�lla b �u�v~l u�uu~

b �l�l b � ~�aƒl ~�arr |b�u�vqƒ u�uu~

H l � n b� u�uur q�sas b�u�vqv u�uu~

b �l�v q�sav

†����)� ���!������ ��-��� ��-��� b �l�n� �� b�l�v��  �+�����  �����-��ˆ�
�����,�� ������ ���� ��������� ��$���(

������  ����-����� gb l �n �b l�vz� ��� �����)� ��!�$%� �����'(
�$������� ��������� �•�u��  �������� ��� �����)���� ��������� ����������

b�l�n� �� �������� ��������� ��� u�ua(
�$������� ��!$�� ���������� ������������  ��!$��� ���$�)��� �������(

1 4 6



Согласно формулам пункта 3 получаем:

0,1 X 5,919 =  0,5919 
0,045 X 0,252 =  0,0113 
0,0285 X 0,006 =  9,0002

8и0 =  0,6034

0,01 х  (— 0,252) =  — 0,0025 
— 0,009 X 0,006 =  —  0,0001

ТМ0 =  — 0,0026
83м0 = / 0,001 X 0,006 =  0,0000.

Новая таблица показывает, что корень уравнения заключается в про­
межутке (— 4,3, —4,29).

л; / ( * ) А/{х) ЛУ(х) Л3/(+>

- 4 , 3  
— 4,29

— 0,007 
0,5964

0,6034
0,6008

—  0,0026 0,0000 
— 0,0026 0,0000

В ы ч и с л и т ь  с  т о ч н о с т ь ю  д о  0 ,0 1  п о л о ж и т е л ь н ы й  к о р е н ь  у р а в н е н и я :

2 .  2 л ;3 —  8 , 5 л:2 —  0 ,8 5 л :  —  0 , 0 8 7  =  0
3 .  4 л 3 —  1 3 л;2 —  3 1 л ; —  2 7 5  =  0 .
4 .  2 0 л;3 —  1 2 1 л;2 —  1 2 1 л : —  1 4 1  =  0 .
5. л;3 +  л;2 +  л; — 1 0 0  =  0 .

6 .  В ы ч и с л и т ь  с  т о ч н о с т ь ю  д о  0 ,0 1  к о р е н ь  у р а в н е н и я

х*  —  Зл ;2 +  7 5 л ;  —  1 0 0 0 0  =  0 ,

л е ж а щ и й  м е ж д у  9  и  1 0 .
7. В ы ч и с л и т ь  п о л о ж и т е л ь н ы е  к о р н и  у р а в н е н и я

л4 +  4л3 —  4л2 —  11л; +  4 =  0

с т о ч н о с т ь ю  д о  0 , 0 0 1 .
8 .  В ы ч и с л и т ь  к о р н и  у р а в н е н и я

Л 3 — 3 9 л :2 +  2 6  8л: +  1 3 0 1  =  0 ,

л е ж а щ и е  в п р о м е ж у т к е  ( 1 0 ,  2 0 ) ,  с  т о ч н о с т ь ю  д о  0 , 0 0 1 .
9. В ы ч и с л и т ь  к о р е н ь  у р а в н е н и я

л 4 —  1 2лс2 +  1 2 л : —  3  =  0 ,

л е ж а щ и й  в п р о м е ж у т к е  ( 2 ,  3 ) ,  с  т о ч н о с т ь ю  д о  0 , 0 0 1 .
10. В ы ч и с л и т ь  к о р н и  у р а в н е н и я

2 0 л :3 —  2 4 л ;2 + 3  =  0
с  т о ч н о с т ь ю  д о  0 , 0 0 1 .

���



1Г. Вычислить корни уравнения

X s — х 2 — 2 х  — 1 =  О
с точностью до 0,001.

12. Вычислить отрицательный корень уравнения

х 5 +  х* —  4Л'3 —  З х2 +  Зх  +  1 =  0, 

заключенный в промежутке (— 1, 0) с точностью До 0,001.

�� ��� 5����/� 678�����

Если в промежутке (а, Ь) содержится один корень уравнения 

/ ( * )  =  а0х п +  агх п -  1 +  . . .  +  ап =  0

и х 0 есть его приближенное значение, то число

Х \  '■—  Х 0
/ ы

f i x о)

представляет лучшее приближение, чем х 0, коль скоро f " ( x 0) 
и между Xq и корнем уравнения не содержится корней производных 
f { x )  и /" (х ) .

2. Погрешность второго приближения Лх =  х х — I, где S есть просто* 
корень уравнения, лежащий в промежутке (а, Ь), связана с погрешностью 
Aq =  Xq —  % первого приближения неравенством

где М  есть наибольшее по численной величине зн ачен ие/"(х ) в промежутке 
(а, Ь) и т есть наименьшее по абсолютной величине значение первой про­
изводной в промежутке (а, Ь).

3. Если £ есть корень кратности к, то

^ < д о- n r ^ + V ^ ) . р  = ;
(k — 1 )т

где М  есть наибольшее по абсолютной величине значение в про­
межутке (а, Ь), а т есть наименьшее по абсолютной величине значение 
f { x )  в промежутке (а, Ь).

4. Второе приближение х г удовлетворяет неравенству / (х х) ? / " ( х ^  >  0, 
если первое приближение удовлетворяет условиям п. 1.

5. Если первое приближение х 0 удовлетворяет условиям п. 1, то пре­
делом последовательности х 0, х г . . , х п, . . .  , где

является корень
х к + 1 =  х *

f(Xk) 
П х к) ’

9�:����
13. Вычислить с точностью до 0,00001 положительный корень, уравнения 

х 2 +  х 2 +  х — 100 =  0
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?�^������ T��!������ ������ �����  ���-����)�$'� �����)�� ����*����$'�
!�  ����-����� gl�� qz(� ”����� q� ���)� !��%���� �����,��  ���-����)�$%� �����'(�
�����!������� ogq z � |�oy gq z �„ �u� �� q� ��-��� !���)� ���  ��!���  �����-����(�
���)��'&��� !$��������� ��� ���-���  �� �%���(

� � � ! � � �  � � � � � - � � � � .

�����&����)� ��X � a(
= T�b�q(

f �d �n� |� v� |� q� f � v a� d nv�� �� �� { |� lv H’� v

� � � � � � �  � � � � � - � � � � .

a a� a� HH � auu

q a ~� na qq

a � � ƒ~

qq
q�b�u�~n�( ( ( d � l�nr

�����&����).� �%�X � & nv
qr

|� av X � u�n(

qr(

_��� ����  ��!$'� ����� = �� ��� ��-��� �$�)� ������� ��� ��� !������  �����-�"
����  ������ = ��$ � l�l(� �����&����)� �%�+�����  �����-����� ��� ���)&��u�l(

_ � � � ) � �  � � � � � - � � � � .

�v�X �u�n� |� g	�zv�d � u�ulƒ

������.

l�l

a�

a�

% v�d �l�l�b�

= ��d � l�vr

a�
ƒ�sll
~ r �ƒ ƒ

a�� a�� b auu

q�l�� vl�r~�� ƒsl l

s�ƒ�� ~r�ƒƒ�

d �l�l�b �u �a n ((( � d � l � v r ( ( (

�����&����)� �v�X �u�u~(

” � � ! � � � � � �  � � � � � - � � � � .

�n�X �u�n� |� gu�u~zv�d �u�uuauƒ

! 1, 1, 1, - ю о

l�vr� ‡� a�� q�vr�� vn�quvs�� u�nqrn�

‡� a�� s�ql�� ~l�vnƒr�

= '�b� l�vr�

���������.� �.n�d �l�v~q
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П я т о е  п р и б л и ж е н и е :

Д4 <  0,3 • (0,002)2 =  0,0000012

1, 1, 1, — ю о

4,265 1, 5,265, 2 3 , 4 5 5 2 . . 0 , 0 3 5 5 7  
1, 9,530, 64,1006

=  4,265' -  5 0 ^  =  4,265 -  0,000055 . . .

х 4 =  4,26494 

Д4 <  0,000007.

Число последовательных приближений, необходимых для достижения же­
лаемой степени точности, можно значительно сократить, взяв за первое при­
ближение более точное значение корня.

Однако разыскание такого приближенного значения само по себе пред­
ставляется достаточно трудным, и часто предпочтительнее сделать несколько 
последовательных приближений, нежели находить более совершенное значе­
ние корня интерполированием.

14. Вычислить с точностью до 0,00001 корень уравнения

� � � +  2х3 — х 2 � � Ах —  1 = 0 ,

расположенный в промежутке (0, 1).
15. Вычислить с точностью до 0,00001 положительный корень уравнения

х 3 — 2 х — 5 =  0.

16. Вычислить с точностью до 0,00001 корень уравнения

� � >$) �#$' � >2 +  1896л;— 457 =  0.

заключающийся между 20 и 30.
17. Вычислить с точностью до 0,00001 корни уравнения

х 3 — 2 х2 — л: +  1 =  0,

18. Вычислить с точностью до 0,00001 корни уравнения

L��� � � � >� +  6ха — 11 723� b�� � $ �P�&�� � '�

19. Вычислить с точностью до 0,000001 положительный корень уравнения

л:3 — 6 х —  13 =  0.

20. Вычислить с точностью до 0,000001 корень уравнения

л4 — 12л:2 +  12л:— 3 =  0

заключенный в промежутке (2, 3).
21. Вычислить с точностью до 0,0001 корень уравнения

л:5 — 8х —  1 = 0
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22. Вычислить с точностью до 0,00001 корни уравнения

20х5 — 4Х4 — 4л:3 — 21х2 Зх +  3 =  0.

23. Вычислить с точностью до 0,00001 корни уравнения

х6 — 5х 4 +  6х3 +  6х2 — 17х +  5 =  0.

|  3. Способ Коши.
1. Если в промежутке (а , Ь) содержится один корень уравнения

/(х )  =  а0х п +  а1хк +  • • • ~Ьап ~  .
то числа

«і =  а +  5-М -1 , Ь1 =  Ь —  при а ^ х ^ Ь

содержат между собою корень уравнения и представляют к нему лучшие 
приближения, чем границы промежутка.

За приближенное значение корня можно принять число у -  {аг +  Ьх).

Погрешность приближения меньше - і-  (іЬх —  а^ .
2. Правило выбора М.
Если 0 то представив функцию / ' ( х ) в виде 

/ '(х )  =  ср(х) — Ф(х),

где ср(х) и ф(х) суть многочлены с положительными коэфициентами, можно 
принять М  равным наибольшему из чисел |<р(а) — ф(6)), |у(Ь) — Ф(а)|.

Если а<.Ъ =  0, то, представив / ' ( х )  в виде

� � �� �� � � � � 	  � �� � �! � ��

где ®і (л:) и фх(х) суть многочлены с вещественными коэфициентами, 
можно принять М  равным наибольшему из чисел |ф1(|я|) — Ті(І^І)!, 
і'МІ*І)— «Рі(И)І-

Если а =  0 =  Ь, то за М  можно принять наибольшее из чисел М 1 и /И2, 
где

М ^ / ^ х )  при а ^ х ^ О  и Л42^а/'(х ) при О ^ х ^ Ь .

3. Способ Коши дает сходимость более медленную, чем способ Ньютона, 
но зато он приложим в тех случаях, когда способ Ньютона не имеет места. 
Его выгодно применять для нахождения первых приближений — с целью 
сузить пределы и сделать возможным ведение дальнейших вычислений по 
способу Ньютона.

Задачи.
24. Вычислить с точностью до 0,0001 корень уравнения 

х4 +  2х3 — х 2 +  4х — 1 =  0, 

лежащий в промежутке (0, 1).
Реш ение. Функция /" (х )  =  4 • 3 • х 2 +  2 • 3 • 2х — 2 - 1 = 2  (6х2 +  

+  6 х — 1) имеет корень в промежутке (0, 1).
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� ����� N)*����� �� +�����  ����-����� �� ����-��(
¨���,��� *Q��=,�=  4л:n�f � ���n�b� 8=�f � l�� !� ���� ������������)��� �� помоіі^,�
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$ & � 	 � f � ~ H�	 � f � l H � 	 � b v H a z �d �v�� ‡l� f � ~� f � l�b � � 	 $ � d � �&�

f �d � al(

� � � ! � � �  � � � � � - � � � � .

1, 2,

1 і; з,

��� 1 � &� � � ) �� 1 � &�&E�� � � � ��� = � -�
a� al � a

W d a H W �d �W �d �u � ~ ( ( ( � Ь л� d �u�~

f= �d � al(

� � � � � � �  � � � � � - � � � � .

a�� v� H a � l� b � a

u�~ a�� v�~� u�q~� l�nn~� a�~ua~

a�� n�v� v�lƒ� q�ƒvl

��� � � u� f
a

r�uvl
d �u �a l ((

s8� $ �u�~H
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r�uvl

� ��d � u�a�� s8�$ �u�l(
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l� |� gu�~zn� f � ~� |� gu�~zv� f � l�d �q�ƒvl� f � v� m� u�~�d � r�uvl(

_ � � � ) � �  � � � � � - � � � � .

a� v� H a � l� b �a

u�l a� v�l�
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Число М3 взято равным

5,1 >  4 : (0,4)3 +  6 • (0,4)2 +  4 — 2 • 0,1 =  / '(0 ,4 ) +  2 • 0,4 — 0,2 
=  4,412 +  0,6 =  5,012.

Ч е т в е р т о е  п р и б л и ж е н и е :

1, 2,

0.3
0.2

-1 , 4, 1

а.

1, 2,3, — 0,31, 3,907, 0,1721
1. 2,2, — 0,56, 3,888, — 0,2224

= 0,2 +  -°А|-4 =  0,2 +  0,050 . . .

4̂ = 0 , 3 °-17! ^  =  0,3 — 0 , 040 . . .
4,3

а4 =  0,25, Т>4 =  0,26.

Число М 4 =  4,3 >  4 • (0,3)3 +  6 • (0,3)2 +  4 — 2 • 0,2 =  4,248 

П я т о е  п р и б л и ж е н и е :

1 , 2, — 1 , 4 — 1

0,26 1 , 2,26, — 0,4124, 3,8927 . . . ,  0,0 1 2 1 . .
0,25 1, 2,25, — 0,4375, 3,8906 .. . ,  — 0,0273 . .

а5 =  0,25 +  - 2 ^  =  0,25 +  0,0068 . . .

: 0,26 ---

4

0,0121 =  0,26 — 0 ,0 0 3 0 ...и5 '-'у“--' ^

аь =  0,256, Ьь =  0,257.

М ь =  4 >  4 (0,26)3 +  6 • (0,26)2 +  4 — 2 • (0,25). 

Ш е с т о е  п р и б л и ж е н и е :

1, 2, - 1 ,  4 , - 1

0,257
0,256

� � � � � � � , � � � F � � � F F # # # � � � � - . � � # # # � � F � F F F � , #

� �� � � � � � � � � F � � � � � # # # � � � � - . � - # # # � � � F � F F � , � #

F � � � � � � � � � F � � � � . � # # #

К  =  0,257

в “>---- 1 4

0,00027

ав =  0,25690

=  0,257 — 0,00007 

Ь3 =  0,25693.

М6 =  4.

За приближенное значение корня можно принять 0,2569 с точностью- 
до 0,0001.
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25. Вычислить с точностью до 0,001 корни уравнения

д:3 —  6х2 +  6л: +  1 = 0 .

26. Вычислить с точностью до 0,001 корни уравнения

х 3 — Зх — 4х +  23 = 0 .

27. Вычислить положительный корень уравнения

7 л;4 +  2 0 л:3 +  Зх2 — 1бх — 8 =  0 

с точностью до 0,001.
28. Вычислить положительный корень уравнения

14х3 12х2 — 9х — 10 =  0

с точностью до 0,001.
29. Вычислить корни уравнения

* 5  _  2 х 3 +  4 х 2 —  З х  +  1 =  0

с точностью до 0,001.
30. Вычислить корни уравнения

х 3 —  З х 2 —  4 х  +  1 1  =  О

с точностью до 0,0001.
31. Вычислить корни уравнения

х 3 — 6х2 +  6х  -(- 9  =  О

с точностью до 0,0001.
32. Вычислить положительный корень уравнения

х 5 +  1 2 Х 4  +  5 9 х 3 +  1 5 0 х 2 +  2 0 1 х  —  2 0 7  =  О  

с точностью до 0,0001.
33. Вычислить положительный корень уравнения

*5 +  5л-4+  ! Ох3 +  10х2 — З х — 8 =  0

с точностью до 0,0001.
34. Вычислить корни уравнения

х 5 +  4л4 +  Зх3 — 5х2 — 6х +  4  =  О

с точностью до 0,0001.
35*. Уравнение а^хп +  агх п~1 +  . . .  +  ап — 0 имеет несколько корней 

в промежутке (а <  Ь). Последовательности

« 0  = =  ^ “1 * • • >  ^ у Ь -^ у  Ь ^ у  * .  • Ь т у . . .

составлены согласно закону

ат
„ і \ / { а т )  Iаш ■+■ " м  - Ьт + 1   Ьуп М '

где / ( х )  обозначает левую часть уравнения и М Ш \/ ‘ (х)\ при а < х  :<  £.
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П е р в о е  п р и б л и ж е н и е :

К - 4 , 0, 4, 4 / ( 4 )  =  20

4 1, 0, 0, 4, 20 / '( 4 )  =  68

К 4, 16, 68, / ( 3 )  =  — 11

3 1, - 1 , - 3 , ~ 5 , —  11

«1 =

Ь�  =

3 • 20 — (— 11) -4  104 „ ,
2 0 + П  — 31 — ^ ’С

4 — ^  =  4 — 0,29 =  3 ,7 1 ..

Корень лежит между 3,35 . . .  и 3,71 .. 

Принимаем: ах =  3,3, Ьх =  3,7.

В т о р о е  п р и б л и ж е н и е :

1, —  4 0 4 4

3,7 1, - 0 , 3 , - 1 , 1 1 , - 0 ,1 0 7 , 3,6041

1, 3,4, 11,47, 42,332

3,3 1, —  0,7, - 2 , 3 1 , — 3,623, — 7,9559

а, 3,3 • 3,6041 — 3,7 • (— 7,9559) _  „
7,9559 +  3,6041 — 0,0/0

Принимаем:

=  3 ,7 -  

а2 =  3,57,

| § §  =  3 ,7 - 0 ,0 8 5 1 . . . 3,614.

3,62.

Т р е т ь е  п р и б л и ж е н и е :

1, — 4 0 4 4

3,62 К —  0,38, —  1,3756, —  0,979672, 0,453587 .

1, 3,24, 11,7288, 36,498912,

3,57 1, - 0 , 4 3 , —  1,5351, — 1,480307, —  1,284696 .

3,57 • 0,453587 — 3,62 (— 1,284696) 6,269930 „ „ „
“ 2 — 0,453587 +  1,284696 — 1,738283 ~  с5>Ь

Ь2 =  3 ,6 2 ---- � +^O+ +  =  3 ,6 2 -0 ,0 1 2 4 2 7  =  3,607573 . . .

аа =  3,606, Ь2 =  3,608.
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Ч е т в е р т о е  п р и б л и ж е н и е :

1, — 4 0 4 4

3,608 1,
1,

—  0,392, 
3,216,

— 1,414336, 
10,188992,

— 1 ,1 0 2 9 2 4 ... 
3 5 ,658959 ...

0,020649

3,606 1, — 0,394, — 1,420764, — 1 ,123275 ... 0,050530

3,606 • 0,020649 — 3,608 (— 0,050530) _ 0,2567725 . . .
0,020649 +  0,050530 ~~ 0,071179' — + 0 0 / 4 1 У . .

Ь4 =  3,608 — ~ °1°.6а5~  =  3,608 — 0,000579 =  3,607421 . . .о0>00оУ0

а4 — 3,60741, Ь4 =  3,60742.

Искомый корень можно принять равным 3,60742 с точностью до
0 ,00001 .

40. Вычислить положительный корень уравнения

х 3 — 7х  +  7 =  О
с точностью до 0,00001.

41. Вычислить корни уравнения

х * —  12л: +  7 =  0
с точностью до 0,00001.

42. Вычислить положительный корень уравнения

.к3 +  24,84л:2 — 67,613л: — 3761,2758 =  0

с точностью до 0,00001.
43. Вычислить отрицательный корень уравнения

л:4 — 12л:2 +  12л; — 3 =  О

с точностью до 0,00001.
44. Вычислить корни уравнения

л:3 +  4,8л:2 +  7,2х +  3,35 =  О 

с точностью до 0,00001.
45. Вычислить с точностью до 0,00001 корни уравнения

л:5 +  14х4 + 7 1 л :3 +  101л:2 +  86л- — 57 =  0.

46. Вычислить наибольший корень уравнения

л:4 +  8л:3 +  18л:2 +  4л: — 11 = 0

с точностью до 0,00001.
47. Вычислить корни уравнения

х 5 — 4л^ +  2л3 +  5л:2 — х  — 1 = 0  

с точностью до 0,00001.
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2. После того как делая часть корня определена и между а0 и а0 +  1 
лежит только один корень, функция, стоящая в правой части уравнения, 

(л) =  0 преобразуется подстановкой

и определяется целая часть корня преобразованного уравнения, заключен 
ного в промежутке (0, 10).

Вновь полученное уравнение преобразуется подстановкой

и определяется целая часть а2 корня преобразованного уравнения, лежащего 
в промежутке (0, 10) и т. д.

Вычисление коэфициентов преобразованного уравнения производится 
по правилу Горнера.

3. Определение целой части а.к корня преобразованного уравнения до­
стигается путем деления последнего коэфициента преобразованного уравне­
ния на предпоследний.

Число схА берется равным целой части получаемого от деления частного.
4. Контролем правильного выбора может служить следующий признак.
Если число аЛ взято слишком малым, то целая часть наимень­

шего положительного корня следующего преобразованного уравнения ока­
жется больше или равной 10.

Если число ак взято слишком большим, то последний коэфициент в сле­
дующем преобразованном уравнении будет противоположен по знаку послед­
нему коэфициенту в предыдущем уравнении.

5. Вычисления можно значительно сократить, отбрасывая в коэфициентах 
преобразованного уравнения те цифры после запятой, которые не могут 
оказать влияния на выбор цифр искомого корня в пределах требуемой 
точности.

На практике полезно иметь в виду, что сокращение действия можно 
начать с того момента, как в предпоследнем коэфициенте преобразованного 
уравнения число значащих цифр будет одной больше, нежели число остаю­
щихся для определения цифр корня.

6. В том случае, когда уравнение имеет два или несколько корней, мало 
отличающихся друг о г друга, так что у них несколько цифр в начале общих, 
действие можно производить по той же схеме, имея в виду, что контроль­
ный признак п. 4 здесь не имеет места.

Правильность выбора общей цифры корней следует проверить допол­
нительным исследованием.

7. С того момента, как корни окажутся разделенными, изложенная 
схема решения вступает в полную сил)'.

Задачи.
53. Вычислить корни уравнения

л5 +  4л:4 —  х 3 — 29л:2 — 14л: — 1 = 0

с точностью до 0,00001.
?�^������ Уравнение имеет три вещественных корня: один в проме­

жутке (1, 3) и два в промежутке (— 1, 0).
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В ы ч и с л е н и е  п е р в о г о  к о р н я .

1, 4, - 1 , - 2 9 , - 1 4 , — 1

2 1, 6, П , —  7, — 28, - 5 7  ао =
1, 8, 27, 47, 66

1, 10, 47, 141

1, 12, 71

1, 14

0,00001, 0,0014, 0,071, 1,41, 6,6 — 57

8 0,00001, 0,00148, 0,08284, 2,07272, 23,18176, 128,45408

4 0,00001, 0,00144, 0,07676, 1,71704, 13,46816, — 3,12736 ах =
0,00001, 0,00148, 0,08268, 2,04776, 21,65920
0,00001, 0,00152, 0,08876, 2,40280
0,00001, 0,00156, 0,09500
0.00001, 0,00160

0,00000 , 0,00000, 0,00009, 0,02403, 2,16592, — 3,12736

1 0,00009, 0,02412, 2,19004, — 0,93732 а2= 1
0,00009, 0,02421, 2,21425
0,00009, 0,02430

0,00000, 0,00024, 0,22142, —  0,93732 '

4 0,00024, 0,22238, — 0,04780 а3= 4
0,00024, 0,22334

0,00000, 0,02233, — 0,04780

2 0.02233, — 0,00314 а4= 2

0,00223, —  0,00314

1 0,00223, — 0,00091 а5= 1

0,00022, — 0,00091

4 0,00022, —  0,00003 ав =  4

0,00002, — 0,00003

1 0,00002, — 0,00001 а7= 1
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Выполняя дальнейшие преобразования, находим последовательно

а4 =  2, а5 = 1 ,  а6 = 4 ,  а? = 1 .

Последняя цифра может быть неверна.
Искомый корень равен 2,4142141.

В ы ч и с л е н и е  в т о р о г о  и т р е т ь е г о  к о р н я .

Переходя к вычислению отрицательных корней данного уравнения, 
образуем его предварительно, заменив = на — =�

Преобразованное уравнение имеет два корня в промежутке (0, 1). 
Преобразуем его подстановкой Л' =  0,1х1 и удерживаем пять 

после запятой.
Положив = " =  1, находим, что последний коэфициент уравнения, полу̂  

ченного путем преобразования = =� �  1 +  0,1лг2, отрицателен. Это показывае! 
что один из корней зфавнения с = = больше, а другой меньше 1 
разделились, и каждый из них уже легко вычисляется простым применени 
правила Горнера.

В т о р о й  к о р е н ь .

1, - 4 , - 1 , 29, - 1 4 , 1 <*<> =  0

0,00001, - -  0,0004, --0 ,0 0 1 , 0,29, -  1,4, 1 ах =  0

0,00001, - -  0,00039, - -0 ,0 0 1 3 9 , 0,28861, — 1,11139, — 0,11139

0,00000, 0,00000, 0,00000, 0,0029, — 0,14, 1 ^2 == ^

8 0,0029, — 0,1168, 0,0656
0,0029, — 0,0936

0,00003, — 0,00936, 0,0656 а3 =  7

�( 0,00003, — 0,00915, 0,00155

0,00003, —  0,00894

0,00000, — 0,00089, 0,00155 «4=1

1 — 0,00089, 0,00066

— 0,00009, 0,00066 «6=7

7 — 0,00009, 0,00003

Искомый корень:

= — 0,08717
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к о р е н ь

д. — 4, 1, 29, - 1 4 , 1 а0= О

0,00001, — 0,0004, — 0,001, 0,29, - 1 , 4 , 1 аг =  4

0,00001, — 0,00035, -  0,00275, 0,27625, — 0,01875, 0,90625
0,00001, — 0,00036, -  0,00244, 0,28024, — 0,27904, — 0,11616
0,00001, — 0,00032, — 0,00372, 0,26536, +  0,78240
0,000 >1, — 0,00028, — 0,00484, 0,24600
0,00001, — 0,00024, — 0,00580
0,00001, —  0,00020

0,000000, 0,000000, — 0,000006, 0,00246, 0,07824, — 0,11616 а2 = 1

1 — 0,000006, 0,002454, 0,080694, — 0,035466
— 0;000006, 0,002448, 0,083142
— 0,000006, 0,002442

0,000000, 0,000024, 0,008314, — 0,035466 а3 =  4

4 0,000024, 0,008410, — 0^01826
0,000024, 0,008506

0,000000, 0,000851, — 0,001826 Ч =  2

2 0,000851, — 0,000124

0,000085, — 0,000124

1 0,000085, — 0,000039

х3 =  — 0,41421.

54. Вычислить с точностью до 0,00001 наибольший корень уравнения:

х 3 — 15л;2 -}- 73л:—  120 =  0.

Вычислить с точностью до 0,00001 корни уравнения:

55. х 3+  1,2л:2— 1,77л: — 1,189 =  0.
��#  х 3 — 11,2л:2 +  44,2л: — 62,65 =  0.
57. х 4 +  12л:3 +  54л:2— 11619л:+ .5285  =  0.
58. х* — 8л? +  24л;2 — 44л; +  47 =  0.
59. л:4—  2л:3 — 8х2 +  6л:—  1 =  0.
60. 20х5 — 104х4 +  212л:3 — 233л:2 +  1 4 9 х — 41 = 0 .
��#� х 6 � х 4 � 4х3— �J�� � � 4 х + 2 = 0 .
62. х® — 1IX4 +  45х3 — 86х2 +  78х —  23 =  0.
��#� х 6 — 8х4 — 18х3 � � 12х2 � � 56х � � 65 � � 0.
��#� х 6 � � 6х® 4- 1 Ох4 � � 6х4 � � 9х2 — х  — 4 � � 0.
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Число 5 неполных частных, способных быть найденными таким способом, 
вределяется неравенством

��

� I J
( 3 обозначает знаменателя я-й подходящей дроби числа УИ наи- 

1олыпее ?иачение | / '( х ) | ,  т  наименьшее значение |/ '( х ) |  в промежутке 
з0, ��  +  1 а число X произвольное положительное число 3, выбираемое 

|гак, чтобы имело место неравенство

4- + <  2 '
в котором р3 обозначает полное я-ое частное в разложении числа тр.

5. Контролем правильности выбора неполного частного а,, может слу­
жить то обстоятельство, что в случае ошибки преобразованное уравнение 
не будет иметь корня большего единицы или равного ей.

�

6. Если в выражении £-ой подходящей дроби для непрерывной
дроби, представляющей корень г, заменить неполное частное ��  числом ~  
и принять полученную дробь за приближенное значение корня, то погреш­
ность, от этого происходящая, меньше числа

} f
2�  • • С

7. Если уравнение имеет несколько корней между �T и а0 -(- 1, то ука­
занное сокращение возможно лишь после того, как в одном из преобра­
зованных уравнений, скажем &-ом, окажется, что в промежутке (а*, «А+1) , 
нет других корней кроме вычисляемого.

Задачи.
68. Вычислить корни уравнения

х 3 +  6х2 +  “=  — 7 =  О
с точностью до 0,00001.

Решение. Положительный корень уравнения заключается в проме­
жутке (0,1). Наибольшее по абсолютной величине значение /*’ (х) =  6х +  12 
в промежутке (0 ,1) равно 18. Наименьшее по абсолютной величине зна­
чение / ' (х) =  Зха +  12х +  6 в промежутке (0,1) равно 6

П е р в о е  п р е о б р а з о в а н и е .

а , =  0. х =  — ( = I  — 6хх2 — 6хг — 1 =  0. =  0. =  1
c"

7 1 — 5 — 6

1 7 1 — 5 — 6

7 8 3

7 15

2 7 15 25 44

1С5



Преобразованное уравнение имеет корень в промежутке (1, 2), как 
зывают приложенные здесь вычисления.

®1 =  1-

В т о р о е  п р е о б р а з о в а н и е .

З х22 —  15л:2~ 7 = 0; Р 2 = о • 1 +  1 =  1. <22 =  1 .1  =

6, — 3, - 1 5 , — 7

3 6, 15, 30, 83

2 ! 6, 9, 3, — 1

6, 21, 45.

6, 33

Преобразованное уравнение имеет корень в промежутке (2, 3). К 
заключению легко притти, найдя верхнюю границу 3 положительны 
корней уравнения и пытаясь ее понизить далее.

«2 =  2.

Т р е т ь е  п р е о б р а з о в а н и е .

х 2 =  2 + ^ ,  х33 —  45х32 —  ЗЗлг3 —  6 =  0, Р3 =  2, <3, =  3
л3

1, — 45, — 33, — 6

46 1, 1, 13, 1 3 - 4 6  — 6 > 0

'45 1, 0, — 33, — 1491
1, 45, 1992

I 1, 90

Верхняя граница положительных корней преобразованного уравнения 
равна 46. Понижая ее на единицу, убеждаемся, что

а3 =  45.

р
Если в выражении подходящей дроби для корня заменить «3

числом

Ъ : 2 . і - ( - 4 5 )  =  451 ,

то число
=  0,66908 . .3% + 1 414 ’

отличается от истинного значения корня меньше чем на 

18 1 1
45* • З1 • 2 - 6 2 • З3 • 45* 109350 <  0,00001.

Искомый корень 5̂  =  0,66908 с точностью до 0,00001.
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�����'� �� �����'� ������ ���!������ ����,����)�$(
�$������� �%��  ����������� ������� ���!������� ������!� !� ���� х � ��� b х.�

х 3�b����v� f � 6 х �f � r� d �u

���������!������ ���!������ ������ �!�� ���-����)�$%� �����.� ����� !�
gv�� nz�� �����'� !�  ����-����� gl�� qz(

�$������� �������� �����)�� ��-�#�'� !�  ����-����� gv��nz(
N�����)&��� ��������� \ ^ ( х ) \  =  \Ъхb av‡� !�  ����-����� gv�nz� ��!��� ~(�
N�����)&������������‡o•g��z‡� — �‡nxv�b�av�.f~V� !� ����-�����gv�nz���!���n(

� � � ! � � �  � � � � � � � � ! � � � � (

t��d �v�� x �d �v� f � H �� w���q�b� �xˆn � f a d u � � Р1� d �v�� <Эг� d �a.
Х1

�� ' �1� 	� �

� �� �� 	� �

� �� � � � ' �2� ##3

�� 	� ' ��

�� �

���%���� �����,��  ���-����)�$%� �����'�  ��������!������� ���!������
��!��� v(� ���������!������ ���!������ ������ �����)� !�  ����-����� ga�� vz(

t�� d � aH

� � � � � � �  � � � � � � � � ! � � � � �

ta�d � a�� x a d a f �у г > 2хг� f � nf�n�b �w%v�b�n�d �u�� Р г�d �n�� Xqv�d � a(

v� n� H � � b�n

v� ъ � � as

v� q� v� b�a

v� r� s

v� s

���������!������ ���!������ ������ �����)� !�  ����-����� ga�� vz(

tv�d � a

_ � � � ) � �  � � � � � � � � ! � � � � (

� � 1 � � � 0 � 1 � � f � rH�� x �n�b �s�•�v�b �sx��b v�d � u�� � nd q�� Xvn�d �v

a� b�s� H s � b �v

au a� a� a� ƒ

s a� u� H s � b�ƒn

s� rv

a� aƒ

���������!������ ���!������ ������ �����)� !�  ����-����� gs�� auz(

���d � s(

a~r



+  -  х

Ч е т в е р т о е  п р е о б р а з о в а н и е .

аз — 9, �5� �� � � 3
і ■ 7 2 х 42 -

ооі і—  і

83, — 72, — 18, — 1

2 83, 94, 170, 339

1 83, 11, — 7, - 8

о, Р4 =  4 8, д 4=  19.

Преобразованное уравнение имеет корень в промежутке (1, 2).

а , =  1.

Заменяя в выражении
О.

неполное частное ос. числом

{  =  2 •
1  7_2
19 +  83

1700 
1577 ’

получим приближенное значение корня с точностью до
6 _  _1_ _  1 

1942 • 3 • I2 • 194 

Искомый корень
48-У]4 + 5 _

?2 1в-Ч4 +  2
N-1

130 321

89485 _ 
35 454 ~

< 0 ,00001 .

: — 2,52397.

с точностью до (130 321)"
За приближенное значение $2 можно принять число— 2.52397 с точ­

ностью до 0,00001.

Т р е т и й  к о р е н ь .
Второй положительный корень преобразованного уравнения лежит 

в промежутке (4, 5).
Наибольшее значение 0 Q … � = , 0 � 0ª =— 1 2 1 для этого промежутка 

равно 18.
Наименьшее значение 0 Q # (лг)| =  [ Зх2— 12х +  6[ в этом промежутке 

равно 6

П е р в о е  п р е о б р а з о в а н и е .

II +

1
V *1® =  б * ! 2 — 6 х х —  1 — 0, Р1 =

■ I — 6, 6, 7 1, — 6, — 6, —  1

4 1, - 2 , - 2 , — 1 7 1, 1, 1, 6

1 1, 2, 6 6 1, 0, — 6, — 37
1, 6 1, 6, 30

1,  12

В первой таблице даются коэфициенты первого преобразованного 
уравнения. Числа второй таблицы показывают, чио корень преобразован­
ного уравнения заключается в промежутке (6, 7).

а, =  6.
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В т о р о е  п р е о б р а з о в а н и е .  

*1 =  6, <  =  6 +  ^ � ( �� ���) 30лг23 —-12лг2 - -  1 =

37, — 30, - 1 2 , — 1

2 37, 44, 76, 151

1 37, 7, — 5, — 6
37, 44, 39
37, 81

Положительный корень преобразованного уравнения заключается в про­
межутке (1, 2).

л2 = 1 .

Т р е т ь е  п р е о б р а з о в а н и е .

1,  ̂ “Ь 8 6 * з3 — З 9 х 32 — 81л:3 - - 3 7  =

6, — 39, — 81, — 37

9 6, 15, 54, 549

8- 6, 9, — 9, — 109

6, 57, 447

6, 105

О, Р 3 =  § 9, <33 =  7.

Преобразованное уравнение имеет положительный корень в проме­
жутке (8, 9).

8-

Ч е т в е р т о е  п р е о б р а з о в а н и е .

13 =  8, л'3 =  8 +  — #�'&  43 — 447л:42 — Н—1 0 СЛ * 1-6 =  0, Р 4 =  257, д 4 =  62

109, — 447, — 105, — 6

5 109, 98, 385, 1919

4 109, — 11, — 149, — 602

Положительный корень преобразованного уравнения заключается в про­
межутке (4, 5).

а, =  4.

Заменив в подходящей дроби — -Л неполное частное а4 числом т;.

— 2 7 I 447 _  14 «20
7)4 ~  62 109 _  3 379 ’

находим для третьего корня £3 предложенного уравнения приближенное зна­
чение

у 257 • 14 620 +  29 • 3379 3 855 331

с точностью до
62 • 14 620 +  7 • 3379

18 3

930 093
— 4,14510

2 • 6 • 42 • 624 472 842 752 < F,FFFFFFF�.
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_����'� �����)� ‰��d � b� l�alqau� �� �������)*� ��� u�uuuua(

�$������)� �� �������)*� � �� u�uuuua� ������ ���!�����.

~s(� %n f r % v� f �a l % f r �d �u((

ru(� � n�b�l�v�.v�f � q�l�.�b �v�uq�d� u(

ra(� �.n�b� av�.v� f � lq�.�b qa� d �u(

rv(� �.l�b �~�.n�f �q�.v� f � al�V�b�l�d �u(

rn(� �.l�b �q�l�b �ƒ%�f �ƒ� d u (

rl(� �Vl�b�~%k�f � v�.v� f �vv%� f �q� d �u(

rq(� �$������)� �� �������)*� ��� u�uuuua�  ���-����)�$'� �����)

%q�b��.l�b �l�.n� f �w%v�f �w%�b�a� d u
���)&�'� �����,$(

r~(� �$������)� �� �������)*� ��� u�uuuuuua�  ���-����)�$'� �����)

%q�f � av�.l�f � qs�.n� f � aqu�.v� f � vua�V�b�vur�d �u(

77.� �.q� f � l�Vl� f � v % n�b�aa%�H

78.� % ~�b �q%l�f �~%n� f �~%v�b

79.� % !� f �~%q�f � r%l�b �w	%nH

80.� ~u%~�b �nnv%q�+  rlu%l�H

81.� % r�+  r%t�f � as%q�f � ƒ%l�|

82.� l%rH

-  1 З х  —  1 = 0 .
ar%�f �u�d �u(

H r q % vb�a u ƒ d � u(

H �saa%n�f �~ƒu�.v�b�vrv%�f l a d u (

H � l~%n�b�qu%v�f � ll%�f � vl�d �u(

|�vs%~�f � r~%x�b �avs%l� f � a�w�%n�b �aq%v�f � sa�% �b�lr�d �u(

ƒnx(� T��!������ �u%y�f � акх п~ � f � (� (� (� (� f �  �d �u�  �������������  ������"
!����)��� ��  ���#)*�  �������!��

c
mx�d ����f � f„� � � �d �< � � f � f„Х1� xv

п—1
■ х иH a�d � � �Hc� f Хк

T��!������ а0кх к� f � а1кх к"� f f ( ( ( f �  c �d �u��  ���������� !� �����)"
����� –H���  ��������!������ ������ ������ Y� �� .� ( (

N�'���  ���(� gYlŸ�b �� z� ��  ���(� ~ � !�  ��� ���-������ ���� �� ���$!���
3 � •• ‚(� W � � � •• �(� \T�� 8 - ,

����)

ч� � �
«1��� 1

ч �f a

��� ��!��� ��� ������� ��� �����'� �������� ���!�����(

ƒlx(� �������)� ���� ��+U�,����$� ¡ � ���!�����

аокхК+ аи хП� a� f � |� |� |� f � Ч к ~ � u
 ���$��#�'� �������  ��� ����������� ���)&�%� ��������%� к � ������ �$�)�  ���"
���!���$� !� !���

Ž�z�К � |� Н � g a� f �Y�xz„  ���(
к b��

�
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85*. Уравнения �T= �  - f  � �=  
ством подстановок

і

п—1 . . . +  � �  =  0 преобразуется посред-

= =  а0 + 4 ��$  “« + .. х й-1 ��� —і Ч—  � 1 c�

Определить знак корня уравнения �T�= I �0� ��"�= ��  х-{- �� �� *�0�� ����  О 
ири условии, что соответствующий корень данного уравнения заключается

кенїду fc-i •2Л — , ����  неподходящими дробями непрерывной дроби
Vfc-1 «;

а0 +  1
а 1 +  1

™ t > "

Решить ту же задачу, предполагая, что 5, не содержится между

•�� •��  1
О * И 0*_Г

86*. Определить знак вещественной части мнимого корня уравнения

�9�= �>�� = � & "  +  • • • + « „ »  =  0
предыдущей задачи.

87. Предполагая, что непрерывная дробь:

-  +  г т т _ _ .  Г )
а8 +  І

не равна ни одному из корней уравнения.

�T= �  -f- �== � 1 +  . . ■ +  ��� �
показать, что все коэфициенты уравнения

a0fcx *" +  � 0�= ��  1 +-• • ■ +  � ��� �  °>

поучаемого из первого-посредством преобразований

* =  D  +  гг » 4 � =  a i +  гг , Л1 *2
, і. . . � ^  , =  ОС. , -f- —

d�"� к~1 л =�

имеют одинаковый знак. (Vincent.)
88. Показать, что при достаточно большом значении ;  между коэфи- 

циентами уравнения (***) предыдущей задачи имеется только одна перемена 
знака, если непрерывная дробь (*) равна одному из корней уравнения �II,�  
?@�ABCDEF�3
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О Т В Е Т Ы -

�� @� %� � U � � N 0

К О М П Л Е К С Н О Е  Ч И С Л О .
2. 1 =  cos 0 +  / sin О, — 1 =  cos я  - f  / sin г..

cos а

10. COS 2a /  sin 2a.

12. от =  К ]/'2  +  1 + г У Лу 2 -  1, n =  — — / a  +  г У  2 +
14. — 2.
15. 33, 44 —  16,92 г.
16. « 5 +  3/.
17. — 7,084— 7,212/.
18. я 2 —  дб -f- 62.
19. a3 -f- b3 с3 —  За&с.
20. я 2 +  62 +  с2— Ьс— ас — ab.
21. (2а— Ь — с) (2 Ь — с — а) (2с - а  -  *).
22. 2й -1 , если я =  66 +  1, 6& +  2; — 2”~ 1, если я  =  6k +  4,

6& -j- 5; 0, если п =  6k +  3, 6й. Число k целое.
Указание: Рассмотреть разложение по формуле бинома Ньютона числа

Указание: Воспользоваться теми же соображениями, что и в предыдущем 
случае.

���

3. / =  со£ +  - f  г sin j t — i =  cos -*-) +  i sin j  j

4. 1 +  г =  \'2   ̂ cos +  / sin — 1 +  /  == j/"2  ^cos ^  +  / sin

5. 1 ±  i y i  = 2 Jcos ( ±  —j - f  /sin ( ±  f  )] ,

1 =  cos

9 . -------  (cos a  b �i sin a).nr\C еч 4 1 •*

23. (— 2)" \  е сл и и  =  3 £ ± 1 ;  1, если n = 3k.



vl(� Указание.� ��� ��)��!��)��� ������&������ jx�f � iTk — ( l � M ��•zl�� �������� ����.

d �b�a�b� ['УЗ,� �~�d �a�b� г]/ 3.
4 4 . В о с п о л ь зо в а т ь с я  п од ст а н о в к о й  х  == t g  со, а =  t g  а и с в ест и  р е ш е н и е  к н а ­

х о ж д е н и ю  к о р н ей  у р а в н е н и я  (c o s  2?  +  i s in  2<р)“ ' =  c o s  2a +  /  s in  2a.

l q (� H ŠH v Y 8 Š� r(

4 6 . (S/% -j- 1) szi.

■ CL 1
47. log 2 c o s  — +  �  (a ~h 4kn).

1 —  a c o s  cp —  a“+ 1 c o s  (n - f - 1) © -f- а и+ 2 c o s  щ

2 7 . ± ( 2  +  0 -
2 8 . ± ( 4  —  3 0 -
2 9 . ± ( 3 — 0 -
3 0 . x L == ��� x 2 =  —  1, —  г.
3 1 . =  —  2 +  г, x 2 — —  3 +  /.
3 2 . X'j =  2 /, x 2 =  —  1.

" � � � 2 0� � � � � � �
У з  +  г .  —  У  3 +  г

v� €� �v� v

41. г0 =  | ( 1  + У 5 + г У 1 0 - 2 У б  ) ;  гг =  HŠ�( l  — У б  +  г ] / 1 о  +  2 У б  ;

z 3 =  — 1; г 4 =  ^ 1 - У 5 - г У ю  +  2 У 5 ) ,

4 2 . г 0 =  1, * ! = !  +  ■/, га = / ,  г 3 =  —  1. +  г, ? 4 =  — 1, 23 =  — 1 — «,
W~�b�b��� z7 — I�b�o(

1 —  2a  c o s  9 +  a^

arn



51. 1 1 — 1 1 — !  co s 2 cp— а я + 1  cos 8���  +  1 ) cp-j-tfM+ 2 cos 2  лер
2  1 — 2 !  cos cp -j- a 21 — a

52.

53.

1 — !  cos 3ep — а ^ 1 cos 3 �7 - f - 1) cp -f- a ”+ 2 cos 3~  
4(1 — 8!  cos3? - j-“ 2) '

3 1 — !  cos cp — !7&1" cos �7  4- 1) cp -f- a “ + 2 cos ~
+  ■ 1 — 8!  cos cp -j- a 2

(1 — ! ,  cos cp — (z’* + 1 cos (2л —J- 3) cp —{— n” + 2 cos (2 7 1 ) cp
1 — 8!  cos 9  -j- !8

_3 sin �7 +  1) 9  sin лер 1 sin 3 �7 +  1) cp • sin Злер 
4 sin cp 4 sin cp

55. 2 й - 1  cos” cp =  cos лер -f-

+ ( 1 ) cos (л -  2 ) ? +  • • • • + ( *  ) c o s ( n - 2 £)ep +  . . . . +  ^

я четное,
2 "  1 cos*  cp =  co s 7 cp - |-

+  ^ J ^ co s (n  —  2) cp - j-  . . .  +  f  ”  j  co s  (л  —  2 £ ) cp -f- . . . +  ^  ^  COS cp,

7 нечетное.

Символ j^ - j обозначает целую часть числа тр 6

56. При л четном:

Г"1
(— 1Г  2 J 2й - 1  sin” 9  =  cos лер — ( 1 ) cos (л — 2) cp -j- . . .  -f  (—1 )* ^  j  cos �7 — 2A)ip +  ..

, 1 , 1 s ]  /  n

+T< ’ ' ( [ £
При 7 нечетном:

Г-1
(— 1 ) 2 2 й - 1  sin" ep =  sin л cp —  ̂^ j  sin (л — 2 ) cp -j- . .

m
+  (— !)*( A ) s in (”  — 2*)<P +  --- +  (— sin cp.

58. |z — %0��� ‘�

59. 0A — / и | < ‘�

6 6 . A.�$ �% ±  R i ,  A;���%

6i. 1 ? G �>�� � G l i
�  т  �

+/?[cos l ^ " ) + /sin (t *)]2 л

Л =  1, 2 , . . .  и  —  1.

174



62. z k ==
2 sifi

z k =

/it тс \ . / тс , 2Ж — 1 \ .

�Q�� Q��•� #� �Q�� �‘����� •� #
, ("a ST"

2sin

63. gg-t - ̂ -3 ± i z , ~ Za
2 2 

64. Три решения:
т  +  п — р,

«9. « ± / » _ , 1 ± Д

т -  п +  р,  — т +  п +  р.

�� .

2

*1 +  *2

67. 1 +  г.

68�
69.

# � $  +  % �& '  +  ■.. +  % ( & )  

т 1 +  т 3 +  . . .  +  тп

У казание: Воспользоваться тем обстоятельством, что когда три точки г1У г ,, г ъ 
лежат на одной прямой, отношение

� � � � � г ,
р. =  -®----- 1

— Ч
есть число вещественное, и наоборот.

70. Точка г  лежит внутри многоугольника.
У казание : Воспользоваться результатом задачи 68.
71. Центр описанного круга.
72. 3 +  г.
Указание: Условие подобия двух сходственно расположенных треугольников 

«1 , г г, 2 3, г / ,  г3 , г 3' выражается равенством:

73. 2 = г * ' а ,  — 3, 2, '

z /  —  z 2 — (z1' —  z 1)

/ a i ' � 5
74. 2 * = ^ 1  +  ~ )  =  ^ ( c o s ^  +  zsintp*); rk =  \ \ - \ - ~

У k � \  �

=  k  arc tg

75. Пред z n — cos я +  / sin a.
n  —► CO

Указание: Представить пред z n =  (cos Ф - \ - i sin Ф) и найти
n  -*► oo

Пред rn — R, Пред <?„ =  Ф.
n  —> СО n  —► oo

__ ■ ч / .  . 2a aa +  63\77. a* — ^1-)-------— j  =  rk (cos cp4 +  * sin срД\ r k — ~ -------

6 �  =  *  a r c  t g a +  n

�,�

to |



78. Пред _ �̀7�,�  (cos 3 +  0 sin 3&�
n �— > CO

81,
Указание:� Положить в предыдущем тождестве

(� _ V u  + V v  .� •� •� V u - V v
Ч —� v� H� xx�H � v

82. Геометрической интерпретацией служит теорема Пифагора.
Указание:� Доказывая обратное предложение, положить�

■г* — г0 =  (X +  рг) �a0�7  г0)
и показать, пользуясь первым равенством, что X =  о.

84. г =  1 +  (1 — 0&^�
85. 2 =  3 +  20 +  (1 — /) �̂
86. z =  r� — 2/ +  ( ! + / )  �̂
87. 2 = 1  +  1,5г + 1 (3 — 2г).
? ? � � Z � 1 � � &� : V � 9 � Z i�Z � � j � � q) ( 2 j  2 0) .

90. Окружность, из которой точки � �� 3 видны под углом ��
91. Окружность.
94. Вращение на угол ��
95. Преобразование посредством взаимных радиусов, соединенное с симметри­

ческим преобразованием. Полюс первого преобразования — начало. Основная окруж­
ность радиуса а.� Ось втброго преобразования есть ось вещественных чисеа.�
Окружность переходит в окружность.

96. Преобразование подобия.
97. Окружность переходит в окружность.
98. Лучи переходят в окружности, проходящие через а� и +� Концентрические�

окружности с центром в начале переходят в окружности ортогональные к первому-�
семейству окружностей.

99. Прямые, параллельные вещественной оси, превращаются !� прямые, прохо­
дящие через начало. Прямые, параллельные мнимой оси, превращаются в окружности�
'  центром !� начале. Остальные прямые переходят в логарифмические спирали.

	 _ � � � � �H

	 � � � � � � � _ � � � � �� �• � � � � � "
� 	 ¢ � N � � � †� � � Z � N � ¦ � � � "
� _ � S ¯ � � � N � • N ¯ • � T � ] � N � N � • (

v(� gb� 1)п ~ \
n(� g H �az x
l(� b a(
q(� f(
6. Не содержится в определителе потому, что среди первых или вторых знач­

ков встречаются равные.
7. Произведение вовсе не входит в определитель.
8. / =  4. к — 1.
9. г =  4. к =  5.
10. г =  1, к — п� при п� =  4 т ; г =  п, � £ =  1 при п — 4т +  2.
aa(� f (
an(� п� d �lY(
Указание:� Переставить строки и столбцы и вынести множитель г из каждой 

строки.
al(� п� d l x f v (

���



15. �  =  +  2.
16. 4  =  0 .
17. Определитель не изменяется.
18. Определитель не меняется.
19. Определитель не меняется.
21.

й яа
ЙХ1 йх: 

! Й 21 � � > «к
22. Знак алгебраического дополнения (— 1)" . Дополнительный определитель 

зачеркиванием в основном определителе четных строк и нечетных
столбцов.

23. | ЙХХ й22 | I ЙХЗ ЙХ4 1 __ |«81 «83 |[ ЙХ2 й14 1) ��
Й2Х й24 1 ! й12 ЙХЗ 1

£ Й31 й33 1 1 й4 �_� " 1«31 «33 11 а42 ��  1 Й31 й34 1 1 й42 й43 1

4- 1 й22 й23 I йи ��  1 _ «28 �� 1 а1Х й13 ��) 1 й23 й24 1 1 Й11 ЙХ2* | 
25.

й32 й33 1 
1.

1 Й41 й44 1 1 «за «̂ 4 ( 1 Й41 й43 1 йзз й34 1 1 Й41 й42

���@������  Прибавить элементы первой строки к элементам остальных строк.
26. (я — 1 ) ( -  I ) " - 1.
���@�����  Прибавить элементы всех строк к элементам первой строки и вы­

нести из нее множитель �  — 1 .
27. 2й — 3 �""�
28. 1 .
���@�����  Вычесть из элементов каждой строки соответствующие элементы 

предыдущей и разложить по элементам 1 -го столбца.
29. 1.
���@�����  Воспользоваться соотношением ^  =  ��  ^
30. 1.

-р +  Ц31. €� L � � 0� Q� L � �  — 1\ //я 4 - /г -
0 � �>  1/1 Л- - 1  " • • 1 « 4

/л - � � , /я + 1 \
и - И / • ‘ \ я + 1 /

� � �@�����  Вынести за знак определителя общего множителя �  из первой 
строки, � � {- 1 из второй и т, д � �0� ��  из последней. Вынести общего множителя
1 ,  1 1— из элементов первого столбца, ----�&E ИЗ второго и т. д., — —  из последнего.
•� • + 1 • > �
Сравнить преобразованный определитель с предложенным, имея в виду соотноше­
ние ( * )  = . *  • Г '” - 1)

''Л / я \ Я — 1 /
П (П — 1)

32. (—  1) 2 2 » -  1. з п -  2 _ �

���@�����  Вычесть из первой строки вторую, умноженную на �*  из второй 
третью, умноженную на �*  и т. д.

33. 3! - б! . . . (2л — 1)!
���@�����  Применить тот же прием, что и в предыдущей задаче.
34. П (= � — = �,* где П обозначает произведение всех возможных пар МНОЖИ­

МА
телей =� — =t причем й >  г.

35. П (х* — х*).
;k1

П (х* —х*)
ОС *>< ______
�]M0� $3� .3� � � � � (п �=��/3
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3! 5! ■ ■ ■ (2п  -  1)! 2п  

2! 3! . . .  (л  — 1)! (л  -(- 1)!

П (п  — 1)

38. 2 2 П эш  |( +  Ч>*)1 • П б ш  (  Ъ  ~  ? *
% <  А 1 2 ) » < * \  2

п (п — 1)
39. 2 2 П бш ъ  — Ч»* П СОБ Ь  +  'Р*

4 >А 2  1 >  к 2

40. п(п -- 1)
. Ъ  +  9*

а 01 ' ■ ’ ' й 0 в - 1 - 2  2 6
г >  к

зш  2  -

)

Г1 вш-2*111* 
г > к 2

41. 2” П в т
г < к

П э т
ъ< к 2

« + 1 _  цИ +  1
43.  1-------о — р
Указание: Разложить по элементам первой строки и, получив 

Ап — (а  р) Ди — 1 — а  РД„_ 2, где" Д„ обозначает данный определитель, а Дщ 
Д„ _ 2  подобные ему определители из (л — I ) 2 и (л — 2)2 элементов/ вычислить 
следовательно Дх, Д2, . . . Дя.

44. ан +  |

( х - Ц / х 2 — 1 )" +  1 — (х — У х 2— 1 ) н + 1

�  ] /х 2 — 1
45.

46. ( ЭШ2» - |  +  СОБ2и | )31Пях \  2 1 2 /
47. а0х1х2 . . . х „ - | - а 1у 1х1. .. хв +  а . ^ ^ ,  х3 . . .  хи + .  . . +  а„ у, у г . . .  .уя _  ! Л  
Указание-. Разложить по элементам первой строки.
48. О.
Указание: Представить данный определитель в виде суммы определителей.
49. Д -|-х  ЗА,*, где Д есть определитель, составленный из элементов а,*,» 

ЗА,* обозначает сумму алгебраических дополнений всех элементов определителя А.

50. (аг — х) . . . (ап — х) • 1 +  * 2
1

лг — х

Указание: Вычесть последний столбец из предыдущих и вынести множи­
тели аг — х, а2— х, . . . ап — х  за знак определителя.

51. х” -)-о, х" — 1 +  . . . + а„, где о* обозначает сумму таких миноров порядка 
п — й определителя Д =  | |  а1!с | | , элементы главной диагонали которых принадле­
жат главной диагонали определителя Д.

52. �K� �K� #� #�. (а � ��K� U п и0,� где U2�F�� � }8���� y �� "� � ��� ��6�M#

Указание: Вычесть каждую строчку из следующей.
53. (х2 —1) (х2 — З2) . . . (х2 — 2т — 4) 2 при п =  2т; х (ха — 1) . . . (х2 — 2т)* 

при п — 2т +  1 .
Указание: Прибавить к каждой строке все за ней следующие, затем вычесть 

из каждого столбца предшествующий и разложить по элементам первой строки.

54. а0 хи +  ах Xя “  1 -+■ . . . +  ап.
Указание: Умножить первый столбец на х" и прибавить к нему остальные, 

умноженные соответственно на хи — \  х” -  2, . . . 1 .
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q q (� �ˆ� g! � �W�f � � W % y H � a� f � (� (� (� f � / z (

q ~ (� � � b � a(

Указание:� �$����)� ��� ��-��'� �������  ���$��#�*�� !�  ���������� � ������"
����� ��� ��-��'� �������� �������� �� ����)�'�� !$����)�  ���$��#�*� �� �(� �(

q r (� п.
Указание:� �$����)� �+� ��-����� �����,��  ���$��#�'�� ������ !$����)� ��-��*�

������� ���  ������*#�'� ��  �������$'� � ���������)� ������)� ��� ������ �!�%� � ��"
������'�� !��!� ��� ����� ��� �������$%� � ���������)� ������� vƒ(

q ƒ (� gb � az! �f � a�ху
ХП —�a�HH�у � ��b�a

Х — У
Указание:� �$����)� ��-��*� ������� ���  ���$��#�'� �� �����-��)�  �� +���������

 ��!�'� ������(

qs(� x f ( y ) — yf (x )
х — у

Указание:� ������)� ����$'� � ���������)� ��� ������ � ����������'� !���� ��"
����� qƒ(

~ u (� “�� g a b % �zl(

��gt�b�nz

~a(� g • ˆ z B x B

~v(� 6@8 l k (

~ n (� 6@8 l�k (

п�l[�a� Пп�b�a

~ l (� gb 1�)”х*у*
Xя — 3 — у п — 3

х —у
Указание:� �����-��)� � ���������)�  �� +��������� �!�%�  ��!$%� ������ �� !��"

 ��)��!��)��� �����)������ ������� qƒ(

~q(� gb `zB�g��bžz� !&k(

66.
а —  Р 

~ s (

Указа“""-� �����!��)�  ����!������� �����,� �� !$������)�  �����!&�'��� � ��"
�������)(

ru(� 	�  � � � т�„ � nV� 6@8 l� k

Яо Ро То.®о
«1 Pi Yi 
а а Ра Та °а 
а а Ра Тз ®з

Указание:� ����������)�  ����!������� �����,

t�� Ро _�� ®о

при т  =  3.

F16���k�

9 ?� Pm ¸?

Л COS Я k�� 6@8�Я ?, �̃6@8� �̃k

F1 6�g��HM�т)�X��� g��H‡H�т)� F16� g � � f � ��z�k �� 6@8 �g � � f � �kz�X��� g � �f � ��z� 6@8 � g � �f � � z �k

avx ars



71. (а2 +  й2 +  с2 +  й 2)4.

72. , где ал. — Х4* х /  - [ - • • • +  *п ■

73.
���@�����  Прежде чем составлять произведение, переставить строки и 

в одном из определителей.
74.
���@�����  Выяснить, произведением каких прямоугольных таблиц 

рассматриваемый минор.
75.
���@�����  Воспользоваться определителем

X, � *� �  
�*� �*� =  
�*� =*� �

77. ± 1 . Знак -{- соответствует тому случаю, когда триэдр, образованный осяш  
��*� �•*� �ƒ*  может быть совмещен с координатным триэдром, образованным о ся м  
�c*� ���*� gR  так, чтобы ось ��  упала на �c*� �•  на ��  и �ƒ  на T8 �

78. Объем тетраэдра с вершинами в точках (0, 0, 0), �=C�� �� �*,*  (х2, � 8* 2 ,  
(х3, � '*  га) равен одной шестой абсолютной величины определителя.

79. Абсолютная величина определителя не меняется, может меняться знах 
Одна шестая абсолютной величины определителя равна объему тетраэдра с верши­
нами в точках �=�*� � �*  г2), (х,, у 2, 2 3), (х3, � '*� �',*  (х4, _у4, 2 4).

___  �s	80. Œ =  — , где �*� {*� 	  длины сторон, а а площадь треугольника.
16а

���@�����  Воспользоваться соотношениями х** + у *2 =  Œ2, • 8 — х̂ Х,. ����@&  

=  К** — X»)2 +  (Л  -  -Уо)21-

83. =G$ — х4, х2 =  Зх4, х3 =  — Зх4.
84. Система не имеет решений.
85. Система не имеет решений.
8 6 . =" =  1 , х 2 =  2 , х3 =  2, х4  =  1 .
87. ="��  5, =' =  4, х3 =  3, х4 =  2, х5 =  1.
8 8 . хх =  х2 =  х3 =  х4 =  х5.
89. =" $ = '�>  х6 — 1 ; х2 =  х6 — х„ +  1 ; х3 =  х6 — х5 — 2; х4 =  2 — х5 — хв.
90. =� =  х2 =  х3 =  х4 =  х5; х6 =  — 3 x5.
91. Система не имеет решений.
92. хх =  х5 +  х„ +  х, +  2, х2 =  х5 +  х3 — х7 +  1, х3 =  х5 — хв+ х , —  1, х4 =

=  — c�  +  Хв +  X, -(- 3.

93. = ' =  +  1 ; X* =  — (А — 1) ��  =  2, 3, . . . я).

94. хх = х а = .  . • =  х„ =  1.
95. =*��$ Ххпзх ^2п32 ~{“ . . . 1 , 2 , .  • . я).
���@�����  Воспользоваться условием ортогональности. Для доказательства со 

отношения (1) сравнить полученное решение с (1) решением: х4 =  (Х4Аз1 ХаА82 
+ХиДт ) : А, получаемым по правилу Краммера. Соотношение �8, есть непо 

средственное следствие (1 ).
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96.
Указание: Рассмотреть систему уравнений

”9�(��� � �#LM�� �"� "� "� �� "L6�� ���F� �$�� ���� ���#� #� #��#
Показать, что общее решение системы в предположении, что один из миноров

— 1 порядка, скажем Ли  не равен нулю, имеет вид:
Х 2� W� WW�Х п

Ап А 12 А1п
Воспользоваться этими равенствами, приняв во внимание, что лу =  Ак1,

— Акг, . . . х п -= A kn (k =  1 , 2, . . . п) дают решение системы.
97.
Указание: Рассмотреть систему уравнений

�����  4" ���  -f- • . • 4~ ��	��	  =  ���� � � � ��  2, . 
где q~>'p и s > p .

Вывести отсюда, что ранг таблицы

• P, s),

■ • т

«л &р2 •
as2 * * • ®$т

равен р.
Составить систему уравнений

Q��X �Q��‚w�) �Q.�s$)� Y� N� N� S0� 0�= �?�� ,��X � I� � J � � �� ��(��
показать, что она имеет решение и заключить отсюда, что ранг предложенной 
таблицы равен р.

х02 4~ У о2’ х 0, у0, X 
*1+У1> х ъ Уъ Г 
Xi + y 2, ХЪ, У г, 1

99. : О.

Г32+ > '32, х ъ, у 3, 1
100. х 3-±у* — х — у  =  0.
Указание: Написать условие, что четыре точки H �(х, у), Мг (О, О), H >� (1, 0), 

H A�(0, 1) лежат на одной окружности.
101. 2х2 - х у - \ -  2у 2 — 2х — 4у — 0.
Указание: Напирать условие, что шесть точек H � (х, у), H �� (О, О), H N� (1, 0), 

М3 (0, 2), М3 (2, 2), М3 (2, 1) лежат на одной кривой второго порядка Ах2 +  Вху +  
+  Су* +  О х + Е у  +  Е =  О.

102� у  =  ~  (х3 +  х).

где

у ,  х ”, х п - �1 . # �� 1

103. #q��(�2#(�‡? �� "� " #�1
� � F# а к

Уп, Х„п, х „ п  �� # #� #�1

v  п у. ���� �(F� 7� ��� #� # #�1

Д �

у  п  у  п ��� 1л п > лп #� 1

Д ‘

а определитель Д* выводится из Д заменой элементов А-ого столбца соответственно 
числами у „  Ух, . . . уп.

181



aul� d �u(
а�
а,
t��� Ь,
mvz� Wƒ‚� xv

Сі
сг

С„

х»  Уі,� vc�� a

auq(
• 3��Уъ>� Wnx� W

Уі> гі-� a

au~(� “��f � у г�H‘H�� ��b� х — у  -
aur(� ����� �����,$

.u(

a �� a ( (� (�a

xa�� “ �( |� H%/

У и У г� | |� m�Уп
��!�� � v (

Указание:� �� ��)��!��)� �����)���� ������� sƒ(

auƒ(� ����� �����,$

а1,� ˜ v� | x� |
Ь19� — v� x |� m�К
С1*� Wv� m |� |� Сп

��!��� v (

aus(� ��  ��!��� ������� ����� �����,$

a �� �a� ( (� (�a

х ъ� %v� ( (� (�х п
Уь Ун ■ |� -у»
� a„� ��� |

��!�� � n�� !�� !������ ������� ��!��� v (

Указание:� ��� ��)��!��)��� �������' ���!����'

и Хі +  V у  і�f � т� � f � і ■■[ � u � g o d �a V • я),
�������� !�  ��!��� ������� ������ ����� ��&������ !� �������� ��� !��� ����!����$�� и, V , �
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Указание: Воспользоваться теоремой Даламбера.

Указание: Показать, что вещественные корни функции имеют четную 
Обозначив половину мнимых корней через

а1 +  V . аг +  ЬУ, ■ ■ ■ Ч  +  Ьк1,
положить

Ро(х) +  /<?о(х) = (х — а1— V ) • • - (х — ак — Ьк�).
При отборе половины корней руководствоваться теоремой Даламбера.
2 5 .

Указание: Показать, что вещественные корни четной кратности. Рукова 
ствуясь теоремой Даламбера, отобрать половину мнимых корней и, представив 
в виде /?! +  Ьхр , д а +  й � р , . . . ак +  Ькр , где р есть первообразный корень треть 
степени из единицы, положить

Р(х) — р(Хх) = (х — а1— Ь1р)(х — а3— Ь3?). . , ( х - а к — Ьк?).
27. /(х) =  х4 — 2 ( р + д ) х 2 + {р — д)2.
28. /(х) =  х8 —4 (Д +  ? +  '0 х® +  2 [3 0 2 +  <72 +  г2) + 2 (дг +  гр +  рд)\ х4 — 

— 4 ( /?3 +  д:1 +  а3 —у?2<7 — /;2/- — д2р — д9г — />г2 — дг2 -+ Юрдг) х2 { р2 д2 ~  
+  г2— 2<?г — 2гр — 2рд)2 =  0.

29 . х3 — Зайх — а3 — й3.
30. х3 — Зах2 +  3(а2 — 6 с) х — а3 — Ъ3 — с3.

32. х2и +  1 — 1 =  (х — 1) k� (х2 — 2х cos—— +  1
��� �

П —  ̂ /  Ofe | -I
33. х» +  1 =  п  i х2 — 2х cos ~~1 п +  1

� � �  V � �

34. х2" + 1 +  1 =  (х +  1) k� (х2 +  2 х cos +  1
д =  1 V 2я +  1

��# / ( х )  =  2 зге ■ х • ^х2 — cos2 2 ) — cos2
Зтт

4n +  2.

,1 сое4 (2л—1)"т1 
4л +  2 /

/  (х) =  22И • х ^х2 — sin2 2̂ 1 7 ) ( х 8 — 

Указание: Воспользоваться соотношением

2л
2 л + �� N� Y� N� ,oV�0 � 9 … w /

cos (2 л +  1 ) 9  =  cos2" +  1 tp — П ^  cos 2" 1 9  sin2® +

. . . - } - ( — 1 )" cos 9  s in2" 9 ,
положив в нем cos 9 . =  x.

Принять во внимание, что

'+(гТ ) + ( 2Т ) + - - -  +  (гп£ 1)-*”-
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36. f(x) 2 2и 1 ̂ x2 —  co s 2 '£j) (x2— Cos2'i^’) ‘ (xa
c�gv��b az�{

4 к І
Указание:� ��� ��)��!��)��� ������&�����

F16�vo����d �F16vŽ�<Q�b�W�W �Š�F16vŽ[vFQ�6@8v�DM�ly� (((� HzH�gb�azŽ�6@8vxx�tp,

m���-�!� !� ���� x �d �F16�XQ(� ������)� !�� !��������� ���

1 +  ( ? )  +  ( ? ) + • • ■ +  1 =  22’1-1
nƒ(� g�/� b� � � • � v� HMH�/ D�E �l � ( ( ( �z v�f �g'�• c �b�‚ // ��f � ап—ь ■••)-■
Указание.� �������-��)� og�z� � � o g b �z��  ������!�!�o g%z� !� !���

/  (X) =  (X — X.) .(X — X,) .. .  (X — хи).
ns(� b sƒ(� Указание:� � ������- ��)o g a z � o g � z � �f �g�vz(� ���� � n�d � a��  � � � � � � ! � !og%z�

!� !���
og“z�d �g“�b�“C�g“�b•vz� . . . (Х— Хв).

la(� Указание:� ��� ��)��!��)��� �����)������ ������� nv(
lv� Указание:� ��� ��)��!��)��� �����)������ ������� nn(
ln(� Указание:� ��� ��)��!��)��� �����)������ ������� nl(

У~2
ll(� Hb� � (� Указание:� ��� ��)��!��)��� ������'� nn(� ����-��)� х  = �b�a(

lq(� H�� �H� (� Указание.� ��� ��)��!��)��� ������'� na��  ��� ���-�!� !� ��'� пи
������$�(� ����-��)� “�d � І.

‚lHc� ‚
2 "2

gb�az� gb�az ��� п� ��������V� H � ��Hb �  ��� п� � � � � � (46.
2“  .......... ’ 2й

Указание:� ��� ��)��!��)��� �����)������ ������� nl(� �$����)� %�d �o(

lr(� Указание:� �������)�� ���� U���,��� og% z� �� o g � �b�%z� ���*�� �������!$��
�����(

lƒ(� Указание:� ��� ��)��!��)���  ���$��#�'� ������'(� �$!����� ��!����!�

Г(х) =  ( - 1)п- 1Г ( 2т - х )
�� ����*���)� ИЗ ������ ЧТО КО ЛЬ ������ T�� ���)� �����)� U���,��� o • �g%z�� ЧИСЛО •T� •œ•q�

���)� ��-�� †����)(

ls(� Указание:� ����� ��)�� ���� �� !�  ���$��#�'� ������(

qa(� а* � b� l� u� a� n� f � ƒ � o� n� d � uV� %n� d �b� (

qv(� vr�/�nv�b�s� a� v� n�lH�v � o �d �uV� %n�d �b� b � (
аг

Указание:� �������!�!� �!��)� ��-��� �������� !� !���.

%Wx� %v%n�d �v PW n

��  ����!� !�� !��������� ���
� � �g � � �lH�� � �lH�� � z �d �t�(

вычислить x t • Хз- П р и н я т ь  во в н и м а н и е произведение XjX2X3.

53. X =  11, Xt =  , х2 =
3 -- V 5

2 .

' 2
’ Х з = з -

54. грг - - O*; если хг ■ х3 =  х/, то ** =
____£_

55. Х =  8, Xj =  ~ - ( l  +  г ] Л 1 ) , *2 = 2,
х3 = 4 - ( 1 -
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Указание: Пользуясь соотношениями между корнями и коэфициентами 
уравнения, составить уравнение

j1�0 �#A�=�$�X ��J
удовлетворяет X. Один из корней очевиден Хх =  — 1 . Два остальных суть

A$�X �=��J� jJ�X �$�

Определение корней предложенного уравнения сведется к решению уравнений:

X2 — Х|* =  0 , х2 -1- р«рс ~ 1 О, I — 1, 2 , 3,

�

6 8 . а =  3, q =  0 , р ф  0 .

70. /(X ) =  X2.
71. / ( х )  = 2 х 2 — 6 Х + 1 - Н * — 2)(Х — 4)(х  — 6 ) (х — 8 ) (х — 10) • а> (х).
72. /-(х) =  х‘ +  2х3 — 3х2 +  3.
73. у  == X.
Указание: Представив уравнение искомой параболы в виде 

у  =  ар:™ +  я1хт ~1 + -... +  «», 
воспользоваться формулой Ньютона.

74. у  — х* — x-f- 1.

75. х*— 2х3 +  Зх2 + 1 .
Указание: Воспользоваться тем обстоятельством, что остаток от деления 

многочлена f(x) на двучлен х — а равен /(а ) .

76. х1 +  1 +  (х* — х* — 7х3 +  х2 +  бх) «> (х).

77. Xs — 2х2 +  х -)-1 .

78 А (х — g i) (х — а») ■■■(х — ат) ,
0 («о —  « i) (« o  —  а 2) . : - ( а 0 —  а«,)

■ А (х — а0)(х  — аг) . . . ( х  — ат) ,
1 (% — д0)(ах — a2)- - - (e i— О  ~Г 

Сх — а0) (х — аг) . . .  (х — ат_ г)
(ит Hq) (am Hi). . .  (ат йта_х)

79. Указание: Воспользоваться формулой І ^ г а ї ^ е ’а, положив я =  т — 1 и 
взяв х =  х т. За _у0, _у1(. . .  у т _ і принять ш (х0), <о (хх) . . .  <о"(хт _ 1 ).

80. Указание: Воспользоваться формулой Lagтange'a, положив п =  т и взяв 
за Хо, хх, . . .  х„ корни многочлена <р (х). За у 0, у , ■■ -уп принять <о (х0), <в (х,),. . .  ш (х„). 
Сравнить коэфициенты при хв в обеих частях равенства.

81. О при д <  п — 1 ; 1 при а =  п  — 1 .
Указание: Воспользоваться результатом задач 79 и 80.

82. Д* =  9 * (х1( х2, . . .  хт)

‡ � �
N� � J

‡ � � � �  
1 � � J� � � � � �

‡ � �  
N� � � Nr� Q]=�  

�d� h� 1 � � �

‡ � �  
� �� ]

‡ � O =�
��� J�� � � �

где 9 Л (X],, х2, • ■ • хт) есть сумма всех возможных произведений к множителей, 
составленных из чисел хи х2, . . .  хт.
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Показать дальше, что этот корень есть кратности /г—1 для уравнения
+  У'(х) =  0,

и сделать отсюда заключение, что этот корень имеет кратность р  — 1

F [LT (х), V'  (х)] =  П [or, U'  (х) +  ß, V  fxll.
i=i

I1S. Указание: Показать, что
\F(x), F'{x)] =  ?(х)—\  

и выведя отсюда выражения для Q(x) и R(x)
Q (х) =  f (x) ■ <f (х), R (x) =  Г (x) • ? (X) +  kf  (x) • ? ' (x) 

убедиться в справедливости соотношения
9 (х) =  !/(х) f (х), (1 -  k) f  (х) • у (x)].

О Т Д Е Л  IV

- и —
1

1 X — 2

2 , 1

ДРОБНАЯ РАЦИОНАЛЬНАЯ ФУНКЦИЛ

a /P ) �

4 . Х2 + 1  +  

1

2 1 х — 1 
1

X
1

х +  2 
1

5.

X— 2 
1

X X-
3

■ 1 Х + 2

х — 1 х 4-У хг 4- х +  1

� .  —  -  — - —4 X — 1
,  X2 . 47
7- Т + 3 6  х

, 7927

_ L  1
4 х  4- 1 

1129 , 1

1 1 
2 ‘ X2 +  1

, 335
216 6  (х — 1) ~  968 (2x 4 -3 )  ~г  

2399
363 (X — 4 j  6534 (Зх—  1)

4  22 26 119. х24-4x4-84- 1
� � � � � ��� �  � � � �� �  O� � �� �  &� �� ��� � ��  ,

Указание-. Расположить числитель по степеням х — 1. 

х х 4 - 1 110� х*4-х4-1 (х24-х4- ija (х2 +  х4 -1 )3’
Указание: Деля числитель » получающиеся остатки на х2 4 -х  4-1, расположить 

числитель по степеням х24-х4-1 .
. 3 , 2 , 1

�� �� j�S 0 -------- �� —5- S= IT1 X X2 X4
1

�$ .
1

PS- 1� ,P�S 0 �/$�5

3 . 4
х — 1 л (X— I)2 (х— 1)8^  Зх- f l  (Зх4-1)2

х х - |- 1I о 2 |__3_ .
х ‘ х3 ‘ (х24-1)2 х24-1

14.
1 1 1 1

х2 =�P� �� (х2 =�P� -/$� PSk�� 5 ,PS0�/$
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aq(� %•�f �n%��f �~• fau�f �

la
a~(� 1� � � �

n � n � a

13 3 1 . 1
X — 1 +  (X — I)2 +  (X — I)8 _+ Х +  1

_ 1_

“

v�g%�b�az� g“�b�az�� •� g%�b� `zƒ� v g % f a z

a� �� l~
^ Ч х  +  1 ) ‘ х  —  2 

17. х2 +  х  +  1 ■------ Г� + " Г Г
% f a

%�b�a� W � g%�b�`zv� •� %�b�v� W % v�f a

aƒ(� a
as� a� �� a� •s•••••••••

_ � €� % b�a� g“b�`zv� ƒ� “�bgb�a
a� a a � a� a

f

�� .

va.

22.

g% f a zv
a

f � ,

l� 1�� f �a

H ` x H a

g“v�f �`zv

1 +  1%v�b�% lHa� � 5 ��� � •� f � ���� %v�f ��� W ��5�� � � � ��

a� a� a� �� • f a
•v f a � g•v�f �azv� •v�f �• f a � a� g%ƒl r % f a z v

a� v� v%�f �v
%v�f �a� v%v�f �%�f �a gv%v�f �% f azv

��� х • ` ` � ••••• �̀ х�f �W� •‡••••••••
"г  X3 X2 “Г х2+ 1  /  х8 +  х + 1

v l (

v~(

a v%�f �r aƒ%�b la rs%�b�nv
q�g• f a z� •� ang•v�f �• f a zv� a~sg•v�f �• f a z

a� a � a � a

ƒlq�g%v�b�v•�f �vz

l� “b�a
HHHHHHHl•�•a•� (� b Hb� (
% f a � [ � v� %vf a

Указание:� �����)���� ��-���  ������)� ������ ���� !����%� !$�������'�� !�� ��)��"

!�!&��)� U������'� �����-����� U���,��� W� W
og%z

���  �����'&��� �����(

vr(
a

%�b�a� a� %�b�v� a� %�b�n�

a
vƒ•� H\ �f �_ _ _ W _ f �

vs(

v�g�%�b� ���� W

v� �̀ % f �a� % b�a
�
/�o� v�{
v� �̀ “� b� ���� b �a

2к
%v�b�v%�� � � HHHHH’�a

�� 1

%ƒ�b�v%����HHHHHaHaп� a

f �x|•m�f
(>■ ��‰

g��b�az�̃H a z S
п )

%v�b�v%����� b HHHHf �a

o•g%zУказание:� �����-�!� ����)� ���  �����'&���  �� U������� ���� у ^ > � ��������)

� u X ' X � a
v�W%�b����

X�b� е х — е
“v�b�v•� �	ž HHHHHHaHa�� a
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49. +
��� �;

■ 2  - f  X  - f -  X 2 —  2 X 3 4  U) ( x ) ;  Ш ( x )  =  X4 - - q ^ — -

�F#�  � �� ��� � p � i � � ��� F †_ � � �7 ��� - � �p  s  i � � � � €�p�#

Указание: Преобразовать дробь подстановкой x-f- 1 = у  и затем определить

51.

��#� J  

четыре члена разложения по возрастающим степеням у.
�� �� �

2  +  16 (х — 1 ) — 16 (х — I )2 +  

4 (X-

(*) =

(X — I)2 ' X— 1
+  46 (х — I )3 -  94 (х — I )4 +  «О (х).

2  , , . , 2 х2 — х — 2

Указание: Заменить х на 1
J���J�� ) J �� s  ��  

и разложить полученную дробь в ряд по воз-

растающим степеням у.
53. sin а -(- х sin 2а х2 sin За  b �. . .   s �_2� sin (п -j- 1) a - f- . .  .
Ряд сходится при |х |  <  1.
Указание: Разложить, дробь на простейшие и, представив разложение в виде

2  г 1 — хеа 1
воспользоваться формулой суммы для бесконечно-убывающей геометрической про­
грессии.

, , 2 " - I  »_L
+■■••+ 4^4-1 х -+- • • •

1 , 3��#� � �� � � J
2 4 ?

Ряд сходится при I X I <  1.

%
��#� �� � � �' X

���
+  ���� +

2л ' 2 (17 • 2К— 1 -  5)
+  •••

(2я +  !) +  ( -  I)” 
�

_2�� �#� ##

,8н

p�}W � $�� �8h

8 (n+U -г 1

29 _
х2 х

Ряд сходится при I X | >  4.

56. 1 + х +  Зх2 +  . . +

Ряд сходится при | X I <  1.

57. 1 — х +  х8 — х9 +  • • • +  х1

__ х sin 2а х2 sin 4а5о. —;-------Ь- — ------ Н” • • . ~гsin a sin а ыи а
Ряд сходится при |х | <  1 .

� � � � � � Z �� � � ��� o �� � � �� � � /�� # � M�� W ��5 ��� � К)� �st�� � �_#���st�� + �o�� � #
(«2�  � st��� � � �� � � � ��� @� V � �'��  � � ��� �� �� � � � ��

=  (с2+  7,) (с2 +  Х3) (с2 +  Х3) .
(с2 — а2) (с2 — 6 2)

х2 -f_y2 -j- г2 =  а2 +  ft2 +  *��� �U�� � � � К-
Указание: Представив левую часть уравнения в виде дроби

У2 (X — Xj) (X — Х2) (X — Х8)
в2+  Х ~r ft2 + х  1 с2 +  X (aa4-X)(ft2 4-X)(c2 +  X) ’

воспользоваться для нахождения х2, у 2, г2 разложением на простейшие дроби 
Сумму х2+ у 2+ ^  вычислить разложением в бесконечный ряд по убывающим 
степеням X.

X2 — X 4-1
61' х2-- I ’

Ряд сходится при ( X ( < 1 .

��� Z#� ‰#� –V��3�S�5# �.1



~v•� r � _ \ H
���� �%�������  ��� ‡% ‡X a (

1 � �
~n(

“ n�b�w%n a
“� �̀X

v �6@8� bH
8

Указание:� 	 �������� ���������!������ “6� b�w%��f � a� d u � �  ���-��)�%�d HHHHHHHH
v � 6@8� W

2S� 1 +  2х
•� ga [ % zv� •

Указание:� ��� ��)��!��)��� ���������)��!���� ���� ��+U�,����$� ����� ��� b� Ъп�H�
���!���!���*�� ����!�*

,tfv�• 2 t i x - j - l � f � и п .�� А� „ �u(

~q
v%v�b�%�l H a

gaH%zx
Указание:� ������)� !�� !��������� ���� ��+U�,����$� ����� ип =  пг -lHa� ���!��H•�

•� f n � W ³8 f v � [ ’ � 11 п ~ � gzH

�!���*�� ������&���*

66 .
“ n�lH�q%v�b�“�f �a

g“�b�`zl
Указание:� †�+U�,����$� ����� �!����$� ������&�����

�̄ f l � [ � l � � f n �f � � B � fv � b� l � � fa� f � и п� d � u � gt�� d � ˜n�f � П �l H � az(

So . S, , . s„
~r(� �/ H‡HHHab=�m

P� Pv

���
6 � • @ @ xjL P H
?[ � ��”%�� a Хя

агхп� ( ( ( � l-a„,� XQ�gPz�d �gP�b�P Š �gP�b�Pvz ( ( ( �gP�H �x„).
Указание:� �������!��)� ����)� !� !���

o g%z�••••• � og“Šz�••• � �� o€g%vz
_ •%z W•g•�•%�b •̂„� • \� g•nz�g“�b�•/z� W� y � •� •� �•�g%/z�g“�b�•�z

�� ������ !�� ��)��!��)��� ��!�����'� U������'� �������������'�  ���������(

%n� lH�gr� n�b�l�z�% n�lH� gƒ � l �b� ~ � n�lH�az�%�f �а3••
}%v�lH� vа�gl� v�b�nz�%�lH� ae�‡%H�l H� v�%�lH�ae

Указание:� ��� ��)��!��)��� �����)������  ���$��#�'� ������(� �������!��‚�
����)� !� !���

og%/z

%�l -а
%v l H�v �%�f � a

\̂� r � P17�0� 0!
)Я+1

т " �	
���� х1� �� х2� ���)� ������ �����������(

†�+U�,����$� !������� ����

�� n�d � g•\� lH� • v� z n

�� ������ �$�)�  ��������!��$� �����*#��� �������.

� + ,� � � !- . � �/$01 � 2!� /3�41�� 2 � ( X /1� 2!� � 54*��

	������ ��������� ���� �����

«о3 +  «!3х 4  • • ■ 4  цп8х” 4  • • • =  4 -
%v�+ � v ��%�l H�a f

v %�H H�I
%v�b� (xL3�f � %�oz�%�l H�a

asl



Для вычисления последней дроби принять во внимание соотношение 
X! 8 +  Х33 =  (X, +  х2) (х, 2 — =�=8 +  Х23) 

воспользоваться связью между корнями и коэфициентами знаменателя.
69. ���@������  Воспользоваться тем обстоятельством, что ряд 

и„ ~Ь c̀  1 +  . • ■ +  ��=� �  +  —
■редставляет рациональную дробь, знаменатель которой равен

хи+ й 1х”~ 1 +  . . . +  а „ = /(х ) .
Обозцвчив числитель ее через Ф (х), 

дачи 67, что
показать, пользуясь результатом за*

_ _ ср (Хг)  ̂ж—1 , , 9 (х«)  ̂ т—1
�& Q � � c", = 1 + ' • • +  � ��=�, c�  •

где х„ х2, ••• =� суть корни знаменателя. Вывести отсюда, что

пред. �� +1 _ ,

70. ���@������  Коэфициенты ряда связаны некоторым соотношением вида 
�C�'� �  +  « А - т + , +  ■ • • +  ��~  =  0 �C ±  0.

Беря из последовательности

М0> 1̂, 2̂’ * • • н», ��� *
�  каких-либо следующих друг за другом чисел ��*� ��ci*� � � � � � е_-т _л , можно полу­
чить в силу условия относительно значений, принимаемых этими числами, самое 
большее 3й* различных последовательностей ��*  ие+1, . . .

Показать, что некоторая последовательность ��*� ��}1}�*� � � � � ��1 �} "  повторится 
далее в виде не+/1, ���*}�}*K *� � � � � rj�U �̄U}%} "  и что заданный ряд может быть пред­
ставлен в форме

( « 0  +  М,Х +  • • • +  не_ ! Xе “ 1 -f U eX e >� U e+1  х*+ 1  +  . . . X'+P_1)

( 1  +  N| +  cš  +  . . .).
Вывести отсюда, что его сумма равна

V�4 ,
1 — х р ’

где /  (х) есть целая функция, коэфициенты которой равны 0 , +  1 , — 1 .

71.
�
&•

���@���� : Искомая сумма равна — /'(1 )
/(1)

, где

/(х )  =  хв+ х в-1 +  ..-  +  1.
72. ���@���� : Воспользоваться формулой

4 - ~ i _
/  (X) P —  ��  1 X  —  Х2 X —  ��

где х,, х2 . . .  =B" суть корни многочлена

/(х ) =  �T=��>  ajXM— 1 +  ■ •. +  ���

Обозначив через �  угол, который образует с осью вещественных чисел прямая, 
проходящая через точку, изображающую корень � �  функции / ' (х), положить

c�� �9
(Тк +  “) *

6� � �� , ; $ 0 * 2 , . . .  ��
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48. a03S  xtsxk*xe =  — 1 2 а02я6 +  Чайагаь -- 4я0яаа4 — Загад4 — +  алагаг.

49. a03S x f x ^ x f  — я 32 — 2 я 2я4 2я4я5 — 2 я0а„.

50. R (я„, av ...a„ , Ьв, 6 4) =  я0Ь4п — я16 0&1и - 1  + . . .  +  (— \)папьвп.
52.� S � � � � � ���� � � я 02й 22 — aBaxb1bi � � айаф42 — 2айагЬ0Ь2 �

+  a jb 0bt — аха%Ьфх +' яа2*„2-

53. R{f, � ср) =  3. Общих корней нет.

54. S�(/, а) =  О. Есть общие корни.

а0, й |, ■ • •

55. /?Г<р, 0 =  ............................

0̂ ■ • • &П—1
58. Указание: Воспользоваться результатом предыдущей задачи.
59. Указание: Заменить в выражении функций /(х) и ср (х) аргумент х на x+t. 

Показать, пользуясь свойствами результанта, что результант, составленный из коэ- 
фициентов преобразованных функций
} (х +  t) =  а0'х™ +  я /х 1' - 1 +  . . .  +  ап\  ср (х +  t) =  b0'xm +  Ь1'хт~ 1 +  . . .  +  Ьт ' , 
удовлетворяет соотношению

(Яо » Я4 , . . . �� +���� +g ... +$�&�9 �S (До, Я4, . . . Я,(, *0. »11 * * ■ »m)i

и, найдя производные — (г =  1, 2, . . .  н, /г =  1, 2, . . .  яг), взять производ­
ную по t от обеих частей этого соотношения.

60. Указание: Пользуясь результатом задачи 57, показать, что
R  ("0. j, ak -j- lb0, ак_j_j +  X&j,... +  Х&ет, ак_̂ т_j_1(... я,„ Х0, bv . . .  bm) =

^  5  (яо* я4 .. • я„, Ьв, Ь± . . .
и, дифференцируя по вывести отсюда предложенное соотношение.

61. Указание: Предположив, что ш (я0, я4, . . .а п, Ьа, Ьг, . . .  Ьт) делит R (а0, . . .  ап 
Ьв, . . .  £т ), заменить функцию ся (д0, . . .  а„, Ь0, ...  Ьт) ее выражением через корни 
функций f i x)  и ср (х) и показать, пользуясь выражением результанта и симметрич­
ностью R и со относительно корней функций /(х) и ср (X), что

01 (̂ о» • • • »о • ■ ■ Ьт) =  А  П(х, Уі),

где А есть постоянное, равное аатЬ0п.

62.

63.

�& а1 m � m � &

0 m� а 1 Я2 m J

& 0 0& 0�

& �& * 2 &

ь„ »1 *2 & &

а0. «н &

0, m &� «1» � �

0, 0& � ^1» 6 .
�&� »11 ^2» 0

Общий делитель « 0 « г

* 0 » 1

X +
�0 2̂

��

�..





^1̂ 0 �‰=� 2̂̂ 0 0̂̂ 2» «з*о
75. Й2^1-- “Ь 8̂̂ 0» «з*1

0̂> 1̂» *2
76. ���@�����  Воспользоваться уравнениями, определяющими 	v� ��
77. Воспользоваться результатом предыдущей задачи, помня, что

Нш- +  =  °> И-** =  °-
« 0*1 Д і&о.- Йо&а ^2^0? « 0*3  « 3* 0? « 0*4

« 0*2 # 2^0» «0*8 « 3*0  Н“ «1*2 «2*1» « 0*4  "Ь « А  « 3* 1» « 1*4

« 0*3 —  « 3^0. « і * з ~  « ���  +  д 0й4? « 2*з &���‰M +  ��s�* « 2*4

Д(|’ « 2> «3

« 0*1 « 0*2  « 2* » «о*з « з* о

«0*2 йа^о» « 0*3  «3*0  +  « 1*2  « і *1> « 0* 4 =  0.

« 0*3 « А  — « з *і - г  « 0*4, « 2*3  « 3*2  “Ь  « 1*4

О б щ и й  н а и б о л ь ш и й  д ели тель

«о*1 �1s�*  «0*2 «2*0 . «0*1 «1*о> «3*0
«0*2 «г*о> �”s1� �‰�  ”В «^*2 «2*1 «0*2 «2*0» «0*4 «1*3 «3*1

«0*1 — «А>
+  *4 , ,

«0*2 «2«0> *1
79. х2 — Зх +  1.
80. х — 1.

7, 8��� 16, 15
81. 8���  26, 8�8��  4 9 т  +  111, 15т — 93 = 0 .

15, 15т —93, 21т +162
82. т 4 �  9 т 2 +  54 =  0.
83. 28т3 + 713т2 —100т.
84. (л'2 — ��8��  — ���  +  �����  +  Ž,� — (2� �� ’— т т '  +

+  р  — л'3 + тт'* — п т ') (т ’д — т ' п ' 2 + т п ' 2 — р п ' )  = 0.
85. Степень дискриминанта 2�  — 2. Вес дискриминанта � � � �  1 ;.
8 6 . ���@���� : Воспользоваться соотношением

/ '  (*<) =  «о (X* — *і) . . . (X, -  X,..- і)  А  — Х,ч ( х / - X«).
< (и -1)

87. •  =  ( -  1 ) 2 л«аи-- 1 ���@���� : Воспользоваться результатом предидушеї
задачи.

>*("-!)
88. II 2 ���

«0, «і. • • • «И_1> �� 0  . . . 0  і л — 1

0 , «01 «и — 2» « « -і , . . . 0  � 
1

строка
89. п0 Л (а 0, а. • • • « » ) = )

1

0 , л«0, • • ■ 2 «и_ 2> «и— 1 , о . . . 0  І �  строк

««0., (л 1 ) «1> • • • «*»-]> 0 , 0  . •о !
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90- О (а0, аъ а а, а3) =  27д02а32 — 18а0Д1а 2аз +  4а0а й3 т  4да3д3 — а13а2-.
91. Указание'. Допустив, что О (а0, ах . . . а п) имеет делитель у (а„, 0 :5 .. 

представить его в виде функции хх, х3 . . . х я и, пользуясь симметричностью 
функции и выражением дискриминанта "через корни, показать, что

V (а0. аь ■ ■ ■ ап) =  Ма02п~ 2 П (х,- — хк).
92. Указание: Воспользоваться результатом задач 89 и 8 6 .
93. X3 +  1 =  о.
94. Нет кратных корней.
95. Есть кратные корни.
96. Нет кратных корней.
97. 	� ръ +  	���� =  ��
98. X =  1 1 .
99. т ~ — �8� л = —■ 1 .

100. т — — 75, п =  — 6 , р =  2,5.
101. от =  ���*� л =  ���8� т =  �	�*� л =  96; т =  ��	*��*� л =  — ��O�

102. Два двойных корня при р  =  — 12, д =  9.
Один тройной и один простой корень при

9 =  £ - ( - П 1 + 6 4 / 3 ) ;

Д =  у  ( - 2 7 - 1 6 / " § ) ,  ? =  у ( — 111 — 64 /^3 ).

о т д е л  VI. 

ПРЕОБРАЗОВАНИЕ УРАВНЕНИЯ.

2. у 5 — 5у4 +  10у3 — 10у2 — 2у — 5 =  0.
3. а =  2. у 4 — 23у2 — 60у — 45 =  0.

4. ( - | )  +  « / . ( - | ) й 0 .
где

/(х )  =  х3 -|- ахг + Ьх + с.

5. (т — 1) ах т(т  — 1 )
П~2 0�1�� �

т ( т — 1 ) (т 2)
Г71У~з 1)” -1 Дп”*"1 а„

6 . Корни уравнения; — 1 ± / ' У  2, — 1 ± / 'У .З . ___
7. Преобразованное уравнение: х4 — 24х2— 1 = 0 .  Корни его ±  V  12 ±  ]/1 4 5  .
8. X =,78; X! =  — 1, х2 =  — 2, х3 =  — 4, х4 =  — 5.

9. у 4 +  8у3 — 111у — 196 =  0; у 1 — 8у3 +  17у 8 =  0.

11. у 3 -  18у +  27 =  0; хг =  * у г, / =  1, 2, 3,

12. у 4—• 4у3 +  12у2 — 18у +  27 =  0. Подстановка у  =  Зх.

13. у 4 — 9у3 +  1875у2 — 1500у 4- 2250 =  0. Подстановка х =  ---
5у

14. у 4 — 25у3 4- 375у* — 11 700 =  0. Подставка ЗОх = у .

15. Ь0хп+ Ьхх”~л +  . . .  +  &„ =  О, где Ь3 =  {— 1 )*Ха,, X -  произвольное число.

2 0 2



a~(� Указание:� ��� ��)��!��)��� ���������)��!���� ���� ����� ���!������  ����������
��� ��������  �������!��'� у �d ��•%(

aƒ(� � q� v� l � f � q� n� f � w� v�b�v��b� s�d �	�

���)� ����$�� �����(
as(� ������ ����$�� �����(� ���������!������ ���!������ % n b r%vb �% �b l �d �u(

$M�� †����� ���!������ v�� f � У  2.
Указание-.� �����!��)� ���!������� ������ ��������� ��!�$� �!�������� �����'� ���"

����(� �� ��)��!��)� ��� ���������)��!��� ���� ������� ���!������ ��  ��������!������
���*�� ��#�'� �����)(

va(� Указание'.� ������)� ��+U�,����$� ���!������� ������ ��������� ��!�$� �!�"
������� �����'� �������(

$.� � � q� f � ƒ� n�b� ~� v� f � ~� �H �a� d �u(
vl(� � v�b�v��f � a� d �u(
vq(� �x� f � al�n� f � qu�v�f � ~� � f � a� d �u(
v~(� � n�b� ƒ� v� f � ƒ� �b� a� d �u (

vr(� gb�azy€H W ‚ �f �Рту т�f �gH�Hzрт~ 1 яут~ г�f � m�|�m�f � i$� = �u(

Указание:� ���������!������ ���!������  ���������� ������'� хт� ��� � � ��� � � �!"
�����

g�W%B�f �рхт� f � ц)� gt��%y�f �рхт + Я) ■■■�gX��%��f � рхт�f � д)�d �	��
���� X��V� ����(� (� �&� � ���)� ������ ���!������ &š�d � a(

vƒ(� !�•v �f � 'e• vŽ [ v �f � ( ( ( � f � а„�d �	(

vs(� � q�b� ~� n�H �vƒ��b a~�d � u (
п — к

.M�� †�+U�,����$� ���!������ ���!���!���*�� ����!�*� ап_ к —� p �акУ.� v� �����

���!������ ������ �����)� хъ � ��� ���� ������ �������)� b � (� T��!������ �������'� ��� ���
/ 

������ �����)� + У  У.� ���� - } Г \ .
.�� � Указание:� ���������!��)� ���!������  �������!��'� � � d �%�f � b � �������"

��!������ �� �!������ ��-��� �����!��)�� �������� !�  ����!������

og“( .� �� (Х
кba Ч ) ( ± г хк ^ � �� g�

а0 к— 1  \ — хк —
Хк )

х � f � b � ��� �(� ��!��� ����)� ���!�����

п у  -  Хк -  —  =  О
к=1 \ Хк !

 �� ����������� � � � �b� 2 У � „(� ���� � �f � v � У  >-,� !� ����������������� п,�  ������!����� ���$'
п�b� a

�!������� �� ��&����� ���!������ �!������� �� ���!����*� ��� ���� b Hb �  ��� п� ��������
и

п
�� ���!����*� ��� ���� b�  ��� п� ������(

nv(� †����.� т� p �Ут*�b� п, 2т� p �\У4т2�b� п.
Указание:� ���������!��)� ���!������  �������!��'� � �d �%�f � b� |

nn(� %a�d �u �� %��d �b a�� %n�d �%ld � b H W H �n � �� %q�d �%/�d HHHa�H���1

nl(� %v� d %n�d �v� %��d �%(�da
ma(

Указание:� ���������!��)� ���!������  �������!��'� � �d �%�H‡ HHHH

�F�



35. =� =  16, х2 ��L*  х3 =  1, х4

���@�����  Преобразовать уравнение подстановкой у  $ �= +  — •

36. Преобразованное уравнение получится подстановкой �  =  х +  из

нения /(х ) / : 0 , которое можно представить в виде

cu�
; — 1

�  0.

37. s�  =  ( -  "  /  (х) =  х2,в +  � � �d% # +  . . .  +  1.

���@�����  Воспользоваться соотношением

( -  У" П ( * * + = ( - т Г П  - х*> ( '-•£ )
ft—1 ft=l

3S. ���@�����  Разбить левую часть на произведение двух множителей
/ 1 ' 1 \'■?(Х.= (X — Х4) (х — х2) . . . (х  — х„), Ф(х) =  |х — —  J . . .  (х — —  ) ’ 1**1 =  1- 

Показать, что коэфициент

1 + V  +  V  +  . . .  +  +  V
а и — - -  ,

если положить, что
'•? (X) =  х" +  ftjx” -1  +  . . . + Ь п.

Вывести отсюда, что числа .Ue� s�*. . .  6 И не могут быть все одновременно ве­
щественными, и, опираясь на теорему Даламбера, заключить о существовании по 
крайней мере одного корня =�* модуль которого равен единице.

39. ���@�����  Преобразовать уравнение подстановкой = $ � > �  и, восполь­
зовавшись результатом предыдущей задачи, показать, что существует корень N?$8 cos а, 
где � �) =  cos ср +  / sin сс — корень преобразованного уравнения.

40. ���@�����  Преобразовать уравнение подстановкой
2п-М

и воспользоваться результатом предыдущ й задачи.
41. ���@�����  Представить легую часть уравнения в виде суммы

��C — яД =� +  �����  а2) (хи +  х”-1 ) +

+  (я2 -  а з) (хп +  х” - 1  +  х” -2 ) +  . . .  +  �C��=�  +  Xй - 1  +  . . .  +  1 ).

Отметить, что при | х I =  1 точки �T��  х”, г, =  х” +  хв_1, . . . ��  =  х” +  
+  х'* “ 1 +  . . .  +  1 лежат на окружности ƒ  радиуса единицы, проходящей через 
точку О. Приняв во внимание, что все числа я0 — �=*� ��  — а2, . . .  �C одного знака, 
вывести, что точка

� �$ �0� �T����"0�T�> �0� �"�����y� �"�> ��� ��� >� 0� �� 0��  
лежит внутри окружности ƒ  и потому отлична от О во всех случаях за исключением 
одного, когда �T�����*� �� � � � � $ ���  и хи +  =п ~ 1 +  . . .  +  1 = 0 .

42. ���@�����  Предположив г = | х | > 1 ,  преобразовать уравнение подстанов­
кой х =  ��  и воспользоваться результатом предыдущей задачи.
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43. Указание-. Показать, что все корни уравнения
2п /  г .  -4- 1 \2
п  Су — у<) =  о; у < = ( - ^ — 1) \  / = 1 , 2 . . . 2 л

двойные, ИСХОДЯ ИЗ ТОГО, ЧТО Уі не меняет своей величины от замены хі на х{  1 
Заключить отсюда, что решение преобразованного уравнения приводится к решению 
уравнения степени п.

44. Ьп = 'у ^ у -’, где /(х) =  хп + а̂ хп~1 +  .. .  +  1.
Указание: Воспользоваться соотношением

Ьп =  ( -  1)" <*!+ 1)3...(ХИ+  I)2 
(*, -  О2 • • • (*„ - 1)2

(* 1  +  1) +  1 j  • • • (Хп +  1) (х п 1 +  1 )

(1 — � � � (1 — Xi_ 1 ) . . . l l  — Xn) (1 — х,,“ 1)
46. у*— Чу +  1 1 у — 5  =  0 .
47.� у3 — 1 8 � B� +  	Oу � �	��6 � 0 .
48. у*— у 3 — Зу2 +  у  +  2 =  0.
49. у 3 —- 1 = 0 . Корни данного уравнения 2 +  / У  3, 2.
50. j Iі — 1 = 0 .  Корни данного уравнения 2, 4, 1 ±  /.

51. ( у — I ,3 (у +  I)2. Корни данного уравнения: 2, —3, —  і ±  � �,� �
�

Указание: Приравнять нулю второй и третий коэфициенты преобразованного 
уравнения и из полученных уравнений вычислить >. и р~

53. 79у3 +  у 3 — Чу — 1 =  0 .
XУказание: Привести функцию ^ -----— от корня данного уравнения к це­

лому виду.

Указание: Воспользоваться предыдущей задачей.
55. Указ mue. Преобразовать уравнение /(х )  =  а^хп +  . . . +  ап =  О подста­

новкой у  =  ср (х). Показать, что преобразованное уравнение F ( у ) — 0 отлично от 
данного. Использовать то обстоятельство, что данное уравнение и преобразованное 
имеют общие корни, составив [ /(х ) , /•'(х)].

56. Указание: Преобразовать данное уравнение подстановкой у  =  2 — х2.
59. у 3 +  4у3 +  Чу +  10 =  0.
60 . у 8 —  6у 1 —  19у2 =  О.
61. у 3 +  2 ау3 +  (а3 +  b) у  + ab — с — 0 .
62. аЬ — с — 0 .
63. у 3 +  Зу	  +  Зу�  +  у �  +  4у �  +  4у +  1 =  0.

64.
(-1 ) ' , / w  Су)

л!

' / ( f )  • F (У):
О,

( -  1) 

(-1У

- і
(л -  1 )!

JW {y )  
п\ '

• • /(У ), О

— /Ч у ), / ( у )

. . о 

. . о
} �(строк

О,
� � �

^0» ■ ■ • ° п - 1> (Ху • . . 0 )  л
а1> . • • аю 0  . . . 0 (строк

где /(х ) обозначает левую часть данного уравнения, а Р (у) — преобразованного.
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У казани е: Воспользоваться обстоятельством, что при у  =  х,- +  х 4 
f ( x )  и /{у  — х) =  О имеют общий корень х*.

__ п( п  — 1) „ 1 , . ,
~q(� т� W� �� jx�d �b

~~(� � �• �v�v�H �a�d �	(

~r( �~� —  v� l �— T � — 4у2 f ƒ �=  u(

68. Если через /(х) обозначить левую часть предложенного уравнения, а черег 
<р(х) функцию, которой корни равняются квадратам корней данного уравнения, 
левая часть искомого уравнения

=  О
определится равенством

а,„ а п у , . . . аду” 0 . . .  О

О, й„, . . .  «гУ” - 1 , й0у и. • . • О

» ( y ) - F fy )  =

О, а0, . . .  aM_j, ап . . .  О

«о. 1̂» * • • @п> О . . .  0

75. У казани е: Использовать обстоятельство, что функции /(х) и / ^ -^ -J имеют 

общий корень при у  =  х,- • х*.

69. /н =  j _ g " , =  s0s2i  -г   ̂  ̂ j sis2k~2 • ■ • "У sakso 2* s2a*

70. �n� —  28у* - f  245у —  650 =  0.

■ л _ п (п  — 1). /к \
ra(� o��b� \~~2� €� b�x‚x ƒx� { � a� z�SlS%kH a�NB�m�x�|�B’�s2kso-

72. у 3 -f- б^у2 -j- 9р2у  -f- 4р3 -р 27д2 =  0.

73. у 3 -  ЗОу2 +  225у —  68 =  0.

74. у 3 — 18y2-f- 81у =  0.

75. Указание:� Умножить левую часть уравнения на

a� a�� ( ( ( � a

|  п строк

п  стр ок

гд е  а —  п ер в о о б р а зн ы й  к ор ен ь  с т е п ен и  п и з  еди н и ц ы , и п р едстав и т ь  е е  в в и д е п р о и з ­
в ед ен и я

� ba� gŸ� 9xzŽ b � a

k=0 S

П ок азать , что п р о и зв е д е н и е  о б р а щ а е т с я  в н у л ь  п р и  * =  а* —  аА (г ф  А), и�
сд ел ат ь  о т сю д а  т р е б у е м ы е  за к л ю ч ен и я .
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m2�
• N�c,G]/]� �� � �� �� M

�
о, - ^ / « ( К у), • .■ � E � � � , * � Q v � � , � 5 �� �� M

�X�&�

“ я - 1) ��
о

О, а„,

šTk 1̂?
���@���� : Воспользоваться тем, что при 3 / =  (хг ~-  хА) 2 уравнения / ( х )  =  0 и 

^ ( | / у  4 " х) =  0  имеют общий корень.

77. гу8 — <7 ( 1  +  р  (1 +  /' ' ^  — (1 +  г; 3 =  0 .
,, „ х, • х. • х3 +■ 1 � � 1-1
���@������  Заметить, что � v =  —4-------- -------=  — —

{
78. у  — 4.у» +  7у +  3 =  0.

х,-

���@���� : Заметить, o�9� Уі ~  =*� — х,2. 
79. 25у3 +  37у2 +  18у 3 =  0.

Np���@������  Заметить, что _у,- ■ 

80. ��  +  �,'  =  0.
1 —2 х;

���@�����  у,- =  х 2  -|- 9

81. у 3 — 5у2 — 17 � �+  29 =  0. 
���@����� � 1 � �6 � � ; L �3 �Q; �2 � 6 � P �& � � L �3 �= � PT

� � 7  «а -  2х2.
82. 245у3 +  288у2 — Ш у  4- 145 =  0.
\ ( X V8 3
���@�����  Л  =  д - ^ у  •

83. 15у8 — 12у2 — 6у — 5 =  0.
���@�����  1 � �6 � � ; L �3 �Q ; �2 � QPT �� �Q�� � � 3 P= �Q3 �

х,х, — =��=�
� ="�> �=8���='��  х4 

как легко в том убедиться, представив его в форме
��  — =�,� ��  — ха) =  ����  х3) ����  х4).

выражает условие, что произведение двух корней уравнения / ( х  —у ) =  0  равно 
произведению двух других его корней. Найти значения �*  удовлетворяющие этому 
условию, приняв во вниман> е результат задачи 6 6  отдела Ш.

�v�  — 1)84. пг —

85. (у2+ У  +  1)3+.У 2(У +  1)2 = 0.

K-
(у  — 1 )"

«о Уп, . . ап, 0  . . . 0

0 , а«Уп, • • а п- \У ,  ап . . . 0

о , а0, • • . . 0

щ . аг, ■ ■ • ап, 0 . . 0

: 0.

�$�



Указание-. Отметить, что уравнение/(х) =  О и / (  ух) =  О имеют общий корень
Хгпри у  =  -2 -
*к

87. у8 4- 5у +  6у  — 9 =  0.
Указание: Заметить, что у г =  хг-(2 -(- хг-)2 — 2;
8 8 . я0в.У3 +  9«о4 — « Л  у 2 — 27 [(а02а3 — За0а4а 2 +  2 а /)  — 4 (а0аг — а / ) 3] =  О
Указание: у 4 = / '  (х*) =  3 (я0х,'г +  З а л  +  аг).
89. а03у 3 — 6 я02а3у2 -)- 4а0 (40^., — а0а4)_у — 8  (2а0а3г — За0а 2а 4 -)- а / а 4) =  0.
90. а2 =  46.

ОТДЕЛ VII.

АЛГЕБРАИЧЕСКОЕ РЕШЕНИЕ 
УРАВНЕНИЙ 3-й и 4-й СТЕПЕНИ.

где

2. а ~{~ Ь, а —-ь, а.
3. Я, а 4- Ь, а - - 0 .
4. 4а, а-{ Ь, а--Ь .
5. а -х~Ь, а —-ь, а — зь.
6 . а- +  аЬ, 2 (аЬ+  *2) , а 1

7. а, 2а, Ъа 1
8 . а - |-Ь, а 1 ь ~ \
9. аЬ, а " 1, б” 1

1 0 . а - -  1 , а-\- 1 , а 2 +  1 .
1 1 . 1 , 1 + / , 1 * 2г.
1 2 . 4/, 1 —1~ -  1 +  і-
13. 2  +  /, 2 - • г, 2 + : Зг.
14. X == а» 2 и2 гг,

Й II Х
г

Цр \ Т  + /

&3.

27 - 1 / 1 ( 1 - /
/  , Л / 
4 ~1~271

Значения кубических корней можно выбирать независимо один от другого. 
Указание. Подставить выражение х в уравнение и подчинить выбор и, у

условиям

15.

Р ,
3 (а6 уь) — д, и8»3

а3 =  — (*1 +  +  ->%)* ^  
9Л

1 ХаХ3 +  Ц>2Х1Х3 4- МХ.Х2 
3 Х4 +  <о2Хг +  шх3

л
3 '

(*1 +  “> %  +  ®Х3)3

о3 =  -)-

9/7

1 ХгХ3 шХ4Х3 -(- ш8Х1Хг
ш2Х,

Р(хг, Ха, Х3)
(Х4 +  <ох, +  ш2Х3)2

9Р
Указание: Воспользоваться соотношениями

: и Ь ЦУ2, гг2» ■ о»2 ииг •<«, х3 =  иН' - и> +  а » 2 • ш2.

16. и =  -  (Х4 +  «>Ха +  о>2Х3).

V =  д ���  +  ш2хг +  ШХ3), Р (Х4) Хг. Х3) =  ~  (Х4 + «х3 +  <ъгХ3)3
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, Х, +  Х2 — Х3 — Х4 _ хх —х2 + х 3 — х4
Р ' -  ' 2  ’ Рг~  2

_  хх — х2 — х3 +  Х4р3 -------------- ---
а 246. Вспомогательная функция способа Эйлера: (Хх 4- х2— х3— х4)2; в спо­

собе Феррари (хх — х3) (х2 — -х4) — (хх — х4) (х3 — х 2); в способе Декарта 

4 ~ (хх + х 3 — х 3—  х4).
Вспомогательная функция Феррари есть линейная функция от вспомогательной 

функции Эйлера или функции ххх 2 -(-х 3х4.
47. 4 (а ^ и  +  а0а3 — ях2) 3 — а „2 (а0а4 — 4ахл3 +  Зя22) (а021! +  а0а2 — ах2) +

+  «о3 («о°ааі + 2 лхя 2я3 — а„а32 — а ,ая 4 — л28) =  О.

О Т Д Е Л  VIII

Ц Е Л А Я  Ф У Н К Ц И Я  С В Е Щ Е С Т В Е Н ­
Н Ы  МИ  К О Э Ф И Ц И Е Н Т А М И .

2. Все корни функции F(x) вещественные и простые. При X ф  — 1 функция 
имеет корни х0, х Х1 . ■ . х„ _  х, причем Ьк _  | <  хк _  х <  ак , к =  2, 3, . . . л, корень 
х а >  Ь, если | X |>  1 ; х0 <  дх, если | Х| <  1. При X =  — 1 функция имеет п — 1 корней 
расположенных в промежутках Ьк _  х <  хк _  і <  ак, к =  2, 3 .п.

3. Все корни вещественные и простые. При X >  0, х х <  ах , 6 А_ 1 < х * < в *  
(£ =  2 , 3 , . . .  л).

При Х < 0 , ак < х 1 <_Ьк, (лг =  1, 2, . . . л  — 1), х н >  а„.
4 Указание: Убедиться, взяв результаты задач 1, 2, 3,̂  что корни функции

А х )  + Хср(х)
перемежаются корнями ср(х) и /(х). Сделать из этого надлежащий вывод, представив 

Ах) +  рф х) =  [/(х) +  Х-х(х)] +  ( р. — X ) <р(х).
5. Возрастают вместе с X.
Указание: Воспользоваться результатом предыдущей задачи, взяв функции 

/(х) +  Х'х(х) и Дх) +  Ххср(х), где Хх >Х.
ср(х) =  (х — &х) (х — й2) . . .  (х — 6 „) /(х) =  (х  — ах) . . .  (х  — а„).

6 . Все корни вещественные и простые хх, х2, . . .  х 2п. о2А _  х< х 2А _  х <  Ьгк _  х 
Ьгк<Х 2* < Я 2*, * = 1 ,  . . .л .

7. Указание: Воспользоваться предыдущей задачей, представив последнее 
уравнение в виде

Ах) +  р» (х) =  [/(х ) +  Яср(х) ] +  (р — Я) с(х),
Д х) =  (х — а х) ..  . (х — йхп) , ?(х) =  (х — йх) . .  . (х — &2П).

8 . Указание: Воспользоваться результатом предыдущей задачи.
11. - 2 й Х ^ 2 .

13 рі= — Ь. 

15. О гё? ±=6.
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ar(� 	���� �����)(
aƒ(� “�d �b�q(
as(� v(

vu(� Указание:� ������!��)� х  —� v�‡ook � !�левую � ����)� ���!������  � �� ��)��!��)�
����!��� !�#���!�������� �����'(

va(� ���� ���������!��� ������ ���!������ ����$(� ���� ��������� п� ���!������ ������
����� !�#���!���$'� �����)(e

vv(� ���� ��������� п � ����� !�#���!���$'� �����)(� ���� ������� п� !��� ������ ����$(�
Указание.� w���*������ ��������  ����!����)� ��� п к п + � a(
�� ��)��!��)� ������&����

х п
'Г '«(* ! =  ■■?«_ 1 (*) . '?«<>') =  <РЯ _  ] (X) +  ,

���

п(х)�d g��H �a ẑ
( ( ( f � a(

vl(� Указание:� ��� ��)��!��)��� �������'� �������  �������� ��� ��  ����-������
��-��� �!����  ������!����)�$��� �������(� ���� ��������� ��� ���-����� �����'� Г{х)�
 �����)� !�� !�������� ��������� х,�  ��!��%���#��� ������)&�'� �����)� og%z� �� ���)&���
������)&���� ��� �����'(

v~(� ���� ������ !�#���!���$�� �������$� �� ��-��� !(� ����-����� 	�� a(
vr(� ���� ������ !�#���!���$(
Указание:� ����������)� U���,�*� х} (х).� k
vƒ(� ���� ������ !�#���!���$� �� ��-��� !�  ����-����� gu�� b� az(
Указание:� �����-��)� �����)����  ���$��#�'� ������� �� U���,��� g%�f � 1)т
29. ���� ������ !�#���!���$� �� �������$(

йпе ~  **Указание:� �����-��)� �������� ������ �� U���,��� b HHHHHHH“�� ���� “�b�!��)��

������  ���-����)���� ������� �������� ���� !��� ������ 1/п— a�(хz� !�#���!���$(

nu(� ���� ������ ���!������  ���-����)�$(

Указание:� S��������� Рп[х)� ���!���!������ ������&���*

йпхпе х�
йхп

��� ��)��!��)��� �������'� �������  �������� �����U���,��� е х хп�b�“�� ���� “� ��"
��������� ������  ���-����)���� �����(

na(� ���� ������ !�#���!���$(

Указание:� �����-��)� �������� ������ �� U���,��

nv(� ���� ������ !�#���!���$�(
Указание:� ��� ��)��!��)��� �����)������  ���$��#�'� ������(
nn(� Указание:� ����-��)� !�  ���$��#�'� ������� к —�v�� '�d �n� �� !�� ��)��!��)���

 ���������� !�#���!�������� �����'� ���!����'� !����'� �� ����)�'� ��� ���(
�� ���� �������� ������ !��� ������ ���!������ �������$�� ����� d � �� �����(
nl(� Указание:� � ��������!��)� U���, �*og%z�  �������!��'� х = у  + и� ��  ����"

-��)� �� U���,��
Пи)

<? (у)  = / ( « )  +  /'(«)■ у  +  ••• +  У 8 - ^ г
�����)����  ���$��#�'� �������� ������� и� !�#���!���$�(

nq(� ���� ������ ���!������ !�#���!���$(
Указание:� 	 �������)� ��� ���-����� �����'� o •g %z� ��  ����-��)� �����)����

������� n(
n~(� N���  ������� �����(
nrH� ���� ������ ������� �����(

vav



/

33. Все корни V�4, вещественные, простые и перемежаются корнями много­
члена tf(X).

39. Число вещественных корней больше или равно ��
���@������  Определить знак функции •�4,  при корнях уравнения V04 , =  0 . По­

казать, что в том случае, когда между последовательными корнями V��4, нет корней 
х) — �*  функция •v4) обращается в нуль нечетное число раз.

40. Число корней либо равно числу корней V�4,* либо меньше на число четное.
41. ���@�����  Приложить теорему Ролля к функции х*/(х),
42. Все корни вещественны и лежат в промежутке (— 1, -}- 1).

L���@�����  Воспользоваться соотношением

(1- х 2) ?'«(*)= я?» _i(x)
В задачах 4 4  — 51 через �  обозначена верхняя граница числа положи тел ьных, 

через �  верхняя граница числа отрицательных, через � нижняя граница числа мни­
мых корней уравнения.

44. � �$  2, �� ��8*� ���� �  2.
45 � � ��� "*� � �  1, � =  2.

отрицательный и два мнимых корня.
Уравнение имеет один положительный, один

46. Р =  2, ����"* ]�� 6.
47. •�$  1, �  =  1, ] = 8.
48. Р =  1. �  =  2, ]� � 8.
49. • $  1. �� $  1, � = 4.
50. Р =  1. �  =  1, � & 2 �  —
51. •�$  о, �  =  1, ��$ 2 ��
53. ���@����� Умножить на ���§ і)2.
54. ���@����� Умножить ��� �= а)
55. ���@����� Умножить на �=� 1)”

� � �

56. Да.
���@�����  Умножить на х2 - ■ 1.

57. Имеет не меньше двух мнимых корней
���@�����  Умножить на N� — 1.
55. Нет вещественных корней
60. Все корни мнимы.
61. Один положительный корень в промежутке (1, 3). Один отрицательный 

корень.
62. Два отрицательных корня. Один больше, другой меньше — 1.
63. Один положительный корень между 2 и 3. Два отрицательных корня. Один 

больше, другой меньше — 1.
64. Один корень положительный, меньший единицы. Два или ни одного отри­

цательного корня.
65. ���@���� ; Воспользоваться теоремой Ролля, приложив ее к функции х*/(х). 

Число X следует выбрать равным одному из чисел промежутка (—�*  — � X , *  если 
коэфициенты ��*  ep_i, противоположных знаков. Тогда число перемен знака в ле­
вой части уравнения будет меньше, чем в ряду /х). Предполагая теорему справедливой, 
когда число перемен знака в ряду, представляющем функцию, меньше чем у Bv=,* 
можно заключить, пользуясь 4V��4, -j- Х/(х), что теорема справедлива и для V�4,�

66. ���@���� : Воспользоваться предыдущей задачей.
68. Один корень
69. ���@�����  Воспользоваться результатом задачи 66.
70. ���@�����  Заменить �=$ �  и применить правило Лагерра.

���



О Т Д Е Л

Ц Е Л Ы Е  Ф У Н К Ц И И  С Ц Е Л Ы М И
К О Э Ф И  Ц И Е  (1 , А М И

2. х1 =  1, ха =  — 2, х3 =  30.
3. хх =  3, ха =  5, х3 =  1, х4.=  — 2.
4. Х| =  2, ха =  3, х3 =  — 1, х4 =  — 2
5. х4 =  2, ха =  5, х3 =  6, х4 =  — 12
6. XI =  2, ха =  3, х3 =  3, х4 ~  — 1, х6 =  — 5
7. х4 =  ха =  1, х3 =  3, х4 =  — 2, х5 =  — 6
8. хх =  5, х2 =  8, х3 =  11
9. х4 =  — 3, х2 =  2.

10. х1 =  3, х2 =  5, х3 =  — 1
11. хх =  х.1 =  х3 =  — 2, х4 =  7
12. Нет целых корней.
13. х4 =  — 3.
14. хх =  6, ха =  — 5.

-  1 116. х4 =  —  , х2 =  —  , х3 =  1, х4 =  -  1
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24. Нет рациональных корней.
2

25. х4 =  3, х2 =  х3 =  —

26. Указание: Разложить /(х) по степеням (х— 1) и предположить х нечетным. 
Положить х в выражении /(х) четным.

28. Уравнение имеет несоизмеримый корень в промежутке — � � � — а-}- 1 или 
— а, — а — 1.

Указание" Показать, что числа А(— а) и А(— а +  1) или — а — I) и Р(— а) 
разных знаков, где Дх) обозначает функцию, стоящую в левой части уравнения.

29. Указание: Представить уравнение в виде
(X — а — В)3 =  (х — а)3 +  (х — З)3

и воспользоваться тем, что сумма кубов двух целых чисел не может быть кубом 
целого числа.

31. (х3 +  Зх +  1) (х3 +  Ах— 1).
32. (х — 2) (х — 3) (х3 +  х +  1)
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nn(� g%��b�%�f �az� gv%v�f � w%�b�az(
nl(� g%n�f �%�f � a(z� gv%n�f � v%v�f � nz(

nq(� g%�f az� g%�b�nz� g%v� H � %�f �az� g%v�b�l%�f �az(

n~(� g%�f �aza� g%�f �vz� g%n� f �vz(

nr(� g“��b�%� f �az� g%v�b�%�f �az(

nƒ(� g%v� f � az� g%n�b� j�� f � az(

ns(� g%�b�az� g%v�f �% f � az� g%l �f �%vH’�az(

lu(� (х-�b�%�f � az� g%l�f �%n�f �%v�f �%� ŸzH
la( � Указание:� �����-��)�  ������� j�� b •%� a� ��� ���������� ����)�'� ��� ����

%n�lH��%v�H‡H�Ьх�HzH�с� �� ���!���)�  ����!������� �� �������'� U���,��'(

о т д е л  X

	 _ � � � � N � � � † 	 � N � • � T � ] � N � N � ˜ (

v(� †����� ���!������ ����*���$� !H ����-����� gb� a�� qz
Указание:� ����  ���-����� !��%��'������,$�!�� ��)��!��)��� ��!�����N)*����
n(� †����� ����*���$� !�  ����-����� g	�� aƒz(
l(� †����� ����*���$� !�  ����-����� gb�q�� az(
q(� †����� ����*���$� !�  ����-����� gb a�� lz(
~ (� †����� ����*���$� !�  ����-����� gb�n�� a z(
r(� †����� ����*���$� !�  ����-����� gu�� az(
ƒ (� †����� ����*���$� !�  ����-����� g u �� rz(
s(� †����� ����*���$� !�  ����-����� gu�� vz(

au(� †����� ����*���$� !�  ����-����� g	�� a z(
aa(� †����� ����*���$� !�  ����-����� gb a�� az(
av(� †����� ����*���$� !�  ����-����� gu�� az(
an(� †����� ����*���$� !�  ����-����� g u �� a z(
al(� †����� ����*���$� !�  ����-����� gu�� a z(
aq(� †����� ����*���$� !�  ����-����� gb�n�� nz(
a~(� †����� ����*���$� !�  ����-����� gb�n�� lz(
ar(� †����� ����*���$� !�  ����-����� gb�n�� lz(
aƒ(� †����� ����*���$� !�  ����-����� gb�vu�� vz(
as(� Указание:� �������)�� ���� !��%���� �����,�� ����,����)�$%� �����'� ���!"

������b� a� �� ��-���� �����,�� ����,����)�$%� �����'� ���!������ b� a (
vu(� Указание:� ��� ��)��!��)��� ����!����!��.

�%z�„V��/%��f � аахп а,хп ~ х�d �а0хп�g�a HM� HW © (� f � ( ( ( �f
{ � а0х'1� �/%� o

���� og%z� ����������� ��!�*� ����)�  �����-������� ���!�����(

va(� Указание:� ����-�!� bW � d �o]� �� ˆ bW a d � � �� ������)��� !� � ��!����!����
а0 а0

����!����!�

HH��%V� „V�%y�b�тх" ~ 1 — mix11�[ � v�
ао

— mlx xn- x ~ l

��(�H � B�v�%y�[��Ha�b�o•m�/ �� 9 / �b
((� b� $ P � �[�a�„ �	�� •

���� f(x)� ����������� ��!�*� ����)� ���!�����(� T�����!��)� ����!����!��  ��#�� !������
 �����!�� ���

х ” — т х" - � a� „ � 1хп�
хп — тхп ~ х —

~ \  х п — тхп - 1 — т /хп ~�v�„ � o%y� • a�b� mixŽ�B �v� „ � Рхи�H � ` (((�

( b� 1хх х� „ �o%�[ �a�х п -  х+�a� b� Iх х п ~ х У mlx ~ �a�х п ~ х, . . .
 ��� %�„ �o�lH� т.� ”����� I�  ��� ���������� ���)&��� ���� т.
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Указание: , Положив корень уравнения равным а, воспользоваться соотно­
шениями:

= « * —« +  s ig n / (я*) 1)1 '

L'/c+i ' -а =  + s ig n / 0 )

М
Н Ы - Ш

м
применив к ним формулу Лагранжа.

37. М  | / '  (я)|, если fia ) ■ f"  (а) >  0 ; М  =  ; / '  0  |, если /  0  • /'(& ) >  0 . 
В первом случае приближения имеют вид

Во втором случае

т
Г  {а)

/  ( д )

7 ' 0

V]�X�U5m m

c + J
Указание: Показать, что | / ' ( х ) |  достигает наибольшего значения на той гра­

нице промежутка (а, £), для которой произведение /  (х) ■ / "  (х ) >  0 .

38. ах -. f ia) .
7 7 7

/ 0
7 0

40. 1,35689,
41. 0,59368,
42. 11,19732.
43. — 3,90738.
44. — 2,31469,
45. 0,40742,
46. 0,60742.
47. — 0,80194,
48. — 0,47299,
49. Пред. хк =  а.

к —>оз

1,69202,
2,04727.

— 1,55397, 

•2,08717,

— 0,93135. 
2,45857.

0,55496, 0,85858, 1,14142,
2,56877, 2.90647.

2,24698.

Указание: Воспользоваться тем обстоятельством, что числа последовательности 
возрастают вместе с к,

50. Указание; Представить равенство, определяющее последовательность за­
дачи 49 в виде

Хм — а
'k+i а = Хк -

f{Xk) — f ia) [ / ( * * ) - 7  («)]>

и приложить формулу Лагранжа. ПолучшКсоотношение

хк+ 1 а — (хк ~  а) ■ у  -

вновь приложить к числителю формулу Лагранжа.
51. Указание: Представить разность Ьг— ах в виде

71Y�o �oN Xc,M/�, c m �o �� m 6 � / �X
/(а )  1 7 ,-ч „ч , /"(«)

a < i < X k, a < v ) < x 4 ,

/ 7 )  [ /(6 ) - /(А )]
и воспользоваться неравенством

J / ' (в) • (b -  а) 4- (b -  а /  — / ' (a) ( & - a) я <  Ç <  й.

9� � � � : �
l �1 / 0  — /(а).

*) sign я =  -ф-1 , если я >  0 ; sign а =  — 1, если я <  0 ; sign а =  О, если а — 0 .
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qv(� � X � X � �f �o��� ����� o � (а�f a z � | o•g t �f �az> т / " ( а - \ - �azV

а ■Hŷ�ь�X ���X �а� a�� ���� � f(a)� |�oy �g�z�„ � т/"
ql( r�uslqq(

55. b�a�suasl� b�u�qlqul� a�al~sƒ(

q~( v�~ƒqna� n�ll~uƒ� l�u~ƒ~q(

57. u�lqqsv� aƒ�lnu~r

qƒ( v�qsn~ƒ� l�ulrvr(

59. b� v�lalva� u�v~rsq� u�lalva�� n�rnvuq(

~u( u�~ƒqna� a�ll~un�� v�u~ƒ~q(

~a( b�a�ƒuasl� b �u�llqul� b� u�alalv�� u�alalv�

62. u�qvrua n�q~ƒrr� n�su~lr(

~n( v�uslqq� n�ar~ƒa(

64. b�v�ƒrsnƒ� b� u�~qvra� u�qnvus�� b�n�uslqq(

65. b�v�nal~s� b�a�qqnsr� b� u�snanq�� b u�ƒuasl�� u�

66. u�qsn~ƒ� v�ulrvr� v�uslqq(

~r( b� n�lalva� b� u�ƒuasl�� b u�rnvuq�� bu�qƒqrs�� u�qqls~�� 2,\
69. b�n�ƒuasl( b� v�llqul�� b u�rqnuv(

70. u�~ƒqna� a�ll~un� v�u~ƒ~q(

ra( v�avu~v� l�nlrvs� q�qnvus(

rv( b�a�vn~ur� u�v~rsq� n�vn~ur�� n�rnvuq(

73. u�r~nsn� q�vn~ur(

74. b� a�llsls� b �u�vn~ur� n�llsls�� l�vn~ur(

rq( u�vƒl~n(

r~( u�~nƒ~uqƒu(

77. b�v�ƒuasl� b a�llqul� b� a�alalv�� b u�ƒqƒqƒ�

rƒ( b�v�uslqq� b�a�ƒrsnƒ� u�nlrvs�� a�qnvus

79. a�uslqq� v�ar~ƒa(

80. ‡H �d �u�nnnnn�� u�~ƒqna�О a�ll~un� v�u~ƒ~q(

81. b�u�lu~nv� a�ulrvr� a�uslqq(

82. u�vq�� v�qsn~ƒ�� l�ulrvr(

83. Пред (£а --Ь Я  = о, � ���� W � d �a(�
Ixк —* со

к�b„� ��

a�vl~sƒ(

u�vl~sƒ(

Указание.� � �� ��)��! ��)��� ������&�����

Рк ̂ гк�y’� Рк—\ *
Як�:�D~�'� Як-1 � y

!$ ���� ! � ���� ���)� Y�|x� �� Y�|x� ��� � �� Y�� �

84.
Указание-.� � �� ��)��!��)��� �����)����� �  ���$��# �'� ������ ��  ���- �!�

%к = — \Ч. — Шк-� � ���� -!\{к�d � 	(

���






