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гральному исчислению с геометрическими�

приложениями и по интегрированию �

дифференциальных уравнений.
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3. Если две строки (или два столбца) одинаковы, определитель равен О..

а Ъ ; , , , а  а  |, : =  ао — ab =  U. ! , , — аа  — о а — О
a b а  а

4. 1 т а  тЬ ‘ _ а Ь \ j т а  b I __ а Ъ
3I� H� <  ; 3@ // ' ! ша' // | "  wî i а' >J

5. a -f- « б ;_j а  b | ■ ! а  Ъ \ а -■■■■ >.: Ь .i __  а Ъ , a
а ’-{- а' Ъ'\' \а' V [ ‘ : а1 V ' 11 ' a h’ ; а V ' а' V

благодаря этому
! а А -т а ' b-AviV  1 _ \ а Ъ \ \ а mb Ъ __ а Ь
| a' h' j ! а' �  ! U | а' -4- ��I� b' \ а' V \

три уравнения с 2 неизвестными
я X -j- b у 4 -  e = ü  
3@4 -j- >@C -j- 1@�6 О
а"х 4 -  Ъ"у -f- с =  0.

1*9:;1</=A  если значения 4 A� CA найденные из 2-х. утожествлягот 3-е-

или

„ 1>@ — 1@7� KL31@�6 �3I1� �
—-я 6M------7у 6 >� NA----- , -г-с — О

3* — 	� �� 	� '— 3��

3" D>1K — 1>@E -f- 7O (13@�N N 31@E� 1P (	�@ — 3@>E�G 0.

Это выражение наз. определителем 3-го порядка и изображается:
! 3� 7�1 |
F� 3@� H�1@
! 3@� >O�;O�\.

Нами оно разложено по элементам третьей строки. Можно бы развер­
нуть и по элементам 1-ой:

3�+@1O — 1>PE +  >������  — 3I1OE -f- �����	�  —  �����

Вычисление можно произвести так: подпишем под тремя строками опре 
делителя еще раз 1-ую и 2-ю
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� � � � �� � �� «3� 	 � 3.5� � � � �� � � 0 �� � � � �� � д =  2,  р — � 	 � � �� �	 � � � � � � � 0� � � � �  � !
 � � � � � � �"� � � �# �#� $� � �  �%� �� " � $ � $ � $ � &� � � ' � � �  � ( � � 35�	 ��� �)� � � �"� '� � � � * �+�
"�� ( �  �%� ,"� � .5�� � — 1� ��"�� � �$� � - # � $� � �  � .� � � � *�# � � / � � 	 � 2 �

.«3�	 ��0�1 � �� � � ( .5  1 � �2

3 � � &� �4 � � � �$� " � � &� � �" � � � � � ' � � � � � - #� $� � �  �%� $� " � � - # � &� � � $�56 6 �7 � �  " � � 5��
� � �  � � � 1 %� ��� 8�� "�9�$� � ��9�"�9�� � ���8�� �*� � ,9� � �

� � � � �� 6�� �5*3� 	 � 52� 1 � :� ���� � 1� � � ) �

; , � � � �  - #� $� � �  � � .5�� � 1� � < =�9�� �  � � .5� 	 � 1 %� � �" � � "� ( � $� � � � � " � � � � � � �  � !

 � � � 5�� � � � �� � � ) %� $� � *� � $� �  � � .5� � � ±  У 	 � >� �

� � � � �� ?�� 5'3� ���� � 6�5�� @� �11-5� ���� � 6� � � 0 �
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A�9- ��$� �  � � ���8�� B 1 %�± � ��%� B � �
� � �8�� � � � C � �	 � 6� � � � 1 1 	 � � ) � � D9���%�
1� � �"� � $� � �  � �� = �9� � �  � � � � � � � 1 �� ��"�
� " �( � ���� � 0-5� � 1 �6� � � ) %� 	

/� � � � �  �  � �%� � � �E4 ��� $ � �  � � 2 %� ��
� � � � �� 8�� ' � 	 � Зз2 1 ���� �) � � ; ,�!

� � �  - # � $� � �  � � .5� ��� 	 � 1� �� =�9���  �
�51 > �C�5*�	 ��F� 	 � 2�� �) %� "�� ��� F � 	 � )2�� �;�
дает остальные корни, равные 2.

Прим. 9. 53 — 352 +  4�  — 2 =  0 
имеет корень ,5 =  1. Квадратное урав­
нение «2— 25 4 -2  =  0 -5= 1 ±  У — 1.

Прим. 10 . ■г3 +  4г|- +  4~ — 1 = 0
— 5 — ]* 2.5 корни 1 , ------ -—*-

G �9 � � � � � �  �  � � � F 1 2�  �� � � � �"� 7 � !
9- H� �9�� � � � ' � � � � � -H� $� �  �#%� "�� �9(�
&� �89 � I �   � *� �  �H� I � �  � ( � �*�� $� �  �# �
���8� � графический � �&���8C� '  � , �  � ( �
х � �� �� � � � �9 �"� � � (E4 �� � � � I  � � ��8��
&� � � � " � � � " �%� $ � $ � �8 �7� ��- � " � , �$� &� � � !
� � , �  � ( � $ � � � �# � у � � � х А� �� &�( � �#�
у � 1 �р х � � � � д —  0 .

� � � � �E � $� � � �E � � - , � � , � � � � � �  � �
� �99� � �"� �   �#� 8�� �*� � �� � � ' � � I  �#�
" � ,  � � " �E � � � � � � � �"�"� ,  � � 8�9�J�� � � � � !
J "�8� � � � ' �  � � � � *� � �� � � ( � �E �  �� � " !
� � '$� � �  � � � � (H � &��� � � � � � 9 �  �#$�#%�
�� '  � , �  � � � х � � � � " � � " �"� � � " � " � ,$� � � & � !
� � � � , �  � ( �

� � �9 � *� � � - # � , � � "� I%� F�� �9�   - #� � � � � �J "�8� � �)� KK �� & � �  ( " - � ' � � 1 2�
� � �"� �9(� � � � �  �  � ( � х ъ� C� L�2 х 	 � �� � � ) � � ' ( " � *� � �9(� &� � � � � �%� � �%� � K K %�
"�� ��� х  — � �%�?� �
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$ O� 2 � �4х� - � n � g � G � 

�� "#����	�� "� �"�����	��� ����

Zd� %���� � � � � � ��� � � � � � � �� � � �� � � � � 	 � � � �" �$� ����*� �"� q	 � � � �� 1 ) 0 � �� О В ) � �
� � � �*� � � �� ���� �	�� � � 	 � � � � $ � � � � � 	 � � � � �� � � � �� � � ��� � �� �� �� ������� � �� � � � " � 	 �
��" �� � � � �*� �" � � � � � � � � � 	 � $ � ��"	#� � �� � � � ���� �

Определение координат данных на чертеже точек н построение 
точек по данным координатам.
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А.

�

������ ��

% d� ,�� �������� n�� ����������� ������	��#� ������ А, В. С. В � � � � � � � ���  
q���	���!� n� � � � *�� Ed�

EOd� ^���������� ������	��#� ������ "������� �� ��!��� q���� 	�*�� ����*��  
	�� ��!$d� ��!�#$�� ��������#$� �����	�	���� �����

В � �� А R� В � "� Ж R� К  я  В ;  В  к В ; � �� �� • R� N  я  О;
К  и В ;  С я Н .

���d� 1�	�	#� ������	��#� "��)�	� ��������	���"� ��������#$� �����	�	��  
��!�"��� ������ В, М � �� С: А ,  Н я � • R� В , � �� �� Е; К ,  В � �� ��
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E3d� ^������!��� q��� �������d� ������	��#� ������	� �����	� (��$� ���������
	����"�

End� ,�� ���������� q����������		��d� ������� ���"����� "*���	�2�����	���
���!�	#�� ���� c X c � �� $� ˆ@� �� ���"���� sA� �A� -A� � � ��������� ������	��
�����

�d qO�� Od� qOR�22 O d � q 22O��� , � q- O � 2 O d
‰d q3�� Ed� qG� 3d� q 2t��� Gd� q 22O �� Ed
�� q- � � - �d� qO� �R� qk2- ��d� q 2 E��- 3d
Dd qm��- Edo� q 22 m � 22•� 9N+ q- m��2 Ed� qm�� Ed�

%���*���� ���� 	 � � � � � � � �  + � � �!�# ������ ������ ����#�� 	�

EZd q� � � Gd� q(� Ed� ~• 2 �E �22 O d � q 2 ��� 2 ��d
EŽd qG��2 �Od� q 2 E�� Gd� q22 �3� Od� qE�� � ,
� � � qG�� Od� DSA1N+ q2C�1+ Od� / 023 � � O��
92N qG�� �d� q • 	 � � q' � - �d� q 22 E � � 3d

OGd� ,����� ��� �������� ������	��#� "��$� ������ ��������	�!� (��$� ��!�
�#$� ������ ���� � q�������� ��� |N+

%��������� !� 	�*"���� �����#��� "��)�	#� �����#$� ����� ������

OEd qG�� Gd�� qn�� •̂� q��� �d� qG�nd
OOd q��� Ed� qG�� 3d� q- ��� KEA qG��22O d
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OdOkd q 3 � � � d � q - * � � - c

O m d q E � � - 3 d � q - O � � 3

OFd qa- � � � � - � O�� q � � � n d

t̂̂d q � O � � E d � q - 3 � � n
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•�����!	��� ������ �"��!� �������� q��� CE�� qj@A�|@Eg�

1 � � �€�MBP�C�$ � 2 �� / � � �C� % 3, � � � �

1�����	��#� ������ •A � ����+��� 	�� s � � ��� ��		#$� s �6 �
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( 3 )
c4 �� 1

83 1
8v 1

4A —  ау 8p — H�
cs� cK 8‰�6 C�

=  (x2 —  x}) (yz~ y i )  — ( ^ i — x \) iy-i — Vi)
—  x l  Os —  Уг)  - f  ��  O s —  * l )  4 -  *S O l —  У� )
—  Ух ( « 9 --- * 2> - j-  ^2 O l ----ж8) --- 'r t>

Уравнение прямой, делающей на осах отрезай а, >g

Уравнение пряной делающей 
•v-ез отрезок 7� g�C — <4  4- 7

с ось») У-оа угод 3 g�D�	j — ш) я на оси
(5)

Прямая определена длиною опушенного на нее из начала перпенди­
куляра Xq�6 �)  и углом � � }  — D8�� ; уравнение

4 cos w8 -{- C sin )�5  О 
(;> берется всегда положительным).

Все уравнения вида s 4 4- ! _� - 6  О.
Угол двух прямых C 5 < 4 �U �>� C�6 �< 4 �U �>@

<  — < Itang '� 6  —1------,
i  —  	��

iУсловие перпендикулярности 1 +  << ~ — 0 <  = ------
Š8K

Отсюда: уравнение прямой, проходящей через данную точат (.гВ/) а 
перпендикулярной к прямой C =  <4  4- C есть

Длина перпендикуляра, из данной точки D4@CKE на данную прямую

~ + -  (4  “  �q@� +  D
GG� Š |† U G 9 ‰

Знак берется так, чтобы получалась величина положительная, когда, 
данная точка D4@COE по одну сторону от прямо! с началом г. е.
одинаковый со знаком С.
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81)

82)

У = = \ ( х ~  !)

2ж , ”C?? _1_ 
•3 +  4 ~  12

Определить графически и проверить алгебраическим счетом координаты 
точек встречи графиков уравнений

83) у — 2Ж-4-1, у =  х — 3 .

84) г / = - ж +  3, II ьо &

85) х — у 5 � 3, у +  2 ж =  1.

86) Зж Л-2у— —  6,

у +  2 =  —ж. 
3 4

у — 2ж = 0 .

87) У == 4 —

88) х — 5,

счII15̂
89) Решить графически совместные уравнения 

х U �У =  1, х — у — 1

90) Построить графики

У — \*т +  1, у — 2 х — 3 Зж— 2 у =  4.
(

отсюда решить совместные системы

а)
1 , *У =  2 ж +  1

C�6 �p4 —  3 Зх — 2у =  4

у =  2х — 3 

Зх — 2у =  4

Решить следующие системы уравнений графически и затем результаты 
проверить алгебраическим счетом:

91) у =  2а;+ 1 ,
92) у =  4ж — 3.
93) у -{- х — 4,
94) 2ж +  у = Ь ,
95) Зх — у =  2,

96) \ * + \ у=  2,

у —Зх— 1 
у = 3 ж -р  4 
ж — у — 2 
ж — 2г/=  4 
г/ — Зж— —  2

�  =  ж -}- 1.

97) С теми же осями построить графики уравнений

Зж-[-2г/ =  8, Ьу — ж =  3, 12ж— Ьу 6� 2\

и вывести отсюда решения 3 систем:

Зж +  pC�— 8, Ъу — ж =  3
Зж pC =  8, 12ж— >C5pK
3C —  ж =  3, 12ж—7C6 pK��

98) Та же задача для 3 уравнений (а трех пар уравнений)

У =  4 — 4.
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e �h �e g O � � 2 х — оу =  і ,  by —  х � g � � �

EGGd� 1���"#� ���"	�	�!� ��	���� ����*� +�$� �����	#� ��������	����� "���
)�	#� ��������� ����� ������ qE�� �d�� qO�� - � Ed�� q- � ��� 3d�
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EG�d qG��d�� q22�O�� ndE�
EG3dq 2k�� Ed� qO�� �h
EGndqE2o� O2dƒ� OajE�̂ 2 ’ �d
EGZdq�� 2O d�qOh�*�†•

���"������� 3��"��� X� >
т х г�h � пхх __ ту2� h � пу1 

т� h � п� ƒ� 0� ш� h � п

EGkd� ,����� ������	��#� ������� ���!+��� "� ��	�)�	��  

������ �������� qO�� Zd�� qm�� �d�

�
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EGmd� ,����� ������	��#� ��	���� �!������ ��������	���

qO�� �d�� q3�� 2 � nd�� q 2 � ���2 � Zd�

EGFd� %���*����� ���� ���"	�	��� ��!����� �����	! +��� ������ qh �� ух)� �
гпх2�- � пх1 ту2� - � щ х

т� - � п т 	�� *�"����� ��� ��	�)�	�!
т
п ‘

EEGd� �����"���� ���"	�	�!� �����	� ��������	����� ����*������� �������

qE�� Od�� qO�� 3d�� •3�� � d�

^���������� ��	��	�#� ����"� (��$� ��!�#$� �� ��� � х-ъ� �� ����*���� �����
�#�� �	�� �������! �� 	�� ���� у-в.

EEEd� �����"���� ���"	�	�!� �����	� (����� ��������	����
EEOd� �����"���� ���"	�	�!� ���� ����������
EE�d� ,����� ���"	�	��� �����	����� �����#�� ����*������ 3� ��!�#��

х  — 4 х  =  у �� у =  5 , х  =  2 у - \ -1 .

EE3�� f"�� ���������	#�� ��!�#�� ���� �� �� ��� � !2�"� ����� а� �� ���$��!�  
����*� �"�� ��		#�� ������ qv �� Ъ), (а', Ъ')� q��	�� ����*� ��	��� �����!� ����*� ����� d�  
,����� ������!	��� ������ (����� ��!�#���

EEn�� , �� ������$� ��!�������	������������	���� ЛО В � �������	#� �"�����#  
A O E F � �� BOCDR� ������ D � �� F � �����	�	#� ��!�#��� ����"����"�		�� �� ����
����� А � �� В.� f���*����� ���� ������ ��������	�!� JDA� �� B F � ������ 	�� �����	�
�����!���� ���+�		��� �*� "��)�	#� G� ��!����� ����� 	�� ������	�*��

EEZ�� f���*���� q�	������ ��!� ����	���� �����!�� ������ EEGd�� ���� �����	#  
��������	���� �������� ��!� "� ��	��� ������
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EEk�� f���*����� ���� ���������#� ��������	���� �������� ��!� "� ��	��� ������
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EEF�� ,����� ��������������� ������ ������� 	�$��!+���!� 	�� ��		��� ����
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g �>@6J:�g �) � 5 w 5 � h �<p� x� ���"	�	��� ��������� ������ C G < 4 NFN7 NFN) 8 F� 2r2�7�

EOG�� /� ��		��� ��������	���� s � - � ��!��!� ������+����!�� ����"�!�� �
���������	�� �����	�� sA� �� � %����� s@A� � IA� ������ ��� "������� �� s - � �� -� � ����"� �
	����� ��������������� ������ ������ "������� ��!�#$� s @� A� s �@�

�

x����� ����	�� ""����� u*1*Ca*xf/=; � 2������	��#�� ���	!"� *�� ���� �����	#
}� .

-�s � �� -� � ��������	����� ‹����� h � ‰� ���"	�	�!� s � � � z���� -s@�6 �4@A
*� 3

4Š� CR
-�@�6�C@A� ��� "������"��� ���������	����� s@�@� }e�s � � 6�‹ � q jd

s @� g� 32�-�g � E� qOd� s �@g� • 2 3 2 € �g �E�� q�d4� 3� *� a� C
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‹��� �����	����� �����	�� ��� �� �� ��������	#�� ����� �����#�� "��� ���  
���$��!�� ����*� ��	�� �����- ��������	#�� ��	��� �� �����"�

EOE�� �����"���� ���"	�	��� ��������	��� �� ������

х "� h � У2�h �O�y�- � 4у� h � E� g �  ̂

������!� ���$������ �#� ����*� ������ qE �Ed�

EOO�� ^�	�������	�� ����� ��� ������ �����"���� ���"	�	��� ���!�#������� q3 �3 d  
�� ��� �� ��!���� x��- 3yw- k�

EO��� ,����� ���"	�	��� ����� ��� ������� ���	!"� ��	��� *�� 	������
EO3�� ,����� ��������������� ������ ������� ������ �"������"� ������!	��  

�������� ��� п� ��		#$� ������ • E •O��œ� •œ�-� ��	���		#$� 	�� 	������#�������!	�
	#�� �	�������� к1ко..Л„� ����� "�����	�� �����!		�!�g � К 2.

EOn�� �����"���� ���"	�	��� ������� �������		���� 	�� ��!����� �����	! +��  
�"�� ��		#�� ������ (х, у ^ ,  (х2у2).� ���� 	�� ���������

EOZ�� ,����� ��������������� ������ ��	���"� �����"�� ���$��!+�$� ����*  
�"�� ��		#�� ������

EOk�� ,����� ��������������� ������ ������� ������ �"������"� ������!	��  
�������� ��� ���#��$� �����	� ��		���� �"������� ����� "�����	�� �����!		�!�

EOm�� f�	�� 	����"��	�!� ������ О� �� 	����"��	�!� ��!��!� А В . � | ���*� ^  
���"����� ��!�� �� ������!� "��������� А В � "� ������ • �� �� 	�� ^•� ������ ������ �  
����� ����#� ОР.СХ^ ~  с2.� ,����� ��������������� ������ ������ (д.

EOF�� ,����� ��������������� ������ ������	� $���� ���	#� I,� "����		#$� "  
����� х 2�232�у 2�g �В 2.

E�G�� %���*����� ���� $����� ��������	�!� �"�$� �����	������ q��������	�!  
���d� ����� ��������������� ������ ������� ���"���		#�� �*� �������� �� O� ������  
��������	#�� ��"	#� ������ ���� �

131.� %���*����� ���� ��������	#�� ���� ���$� �����	������� "*!�#$������	��  
�������� ��!� "� ��	��� ������

E�O�� ,����� ��������	#�� ��	��� �����"

~“�- EdO�h �q��- �d“�g �3 �� (х + � EdO�h �q��- �OdO� g �F ��(х — �Od�h �q�� - 3dO�g �EZ�

E���� /#"����� ����"��� ������	���	����� �"�$� �����	������� *���		#$  
���"	�	���

х 2�3Ž�У2�s��O2f�� O Ву С = �^

х 2� 3 2 �У1�h �x,a�c� h �O В'у �2e2�С �g �G �

E�3�� ,����� �����	������ ������!� ����������� �#� ������	���	�� q���� ��!�
�#�� �����d� �� ��		#�� �����	����

�O�3 -У 2� - �O��- �3 у �-�O�g �G  

х2�2…2�у*�- � 6х 4 — О

х г�3s��wO�3s�m“�3s�O��f2 �m�g �G�

E�n� f���*����� ���� "��� �����	������ �������� +��� ������	���	�� �"�� ��	�
	#�� �����	������ ��� �� ��+� � ��������	� � ����

E�Z�� ,�������� ����"��� ����	�!� �"�$� �����	�����

q��-� а)2�3- ( у �- � Ъ'2�- � В 2 = �^ 

(.х�- � а')2�h �(у -� ЪУ — В aO�g 2�G�
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E�k�� ,����� ��+��� ��������	#�� �"�$� �����	�����

4p� - � S‘ �- � pC�h � 3�g �^�

4p�s�� 8p�h � S4� pC�- �3�g �G �

E�m�� /#"����� ���"	�	��� ������ "� ���!�	#$� ������	���$�� ������ ��� � �
������ �d� "� ��	���� �����	������ •d� 	�� �����	������ �d� "	�� ������

E�F�� ,����� ��������������� ������ "��)�	� ��������	���"�� ��� +�$� ��	�
	��� ��	�"�	��� q g �O 3E� �� ��		#�� ����� D3E� ���� "��)�	��

%��	!"� ��	�"�	��� *�� ���� ���"�� �� �����	�� ���� *�� 	������ �� ���*	���" �
< � �� M� ����"#�� ��(������	�#� �"�$� �����	� ������ �$� ��2	�!

C�5 �< D4�C� 3EA�C�6�M D4NFN3E�

i � < �- � M
%�� ����"� � E���� 3�6 �2- 222222229�j � M<

���� ��!� < � �� M� �����

Cp�232�4p�- �- � C�- �� O�g �G�

E3G�� ,����� ��������������� ������ "��)�	� ��������	���"�� ��� +�$� � � 	 �
	��� ��	�"�	���� �� �"�� �����$� �����	#�� 	�$��!+�$�!� "� ��		��� ��	�)�	���

/� ���� ��� �������� ����� "#��*��� �����	#

F |D 4�- ��dO32vwO� �� e| �D4NŠN3EpNFNCp�

z���� ��		��� ��	�)�	��� ����� < g�MA� ��

Mp�wD4�- � 3Ep� h �COš�g �MaO�}q˜ 2…2�3E@p�3 2 �COš

h � ���g �^

?������ %0�� ��������

.�� @������

„��"	�	��� (�������� ��	���		���� �� ��	���� �� ��!�

/	����
} O

(������
��

x̂ 1� 4€� C‹
- � E� ~ � G � � "	�� (������� 2g� h � - �

7p� �O� �2

E� g � G�

E� � � G�

4� g � G �� C� g � G - ��	��� q$���#�� ���$��!+��� ����*� ��	���� ���!��!� "� 	�� �
�������d�� ‹����� q ™ � 3 �� Gd�� qG��’ � 7E- "��)�	#�� O 3- ����)�!� ����� p76 ����! �
���� q�� � � 7E�� #� � €

•����� ������ ������	� $���- �������� c� C� g 222222-� 4W<<I�6 222222s�-�"!*�
	����"��	��� �"�$� ����!��		#$� ��������"�� 3� <� �

z���� �ƒ�� H- ���	#� �$

3@p� h � 7@p� g � 3p� h � d �
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і 7 =  (-)- с, 0), q @5 (—  с, 0)— фокусы D1�6 �C �3p &2)> “ ~  е эксцентрицитет..

• q �6 3  — ;4A� zKq@ =  а ;4 • q N� N� • ™ =  2«

± -------директриса :
_ расст. от фок.__• q

расст. от дир. 
X 4� 8 C__

• q
=  9� Y  1.

=  1.Касательная в точке (ж, CE

Касательная данного направления aM : Г  =  Mac +  | / 7a +  а2»г2.

Нормаль : Г  — ї/
а2?/

(X

Поляра точки D4ACE : —  +  N+ =1.— Полярное уравнение a�ee
■есоэв

140а. Расстояние между фокусами эллипса=2, между директрисами=1£Ь 
Найти длины полуосей

3;  =  2, -  =  10,
;

20, а2е2 =  32 ■ 4, 62 =  16 .

141. Найти эксцентрицитет эллипса, если расстояние между фокусам»' 
равно расстоянию между концами большой и малой оси

а2 +  7p =  4 (а2 — Ь2) е2 — 2/5
142. Полуоси эллипса 3 и 2. Найти уравнение его в полярных коорди­

натах, если за полюс принять фокус и полярную ось направить по большой- 
оси эллипса

4/з

1 +  ^  CO.se
X

143. Найти геометрическое место точек, сумма расстояний которых от 
двух данных есть постоянная величина — 23 (эллипс).

144. Найти длины полуосей эллипса, если эксцентрицитет в =  0 ,8 , и 
расстояние фокуса от директрисы равно �� � �� D3�6 5, 7�6  3).

145. Найти уравнение касательной в точке (1 , 3/г) к эллипсу 
74p -4- SCp� 6 12, и вычислить отрезки, которые она делает на осях.

146. На продолжении фокальною радиуса • q@ от точки •  отклады­
ваем длину • q �6� • q —другому фокальному радиусу той же точки. Каково 
геометрическое место точки Д  когда zK описывает эллипс (это направляю­
щий круг); вывести отсюда построение точек эллипса, для которого известны 
фокусы и большая ось.

147. Найти геометрическое место оснований перпендикуляров, опущен-
‚a2 Cp

ных из фокуса эллипса — q 6  1 = 0  на поляры относительно этого эллипса
} 8

3N
точек прямой � � � � M �� �1. 

3� 7
c 4 � 8 �C� 3p�C

Поляра —  +  - ^  =  1 . Перпендикуляр на нее из фокуса К = —1- (X  •
3~ 7p 7p4 k8

}  ?/
Если для краткости означить — =  м, G�5 �HA задача сводится к исклю­

чению .  и H из уравнений “ "
, . c  , и Г

и  - р  «  —  1 , --------- Ь  - Г -  =  11 3� 7
—  7.8  -)- аж (X  — 1E — О

0  =  Х (Х  — е) +  8p — 78  —  а(Х  —  с).и даст
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треугольника s �  =  с, � - �5 �3A�-�s � 5 � 7A� )A� n  —  проекции 3 и 7 на А �g� )  =  
=  B D  =  a cos �!–A� n 5 � – 5 � � ���� � � ! , и ¢ высота CD треугольника, то 
координаты -  выразятся

4�6�)  cos " -f- �  sin " 
_� 6� n  sin " -f- �  cos "

отсюда Dnj— �_E�5 ����"�  Dmn— �pE A— �j  4- m_ =  sin "� Dmn —  �pE� Возвышая 
s  квадрат и складывая, имеем с помощью cos3? --f- sin2̂  =  1:

Dnj— % )2+  (— �jNFNm_@Ep�6�Dmn— fe3)2

-йди если раскрыть скобки и собрать члены с 42, C3 и 4Cg

j pDnp -j- �pE —  2j_Dn� -f- m�E -}- _p� !  -f- m2) =  Dmn —  �pEp

-но np�U ��p‹ ' � pNFN–�p55'�p55�pA� m pU � p‹5!–p�N–�p�5 �£ pG 3 z

YnNFNm�6�� – S N– ! �6��� Таким образом уравнение геометрического места 
точки -  принимает вид

>p4 p — 2��j_  -f- 3pCp =  .78 — �(+�  == Dm� —  a2)2.

Дискриминант этого уравнения � � 2 —  я262 <  0 .
Действительно, если -  угол при вершине -A� <*� ��� 5 �37�����-  и т. обр.

�p¢ 2 —  3p7p =  —  3ypcos2 С <  0 .

Кривая есть эллипс. При ��5  о ,— т. е. если 3-я вершина треугольника 
лежит на стороне s � A � 3�6 � )A� 7�6 �n  и имеем

7p4 p� 3a� � � 3¤ �

как уравнение искомого геометрического места; здесь оси эллипса совпадают 
■с неподвижными прямыми XcA� XŒ�

Если узд — up�5  0, т. е.
)

если V = 
�

6A так что треугольники ! �–  и �–�

подобны, и углы ! �–  и –� �  образуют вместе прямой угол, точка -  лежит 
на круге, описанном на s �  как на диаметре, ��  =  3>A так что уравнение 
геом. места принимает вид

7p4p Д- 3aC p — 2374C =  D3C — 74@Ea�6 О

т. е. изображает вдвойне описанную прямую, проходящую через центр 
этого круга.
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O�� • � � � � � � � � �

Основные формулы.� „��"	�	���� ��	���		��� �� ��	���� �� ��!�

2E22����!��		�!� ���������€-�i € j g g E � � � ( — —  У1 =
а2 Ъ2� E }� { � O� I/

( ±  а,� Gd- "��)�	#�� ОХ - "�+���"�		�!� ����� О Т - �	���!� q��!� ����!��		��  
�����	�d�

� � Ъ2 , У1
f������- ��������������� ������ ������	� $���� c� �� g � тт — � - �

›*� �"�$� ����!��		#$� ��������"�� ���	� "��������� qEd�� ������- ����!��		� �
g�аO�- � ЪO�� ‹����� Р  =  (с,� Gd��У  =  q- ��� d̂�

е- (����	��������� q� � � Ed�� � w„ �g � ех� - � а,

У2--
с
а

а� �� У их� ���	#c� �aO�t  

���� ���g ��O�2•2� Ъ2, фокусы.

М Р � g ��$�2[2��� М Г � - � МУ �g �O�а .

v2� ь2 ь '
1�������	�!� 	�� � � � -� ���������c� E� g � ™ � -�Š �� а

1�������	�!� "� ������ q$ �� у)

1�������	�!� �� ����"#�� ��(������	���� га: Т = т Х � h � Vа2тO- � Ъ2. 

%��!��- qOd� ���� (х, у)� 	�� 	�� ����������
� � �� ! � 2 ' „f���������� х � g � h � 2 � �� g �е� � � E

1�������	�!� ������ �������� ���#� ������ ������	#��� ���������� "���������

%��!�	��� ��2	��� q��	�  

%�����#� �� *������

��� "� ���d� г : Р
E 2���!"

EZE�� �����"���� ���"	�	��� ��������	��� "� ������ qZ�� 3d� ��������#

� � 1 �

x$

Xі
1

Ь'2 
'� O

^�"� ■2у= 1

EZO�� �����"���� ���"	�	��� ��������#�� *	�!�� ���� ������!	��� ��� "��)�	#  
��� �������g �3 �� �� (����	���������g �O�

„��"	�	��
EZ� 3m

E

EZ��� �����"���� ���"	�	��� ��������#�� *	�!� ������!	��� ������ ����2  
�����g �EG�� ��������	��#���	�����������������#�� ��	���		�������!�� х = n �� у — 9О

ЛТ� ŠO� У2, *
„��"	�	��� - �- �-�g � E  

EZ� F

EZ3�� %���*����� ���� ��������������� ������ ������� ��*	����� ������!	��  
�����#$� ��� �"�$� ��		#$� ����� "�����	�� 	����!		�!�� ����� ����������
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EZn�� %���*����� ���� ���!�#� ������"� ��������#� ����� ��� ���������#�
EZZ�� f���*����� ���� ���	�� �����	�����!��� �*� ������� ��������#� 	� �

���������� ��"	�� ��� �������� q�	����d�
EZk�� %���*����� ���� ����*"���	��� �����	�����!��"�� ���+�		#$� �*� �����

��"� ��������#� 	�� ��� ��������	� �� ��"	�� �"������� ��� �	����� ��������
EZm�� ^���������� ���� ��������#� 4C�6�E�� ����� �*"���	��� ���� ����� �����

��!��� ������	��� ��"�	� € � q-�3n d�

%������ *�� ���� ������	��� ���� ���"���- �����������#� ��		#$�� ����
��+�$� ������������ 	�)��� ��������#�� ,�"#�� ���� �����"�! �� ���	� ����

������� $$�h �€ � �� ��		��� ��� � ���"�� %�� �������� �
� � � � �

4�̂ [‰�1*�5 �+&�ˆ[‰�D1*�C�(N�j � �ˆ [‰ �D1*�C��2N�

=��ˆ[‰��#�R �+&�ˆ[‰�(�$3$�� ˆ[‰�  

���� 1*- ����� ������ ����	���� ��!��� E"� ��		��� ������ M"� <(
i x F
ss� H

	�$����

+� ��� * � +� ��� *� ��� + � � � *� +
4�@I8�-�tg� 4� @7�-�- � C�JB@�-� �� C�@7�2 �g �4 ~•<�

3� m € m 3

�����	���!� �� ������"�!!� "� ���"	�	���� �������

2€�g �:RaO@I8Oe �- w OJB_O e

x � �� �� x
3 N a l ¥ J I
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Y 9 h E 2 -
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X|
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EkG�� , � � � � � � �� � � � � �� ���# �� ��� � � (� � � �	 � � � � � � �� � -� E � n �� � � � � � � � � ! 	 � �
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n
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cw�� g � - � 3� ™ � O�Š|Kr 
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F
•
�

Ek��� &����	��������� ��������#� ��"�	� O�� 	����� ����� ������ ������������
а- 6* 8K

E� E R���Ÿ�•w E „���� ��������#� �� ��� 
3N� 32� �

$2�"� -� 3n �� ������ ����������	� FG �� ���������� ��"	������		!!�
^����	�c� ��"	������		!!� ���������� ������ (����	��������� g � O�

Ek3�� /� ������ ������ ��������# •  
t� Z“

22gE� ��������	�!� �����	�����

�!�	�� �� ������	���� �������� ������ ������	�"�	�!�-�q�	#��� ���"���c� 	������  
���$����� ����*� �����d�

KK� N-
„��"	�	��� 	������� s2O2� w}�6 ���d�3 2 �-� q • �-2� CE� g � �� ����	�� ���"���"�2

і)  (Xа

�!���!� ���� ������	�"��� } � 5 � ’ � 1A � †

4E

^�-2���� ����

G �t �w 2

„���"��� ����������!� 	�� �"�c� ¤ ¤ � у -� G �- ���� ����� "��)�	#� х

у — G� ���"���� Od
h �1N 4� œ� 3

22O�g �G� ������� 4�-� ’ � G
7O� !O

�	��� ���� ���������� 	�� ������ "�+���"�		#$� ������ ��!� F4�F Y 3

э то  ��)�"�!� М Н Е -



34

175. В гиперболе -  —  1 ищем точки встречи ее е кругом, описан­

ным ва двойной ординате как на диаметре.
Уравнение этого круга (X  —  аЛг  -4- У2 — у - 

заменяя У2 и у2 по уравнению кривой, получаем уравнение для X:

(Х --.Р )2 +  ~ 2= - ^  Ъ2 =  О.
а1

По выделении множителя X — (откуда У =  и сл. У =  у) имеем

(X. — д-)а2 (X- 4 -  х)6- — О откуда X  =* т - у ■■■■-■*1 ' * а- -Ь сг
.... (аг — Ъ*)* . л ' . «2с4СООТВ. 1-=: Ь ч - --- —-4- М. б. вещественно ТОЛЬКО при ./• >  —---- у=г-

а2с* (а2 - -  о2)2.

176. Определить точки пересечения софокусных. эллипса и гиперболы. 

Если уравнение эллипса возьмем ^  +  — 1 («• >  Ь), то уравнение со

фокусной гиперболы получится -.Г' - р  + 1 при Ь- <  /(2 <  «2

Решая два уравнения совместно, получаем

„ а2 — № ,  0 А2 — А2
а2— Ь~

X- 1}£
177. Найти на гиперболе — ^- =  1 точку, которой центральный и фо­

кальный радиусы-зектори взаимно перпендикулярны.

7/
Условие их перпендикулярности =  — 1 написанное в форме

у 2 - f  ж(х — е) =  О показывает, что искомые точки лежат в пересечении данной 
ипербоды с кругом, описанным на отрезке оси от центра до фокуса, как на 
(наметре. Решая совместно, определяем из уравнения этого круга у 2— Нс— У) 
I вставляем в уравнение гиперболы. Получим Ъ2х'2 -4- а2Н  —  ф :  — а%2

а2 + а У а2 -4-4/р
)ткуда .г— ----------' — причем надо удержать только верхний знак

Имеем, таким образом, две точки. Еще две точки получаем на левой ветви.

178. Из точки М = ( х ; у) гиперболы опускаем перпендикуляры М Р  и
MQ на оси и соединяем точки Р. Q; О, 21/. Найти геометрическое место точки 
пересечения PQ. 031. (

Координаты точки— центра прямоугольника 1’OQM с у т ь  , L  искомое
4И  4т/2' 2 “

геометрическое определяется поэтому уравнением —---- р  =  I .

179. Из фокуса проводим прямые в точки гиперболы, и каждый радиус 
увеличиваем в т раз. Найти геометрическое место полученных т. обр. точек.
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Должно быть исключено т из уравнений у  —- тж. ту —

дает у2 — —- или у- —  о, т. е. круг. Его положение?

188. Из точки М  параболы опускаем перпендикуляры МР  и М Q на оси 
ОХ и ОУ и проводим прямые PQ и ОМ. Найти геометрическое место их 
точкн пересечения.

Как центр построенного прямоугольника, диагонали которого делятся
х у ...

пополам, эта точка имеет координаты -.у.--, если -с.у — координаты точки М.

Искомое геометрическое место поэтому

У‘ —■ >
—  парабола, имеющая те же ось и вершину, но двойной параметр.

189. Из фокуса параболы проводим радиусы векторы и каждый удваи­
ваем. Найти геометрическое место таким образом получаемых тачек.

Р
Полярное уравнение данной параболы г — ■ —  слеД- искомое

2р
геометрическое место есть параоола г =  ^ ■

190. К параболе у~ =  Ах провести касательную, которая делала бы угол 
�� 45° с осью кривой.

Здесь р — 2 , т —  1. Искомая касательная У — X  1.

191. Определить фокус параболы у2 — 4х 8. Если парабола у ^ — іх  
имеет фокус (2,0), то парабола у2 — 4х +  8 =  4 [х 4 - 2), имеющая в е р ш и н у  
в точке ( — 2,0), имеет фокус в точке (0,0) — т. е. в начале координат.

192. Определить параметр параболы, имеющей вершину в начале коор­
динат и осью ось у-ов, так, чтобы она проходила через точку (2,2).

Уравнение 2ру — х- должно удовлетворяться при подстановке х — 2 .у — 2- 
След. 2р . 2  =  4. р  —  1.

Искомое уравнение 2у  — х г.
193. Найти геометрическое место оснований перпендикуляров, опущен­

ных из фокуса параболы у '1 »  2рх  на поляры относительно этой параболы 
точек прямой у «= а.

Поляры вти о У — р ( Х 4 - . і ’) все параллельны, а потому их общий пер­

пендикуляр ив фокуса ( | ;  ° )

рУ 4- а (х = О
и есть искомое геометрическое место.

194. Геометрическое место середин хорд параболы у 2 =  2рх.  проходящих 
через ее фокус.

Прямая } - = , » ( * - 1 )  пересекается с параболою у2 =  2рх  в точках,

ординаты которые, определяются уравнением у 2



�m

^���	���� ������	#� $���#� C�6 � A��� ��� ���"	�	� � $���#� <
<

›��� ��!� < � � ��������� �������� ���"	�	��� „O�- - �s „

EFn�� %���*����� ���� ��������	�!� "� ��������� ���������	�� $������� �����
�#�� ���!�� �������� ��������� ���$��!+��� ����*� ������ ������	�"�	�!�

„���"��� ��(������	�� ��������	��� "� ������ ^ �� CE� �������#� CR�g �O)4T

��"�	� 2 � � ����"�� �������� 8 q
C

������ $���� ����� < q
•

<

��� �� ��� ��

C �� ^�� ��� 	����"��	��� �����#$� ��� ��2

EFZ�� ^���������� ������ ��������	�!� �������#� CR�6�� )4� 1� �������� ����
��		#�� 	�� ��� �"��	��� ����	����� ���� 	�� ���������

1����� �� �������� ����� ������� ������ ���"	�	�� �

qo†� -�2a„� 8a�5 �lR�
	̂� �����������!� �� �������� � C��6� � )4 � "� �����$�� ����	��#� �����#$ �

�������! ��!� ���"	�	���

2��2� t

Ž8R6 CR8� e����� „ 2222222ii� C�a��
3•

G

c�^

{ª e� �̂- �������� ����� • �s � h � C
3)pA� 8 6 ’ � 8CR �- � { )p�� �����#�

�������� ����������!� 	�� �"�c� „O2 �
c �6�4 � �� 8N�- � C��3 2 �S)� �-� �̂ ��o�� 8 ��6 C �� e�
"�+���"�		#� ���� O ) 4 - �3 ) �� { 8  � 4�� � O��

EFy�� ^���������� ������ ��������	�!� �������#� CN‹5��) 4 � �� ������
� � � � )OEN� s � � C@K�G �)p�

•�)�!� ��"����	�� ���"	�	��� Ca�- �O )4 �g �G� �� 4O- � p)4�U �W8�G���� �������� �
4��g ���� �� ������ C��5 � � �� /��� 3� ������ ��������	�!� ��"���� �� �� 	������� �����
��	��� q(���� ����� ����� ����� ���"�*	#� �������#� "� ��� "��)�	�d�

EFm�� ^���������� ������� ���!��� �������� ��	�������	�� �������#� CR�6�O*� �
������� �� ��� � ����� "� 3n �

)
„��"	�	��� ���!�#� „ C�5 �) D c G 4 E� ������ ����"��� ��(������	�� 2 �

8
) � )

f���	�� �#��� s�g �[ �� C�6�)A� }�g �

922+� ,����� ������ �������#�� 	������� "� �������� "��������� ���� �������# �
���� ������ "� 3n �

„��"	�	��� 	������� „� - � C �N
q

e4E

����	�� ������ ����"��� ��(������	��g �E�� ��� ��� C�6 �- � )A� ������ c�5 �G
�R

(��� 	��	��� ��	��� ������	��� $���#�

OGG�� , �� ��������� C p�5 �p)4� 	����� ������� ������!	��� �������� ��� ������ �
"�"��� ������ ������!	�!� ��� ����

„ �� �" � ! � *� � � � � � �� �� $ � 90 ��%	



3 9

D��"��� �V/�	 �$� � �  � � � � � �  �  � ( � I � 	 � 7 р х - \ -  — =  о.
4

; "$� � � � I�� � � F ? � B � 4 У �2
� � W � '  � $ � � 8 � � �"�( � �8�� � � �H � � � �9 � � �8��  � I  � �

D��"��� >/ =  р (2� B � > N � 2

‹����� ��� � � �#�"� � � ��� �� �� ������ х  —  ^ ( 1 � ����3 ew� d � � у �g � 	 � р �qO�h �†��d�

Общее уравнение 2-й степени.

А х *  2-Ям/ -Ь С//3 � �  2Яге 2ійу Р  —  0 (1)

X�� �  � *�H � �9 � , � (H� & � �H� � � " � ( � � �J � "� � � �&� � �%� $ � $ �E � � ' � " � �H � $� � � - H �
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� "  � J �  �E � $ � � �(� � $� � � � �  � " �

X �&� � � � � �J � � " � ( � "� �%� ,"� � &� � �8 � � ' � � �  � � � � $� � � � �  � " � � � � &� � � � � � " � ( �
$ � ��  � � �� � ' � � �H � �� � � �%� � � ' �8 � �   - H� �- J � �

E�� �����"�!��� ���"	�	�!

(4r  - -  �Cf  - «  — О 
’�¤��-�r22� C 'Pq� -r-� ƒ �g � �• (2)

G�9� � � � � �  �  � ( � � � I  � � � � ' � �J � "� � � " � � � "�9� � � х 0, у й� N�9( � 5"�*� � ��� 8��
А С �� Y � 6 � 	 2%� $� � � � ( � � � � �"� 7 �  " �%� � � 8�� � "� 599�&��� � �9�� *�&� �8�9 �#�� � � � � !
 � � ( �  � , �9� � �� 7 �  "�%� &�� � � � � � � � � � �  �  � � � $� � � � �

(8N�h � £ 1 C �h � -C O�h �q F�6 � �̂ qOd
*��

1-\�V � �А х \ �	 � � �В х оУо г  Су*�1 �� Пхп - г  2 Е у й� � Z � �F

—  Щ {Ах'ъ�� * �В  у ���� [ � � D ) � � [ � �у  о ( B x Q� �Z��Су0����� Е ) �� � � �D x 0� �"��Е у 0� � [- І

2f�œ2�2£ ��h � 7
1___ 

¤~ k - ¦ O
¦ �qk�k2R�2 iA E ( B D — A E ) Ä - F ( A C — \ �2

>]
•

�� �D 	 %]C

А  В  и �

� - ƒ
U Е  F

� 3�

^ �&� � � � &� � � � � , � � � � � � � � � � $ � � � � �  � " � �$�9�� 7 �  " � � �  � � " �$�# � �*�9� а 
,"�8- � $�566 �7� �  "� &� � � х у � �8� �"�9�( � � �  �9� �� =9(� 5"�*� � � �9I  � � 8-"�

9:C=�O¦

_ � � �  �  � � � & � �  � � � � " � �$�  , � " �9 �  � � � � �

fa x̂f2�a•€2f����g ��
&�� , � � � �$� '- � � � " � ( � А � 1 � С � � � А �= � �С, s� С'� ���� А С 	 � В �
�������	��� � � � " �J �  � � � � �9I  � � 8- � 8- "� � ���84�� А ' -  @ �� @p�— А С 	 / O��  �
& � � � &�J � � � �-8���� � *9 � � а В ' � 	 � 	 2�



40

Таким образом, А'  я С  суть корни квадратного уравнения 

,$з _  (Л +  C ) S - \ - A C ~ B 2~  0.

Если А ' С  >  О (АС  — В 2 >  0).- имеем эллипс, веян А С — В 2 <  0 —  ги­
перболу.

2. Если А С — В 2 — 0, мы имеем случай параболы. Преобразование 
должно быть произведено в обратном порядке: сначала поворачиваем оси на такой 
угол «, чтобы члены 2-й степени спелись к одному (для этого надо взять

A  cos a -j- В  sin « =  0, tan ga  =  — , н уравнение приводится к виду

где 1)

В)
( j I -4*' С ) //- —р 21Ух -|- 2 /', ;/ ~ t

■

F  =  О 

A D  -г  B E

члены с 1-й степенью ,</ н свободный член. Д. б. ГГ.

] /А ( А + С У  У А (А  +  С)
Если О’� �  О, переносим начало в такую точку (§, ?Д чтобы пропали

£" К’//-— /
“  22)'

и уравнение сводится к (*4 +  С) У2 +  2 В 'Х  =  0. т. е. изображает параболу.

201. Збж* — 24<^ +  29?/* —  96ж +  22# + 6 0  =  0
3 6 .2 9  — 122 =  1044 — 114 =  900 >  О случай эллипса. 

Уравнения для определения координат центра Збжо —  і  2у/0 — 48 =  0
—  12�� �� � ���� � �� � � � � �

дают х0 — 21
1 5 ;

угол а ( tg 2« 

65

Но — Чъ. Перенеся начало в эту точку, повертываем затем на

— 24^
и получаем окончательно составив $'г~~ 65 5  +  9 0 0 = 0 ,

В = 4 -
1
5 6 5 ' 4.900--- 65 ± (/ 625 

2
65 1  ’25

2

36 -12 — 4 8 1 j 1 -— 4 —16' І і — 4 — їв
— 12 29 ї ї  1 =  861 —1 29 111 == 8610 25 — 5
— 48 11 6 0 ! . ! —4 11 60 ! ІО — 5 — 4

и окончательно 
или

3 6 .(— 125). Итак .F, =  —

2 0 Х 2 +  45 Г2 — 5 = 

4 Х 2 +  9 У2 =  1

3 6 .1 2 5
900

= О

Эллипс, полуоси которого суть ~ И
2 о.

202. Уравнение 11ж2 +  9 6 ^  +  39у2 — 98ж — 11+ / — 151 ~  О
АС  — В 3 =  1 1 .3 9  —  48* =  429 —- 2304 =  — 1875 —- случай гиперболы.
Уравнения координат центра 11®0+ 4 8 у 0—-49 =  0, 48ж о+39у0— 5 7 = 0

1875 =  0, т .е . 25:±.оО .
96 24''

—  28 7

дают Жо =  П/25, «/„ =  28/28 
А +  С =  50, Л ’, С  корни уравнения S2

Уравнение 75ж2 — 25*/2 —  225

— 506

О ( t g  2 а = О -
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Если берем хорды, проходящие через точку (хъ у1), вх уравнение м. б
взато Г  —  y t — q sin а , X  —  .сх =  q ��� �а (т —  taug «).

Значение Q, соотв. точкам пересечения с кривой, определится квадратны 
уравнением

Р2 (А  соя2 а -J- 2 В  cos a sin c-j- С sin2 а) 
т  зр [cos а {Ахл -f- В у г - r  D) +  sin ft (В щ  —  Cyt 4- В)] -f- Д « ^ )  =  О

(>о соотв, середине хорды —

____  cos Вуу -Г В ) - г  s in а (Вх , - г  Oy^-^r а)
A  cos2 a -j- 2В  sin « cos a 4 -  C sin2 a

Освобождаясь от знаменателей и умножая на р0> подучаем по замене 
Ро cos a — I  —  .t3, p0 sin a — у —

J  (g -  ,T, i2 -  2D (g -  ,c3)  (» /.-  г/3) ■ I - C ( / y - ^ ) 2 +  (S  - (A x t — ^  — D)

" Г  (Я У) [l&i +  tyx  ~1~ &) ~~ 0 .

Уравнение искомого геометрического места —  кривая подобная (1).
210. Найти уравнение всех кривых 2-го порядка, делающих на данных 

двух взаимно перпендикулярных прямых отрезки а, а' на одной и Ъ, У на 
другой. — Определить, сколько в числе этих кривых имеется парабол.

Общее уравнение кривой 2-го порядка А х 2 -f- 2Вху  -J- Oy- ~~ 2D x — 
- r  2EQy - f  F —  0. На оси ОХ  она делает отрезки, определяемые уравнением

.l.r- -• 2В х  /■' -• О

корни которого должны быть по условию а и а '
2D  * , /•След.,

или
А
Ґ

А  а -

1 _ _ 2 Я _
оа' ’ ' F

- а . — аа

а -4- а 
аа' ( !- 4 )\  а а '

На оси у-ов отрезки определятся уравнением

О /2 ~Ь2Е|у +  / ’ =  0.
корни которого д. б, по условию Ъ и У. След.,

2 Е  
С ' ъ +  ь: .

G
ЬУ

с
F

1
hi, 5

2 Е
F  "

Ъ-гУ
~ W ..

Итак, если означить 

виям задачи, есть

В ■ к уравнение кривых, удовлетворяющих усло-

Iі
аа
Xі . у- /а~т-о;\ (Ъ-тЪ’Х , ,

г  2**4- - -  1 “ »■

Получаем пучок кривых 2 го порядка, В числе их будет парабола при
1 , , 1хезовии  к- —  — — , ,  к =  � : .

аа ЬЬ \ /а а ’ЬЪ
Итак, если аа'ЬЬ' >  0, имеем две параболы, если же аа'ЪЬ' <  0, ни одной.
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Основные формуль

•�����!	��� ������ D4A� CA� ‰E� ��q 3 � � C F� a@Eg� q��!������ ������	��#d

Q�5�H�RI�6�R8�h�q„�-� 8Ea�h �̂ a�-�“d“
1�����	��#� ������� ���!+��� ����*��� q"	����		�d� "� ��		��� ��	�)�	��

mx’ ~\-nx т у ' -\~пу _ т г 1 +  иг
Xl т  -J- п ’ ‘ll т  п ’ т  -f - и
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Условие перпендикулярности двух прямых 

11' ■— тт' -У пп =  	 .

Условие параллельности прямой и плоскости Ах  -{- Ъу, +

А1 Вт Сп — 0.

Условие перпендикулярности прямой и плоскости

А  _  В  _  С

Г т п

Условие пересечения двух прямых

т —  т' п  — п'
/' ~  <1 — Ц

Уравнение шара

(;* — а)2 +  (у ~  Ь)- — (г — с)2 — г3 =  О 

Касательная плоскость

(.г- — а) (X  — а) ~~{у — Ь) ( У —• � ) г  4 ’ — е)(% — с) — »’* 

Уравнение радикальной плоскости двух шаров 

(а '—а)Х-р(&' — Ъ) У4-(с'— с)Х ^:-а2 — о'24-62— У3—-с3 —с’2.— / 

Эллипсоид, отнесенный к центру и осям

Гиперболоид однополый

.'.г
�  � 	

Гиперболоид двуполый

о

Асимптотический конус
X2 . у 
а2 [ 1г

Эллиптический параболоид

Гиперболический параболоид
х г у 
Р Я
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1 2 . Составить уравнение плоскости, проходящей через прямую пересе­
чения двух данных плоскостей и перпендикулярной к 3-ей данной плоскости.

Условие перпендикулярности предыдущей плоскости и плоскости
А ’х  +  В 'у  - I -  С е +  В" =  О 

А" (А  +  ХА') В  (Б  4 -  Я £ ' )  +  С" ( С 4 - ХС)  =  о

Л ,  А  А ” 4 -  ВВ"  4 -  С С"
'0 гсюда — А ' А" 4- В ’В" 4- С С"

и, т. обр., искомое уравнение м. б. написано
А х  4~ В у  +  Сг -у В  А ' х  4 -  В'у  -I- С г 4- В  
~ А А Г' 4-  В В ’~+ СС’Г  =  А ’А “ 4 -  В'В"  4 - ОС"

13. Пусть три плоскости, составляют трегранный угол. Показать, что 
плоскости, проведенные через ребро перпендикулярно к противоположной 
грани, пересекаются по одной прямой.

Уравнение одной плоскости написано выше. Уравнение двух других
А х  4 -  В у  4 -  Св 4 -  В  А"х  4 -  В ’у  4 -  О'в 4 -  В  

А  А '  4 -  В  В ’ 4 -  СС' ~  А 'А "  4 -  В  В '  +  С 'С  
А ’х  4 -  В  У 4 -  С'е +  ТУ А ’х  +  В 'у  4 - '  С в  4 -  В

А 'А  4 -  С В  4 - С С  А" А  4 -  В" В  +  С" С
Мы можем их переписать

(А ’А ’+ В ' В ’+ССГ) (А х У В у + С в + В )  =  ( А Л ’+ВВ"+С'С”) (А 'х + В ’у + С е + В )  
( А 'А ’+ В ’В ' + С С )  (А х У В у + С в + В ) =  (АЛ'+ВВ'УСС”) (.А ’х + В Г у+ С е + В ') 
(.А ”А+В"В+С"С) (А'х+В'у+С'з  \-ТУ) =  ( А А ' + В В + С О )  (А ’х+ ВГу+С е+В ^

Для точек, общих двум первым плоскостям, правые части их уравнение 
равны,— т. е., координаты трех точек удовлетворяют 3-ему уравнению, и т. д

14. Показать, что плоскости —  биссектрисы двугранных углов данного 
трегранного угла пересекаются по одной прямой, проходящей через вершину 
угла.

Плоскость биссектрисы двугранного угла есть геометрическое место точек, 
равноудаленных от его сторон.

Если поэтому даны три плоскости

А х  4 ~  В у  4 -  Св 4 -  В  —  О 

А 'х  +  В 'у +  С'в +  В  =  О 

Л’х +  ВГу +  С е +  ВГ =  0,

то биссектриса угла 1 -й и 2-й есть
А х  +  В у + С е + В  =_  А 'х  +  В 'у  +  С'в +  В  
У + + В 2 4 - � � � � 	 � � � � � � � � � с*

биссектриса 1 -й и 3-й

А х + В у  Ч -  Св 4 -  Р  _ _  ^ " х  В ’у  ~ Ь  С  в 4 -  В '
^ Ж + т в  +  с  � �   !  � ! " �

биссектриса 2 -й и 3-й
А 'х  +  В 'у  +  С'в +  В ' _ _ А"х +  В 'у  +  С"в +  В
~ 7 з Ж + Г ^ Ж + с ^  у 'А Ж у  В “2 +  С 2

( 1)
( 2)
(3)

(I)

(И )

(III)

Высшая матем атсжа.
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%�!��!�� �����	! +�!� ��	��#� � � ! � � �� �#�– � ������ ����	  � �����  
E w § � � { E w ‰ � ‰ { E � i � � � '� 3� 7� 1> ? A ’  

’ O \  O +  O Oaq G h �~yd�� - �b�� ¬��b G 3 X < e < � ­ � ­ € �
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[ 4 ( 1 + 4 ) 4 < 0 + ! , ) ' К 4 + 4 ) ] ’ т - е-
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1) (О, Ъ, с) имеет также координатами -р  0 ) , ( с 0) )  = :

=  Середина прямой С Р — соединяющей С '= ( 0 , 0,с )  и В ~ (а ,Ъ ,0),
\ 2  2 2 /  |  |  / й & с \

снова точка ( - =( 0 +  в) , - ( 0  +  Ъ ),- (с  + 0) , =  - ) .  Наконец середина
\ 2  А I  \ £  Л А '  / а  £

Б Е  соединяющий точки Б ~ ( О, Ь, 0) и Е = ( а ,  0, с) есть также ( 2 ’ 2 ’ 2 / “

2 1 . Даны координаты четырех вершин тетраедра ОБВС ; требуется дока­
зать, что 4 прямые, соединяющие каждую вершину с центром тяжести про­
тиволежащей грани, встречаются в одной точке.

Возьмем вершину х4, у4, ек. Центр тяжести противоположной грани

имеет координаты (х1 +  х2 +  Ч ) , |  («/1 4- Уг 4~ # з ) , 3 («1 +  ^2 +  %) •

Возьмем на этой прямой точку, расстояние которой от вершины втрое 
более расстояние от центра тяжести. Координаты этой точки:

§ =  3. — (хх -(- х2 -}- х3) -\-хі =

Г + Т

V — 3. — (Уі +  Уч 4* Уз) +  У і ■

З- — Ц і 4-^2 +  н )

{х1 -Ц х% 4- х3 -|- х4)

F��0S�0�  4 -  Уь +  Уі ) 

Ці 4“ O0� 4-̂ 3 4-

Симметричность выражений §, ц, £ относительно координат х* у* зі по­
казывает, что та же точка подучится и в остальных 3 случаях. Формулы 
подучатся те же самые.

22. Показать, что прямые, соединяющие середины противоположных 
ребер тетраедра, пересекаются в одной точке.

Если вершины обозначим номерами 1., 2 , 3., 4., (так что I. есть вер­
шина с координатами х г ух зх и т. д., то ребру 1 . 2  противоположным будет 3 .1. 

Середины их:

( ^ Ц і  +  а:2)>- (̂уі4“^а)>^Ці4- г̂)) 3 -̂(..Сз -у- Хі ) , - Ц з  -4 у д , -- Ц і 4'
Середина прямой, соединяющей эти две точки, имеет координаты:

1 1 1
/�,�0 / $ � �6 �$T�6 �$T�6 �$ 5 , � 0 �/%$ 4 ~  у 2 +  У8 +  Уб) , -  Ц і 4~ * 2  4 "  *з 4"  * 0  ■

Симметрия результата предрешает, что и остальные прямые проходят через 
ату точку. Действ, середина 1 ,3  имеет координаты

4  Ці 4- $ ъ) , |  Ці +  % ��) , |  Ці 4- яз),
противоположное ребро 2 ,4  имеет серединную точку

4  Ц а 4 -  &  Ц г 4 -  � � �  |  Ц з 4 -  8і),А А А
беря середину прямой, их соединяющей, получаем снова точку (а).
Также 1 ,4  и 2, 3 .



\7

O��� ,����� ��•��� ����������� "��)�	#� ��������� ��	#� ��	�������	�� � �!�
�������	��� ������#� ������	������ q3 �G � �d � � q- O �n �E d � � q���- �E�Gd� � q G � O � -�Ed��
„)������		#�� ��0��� �������������� "#�������!� �������������

2"� ��		��� ������� Z • �g

˜O� 	� � 8N±� 8�C� oF
4 � ' '� �#; �& ��'� 4 �&
� � ��� � � � � �� � � " �  )

- �Z �
E

- �3
g �2 O 3 - 3 2E 2Z G h m �- �� Z h O G �g �O3 �

������ H 6 �3� ����� ���	�����

O3�� ^�	�������	�� ��!�������	��� ������#� ������	��� ��	#�"��)�	#� ����
�����	���� ������	������ qE�� n�� Od�� qE�- �k � 2 � d � � q -���� m�� Gd�� ,����� ���+���� (���� �
��������	����

%������!� 	�� ���������� c r d � ������ ���+���

E
O

E� n� E j
E� - �� E� j� g �-�q- �k� h � m�- �En�- �OE� - � m�- �nd
�� m� E� •� O� 3m

� Z��� "������ ��� *	���� O3 � �

%������!� 	�� cXcg � -
� � � � ��
E - � E �
�� G� E

. F � 	 � o�F�- �Od�g �- EG�

‹���� 	�� d r c F� g 2€
�

n� O� E� e
-� k� - x� E �

m� E� E� •
g �Ž q- E n 2 k h E Z h O 3 - n h E 3 d g €

1"������ ���+���� �������� �����#�- ������� �"������"� ���+����� ��� �������� �
	�� ������	��	#�� ���������

w O k { O� k O G
ž ��g �O3O�h �EGO�32� g �nkZ�h �EGG�h �2 � g �m F � � O n �

On�� ^���������� �� j��� ����������� ���	!� ��������� ��	#� ��	�������	�� ��!�
�������	��� ������#� ������	��� ���"	�	�!��

#4�h �x��h � pa�- �Z�g �G� EO�c�h � ”C�6 � 3!� 6 � EO� g �^

3�R�h �7C�h �O�� -Z�g �G� Em�R�h � Fyw�h �m˜�-�Em�g �G �

‹�������!� ����������� "��)�	#�� f�!� (����� ������#"���� ��������	�� ����
���� ���"	�	��� �� ��)���� �������� �2$� ������	#$�� ‹�� ������ 	�$����� "��)�	# �
q^�� �̂� /d�� qG�� O�� Gd�� qE�� G�� Gd�� q���3 � 2 F d �

‹������ ������ "#�������� ������������� Z% R�•

G �G � ��E G�G� E�E
G �O � G�E -�* G�O� G�E
E �G � G �E E�G� G�E
� �3 � 2 F � E � � 3 � 2 2 � � E

G G E G
G O G�E
E G G� E
� 3 -� � 3

p�8� 1� 9T
•� � � � � E� g � h � ��q3�h �Z�- �md�g �Z�c�H 6 �E�
e� �� 3� 3E



n3

OZ�� ,����� ������� �����!+� � 	�� k� ���	��� ���	#� ��� 	������ ��!��������
	��� ������#� ������	��� 	� ���� ���� ����� ���� ������	�� ����*���� ��� �����	! �
+���� �� ����� � qO�� ��� 3d�� 	�$�����!� 	�� ���� G O �

Ed� 1"������ ������!	�!� ��� 	������ 42 U C2 NFN‰2�5 � 3F�

Od� 1�����	��#� ������	#� ����*��� ��� +���� ��	��� ��	���� ������ D4A� CA�‰)1

������� q O � � � 3 d� ����� G � �� ‹��� ���� (���������������	������ G O
2 2 2

х - \ - 2  6� 0 , у - \ - 3  6 � 0 .  ›���� х ~  - � O�vw�- �- ���� �2�!� ��� ������	���� �����
���!���!� �*� E2��� ���"	�	�!� !O�g �3F�- �3�- �F�g �� Z �� ‰�6� ™ � Z �

›���� ��)�	���� !"�! ��!� O� ������ q- O� �- ���� ™ � Zd�

Ok�� , �� ��!����� ���$��!+��� ����*� 	������ ��!�������	��� ������#� �����
��	��� �� �����"�! +��� �� ��!��� Xc� €� X Œ� ���#� "� 3n � �� ZG �� 	����� �������  
	�$��!+� �!� 	�� ������!	��� �� ���	��� ��� ���� G O �

MB@�3n �g �6) g �� MB@�ZG �g
† †

�� �2�� ��� � -������ у c� MB@O�у  —  E�—  \  —  ^  €
'�  � ~� a� 3� O� 3

MB@C G ’ ‹ � q��� ����� ��!�#$� �����"�		�� ��� ��� Od�� "#������� ���� 2	�����

MB@�C� 6� U

z �� ���"	�	�!� 4 F� O�g �OC�5 �O�� ���� 4�g �C8� O� g �a8�O� �
•�����!	��� ��� ���� ‰- � " - 84 2NFNC2�g � ��
%�����"�!!� 4�g �C š | p�� 	�$����� ’ �C ‰ 8 �6 �z�A C 5 ’ � H���������� 4 g �™ �H�Z�
t�Ew3

,����� ��!� 	�� ��!���� �"�� ������� ���������	�� ���������		#�� ��	��
������	�� 	������

Om�� f�	#� ���� ��!�#!

4 �6 �‰� - � E� 4 5 > ‰ 
C�6�7‰� - �3� C�6�b�- �n

4�6� 2‰�h �E

C�6 �4.3�-��

,����� ���"���� � ��!�� �� ������!� ������������� �#� �� �"��!� ���"#��  
�� �#��� ���������	�� �2���

%�����	��� ����"��� ��*"��!��� ������� ���"	�	��� ��!���� ���� "����

4�6� 2‰NFN)A� � �g � 3 ! h y 2

1�(������	�#� ) € ‚ � q������	��#� ������ "������� ��!���� �� ���������  
c r d E � �������! ��!� �*� ����"��� ��������	�!� �� O2�!� ��		#��

Р +  �  =  ? +  4 )  __ � + 5
O - E� 3 - � ƒ � O�- �n� 3 - E

���� )� 1� 5 ‚ N Ž N SA� - � ) �6�‚NFN7�

^�� ��� ‚ �g �- � 3�� ) �g �- � E�

›����� ������!� ��!��!� ������ ���"	�	��

4 �5 �p‰�- � E�� C�6 �S‰�- �3 �



55

29. Найти уравнение прямой, проходящей через начало и пересекаю­
щейся с прямыми #  —  5 , у ~ 2  и х  — 3 , 0 =~ —  1.

Уравнения прямой, проходящей через начало, х  — те, у  =  П2 . Пересе-
7ҐІ 5

чение с 1-ой данной требует: — = —, со 2-й 3 — —  т,  т. обр. т —  — з ,  

»  =  — 6/ 5, и уравнения искомой прямой 2ж =  5у  —  —  6я.

30. Найти расстояние между параллельными прямыми

х  —  3 у —  2 г —  5 х — 2  у  — 1  г —  5
~ 6 ~ " ~  ~~Ъ 2 И 6 ~  5 2 •

Проводим плоскость перпендикулярную к обеим прямым и проходящую 
через начало, и ищем точки ее пересечения с той и другой прямой. Их 
расстояние и есть искомое.

Уравнение плоскости 6х 5 у  2# — 0.
Точка пересечения с 1-ой прямой

/ 3 3  __бО 249\
\  6 5 ’ 6 5 ’ 6 5 / ’

тоже со 2-й прямой
(__32   70 271 \
\  6 5 ’ 66* 6 5 /

Искомое расстояние к

=  ~  У 585 = 0 , 3 7 2 1  . . .
Ь5

31. Найти прямую, пересекающуюся с 2 прямыми

х — 30 — 1 у  — 2х — 5 
у — 20— 3 И ,г =  7;г +  2 

и перпендикулярную к ним обеим.

Перепишем уравнение 2-й прямой под видом
« 4 - 5  2 —  2

а ? =  — —  = -----------
2 7

Уравнения искомой возьмем х  =  тз- \ -р
у  =  пг  +  у

V „ �  4" 1 у — 3
Условие пересечения С 1-ой —  =  --------

3 — т  2 —  п 2 * 4

2 -і- 7р 7д Д- 39
Условие пересечения СО 2-Й V - - - -- =  —

г 1 — 1т 2 —  7п

Условие перпендикулярности с 1-ой прямой Зи г-(-2» +  1 ~ 0
со 2-ой прямой т +  2п +  7 =  0 .

Два последние дают т ~  3 , и =  — 5 , и тогда два первых р  — �& � 1 < 
=  _  17

4 '
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Пусть уравнение искомой прямой *  —  ё • п .
I т  п

Она лежит в данной плоскости при условии
(1) Ай +  Вг, +  С£ +  Я  =  О

(2) А 1 В т С п  — О.

Условие перпендикулярности с данной прямой

<)9�1  +  ^ + п-
а Ъ с

Условие встречи с осью ОУ: (4) I'

�� 0 �

��  
т '

Означив t общее значение двух отношений (4) из (1) с пом. (2) найдем

£ В  £
П+ И ( 4 )  п е Ре п и ш е м ;  1 т ----------’ —  і.

Поэтому уравнение искомой прямой м. б. переписано (отняв от каждой

Л X  У  У + 5части по 0  -г- =  — =  С (5) .1 т, п

Найдя из (2) и (3) значения пропорциональные I, т, п  и подставив 
в (5), получим уравнение искомой прямой под видом

ЪсХ ас У
ВЬ — Сс Сс — Аа

аЬ( г + ~ )

А а —  ВЪ

или же можно ввести обратно вм. I, т, п  пропорциональные им величины 
из (5) в (2) и (3). Получим во 1-х уравнение данной плоскости и во 2-х

2  +  | + У ^ £ _ о .

плоскости, которая пересекает данную плоскость по прямой, удовлетворяю­
щей поставленным условиям.

38. Относительно прямоугольной системы координат дана плоскость урав­
нением А х — З у - р 5 г — 2 =  0.

Найти уравнение плоскостей, перпендикулярных к этой плоскости и 
проходящих через линии ее пересечения с плоскостями координат.

На плоскости ХО У след данной плоскости есть А х — 3у  — 2 =  0 � = 	 .
Проходящая через него плоскость 4ж — 3у  —  2 +  Хв =  0 перпендикулярна 

* � данной при условии 16 +  9 +  оХ =  О, X =  — 5 .

Итак, ее уравнение Ах — Ъу —  5в — 2 =  0 .
41

Остальные две (через след на Х 0 2 )  А х  -(- — у  -}- Ьз — 2 =  О
3

17
(через след на У0 2 ) -----—ж— Ьу-\-Ьв— 2 = 0 .

X
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| , с о в  � > & � =  �соб Х ' О Я

Поэтому формули, выражающие новые координаты черев прежние;

, і 1 , , 1 , у -І-  з 
* + о У + о *  =

-а г ' +  в' 4 -  - в ’ 2 ^  •* ' 2

1 , , 1 , . ,
2 Х + 2 У +  *

У ї
з -]- х

~ ~~Уі~
Х± Л

V?
Определитель преобразования 1  1

� � �

‘ 5
1
2

в отношении х ' у ’з', получаем
1 , 1 ж . 1 у , 1 г
2 а’ “ _ з к Г г а 7 Г 1' з 7 1

или / �  ==

2 У ~ Т 2 ' у Г 2 Й  ' 2 ] / |
или У’ =

1 1 1 х  і 1 У 1 з
2 * =  ~Ґ 2 у !  +  2 ^ / 1 ~ 2 ^ |

или г' =

х
V 2
х

У _ ,  *
/ 2  +  У 2

��
%0F� % ��� ���

% і У #
У 2 У ~2 У 2

Применяя к данной точке, получаем х' ■■ _1_ ____7 , = _ и
У 2 ^  У 2 ' а У ї '

Для проверки вычислим квадрат расстояния от начала, которое при на­
шем преобразовании не изменилось.

В исходной системе вычисляем но формуле <22 =  X і  +  у 2  - { -  г 2 1 нахо­
дим й2 =  22 +  52 +  42 =  45 .

В новой косоугольной

а* 1
$ � ��W 0%X+�л - T � ( 0 % ( �.- х 'у '  ■ 2 . ~ з ’х'-{-  2 . -  у'в' .

,  й 1 , 4 9 .  121 , 7  11 77 90Для ТОЙ же ТОЧКИ <*2 —  -  4 -  - Ц -  4 - — --------------- — =  —  =
^  2 2 1 2 ~  2 2 2 2

= 45.

Поверхности 2-й степени.
Конусы, цилиндры и сфера.

47. Каким уравнением выражается относительно прямоугольной системы 
координат прямой круглый цилиндр, ссь которого совпадает с осью ОХ, а 
радиус основания равняется единице.

Уравнение кривой основания х 2 у 1 =  1 служит в пространстве уравне­
нием всей поверхности, ибо з  не входит и потому может принимать всевоз­

можные значения.
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� � � � � � � $ �g �G�� 2�g �O�C�- �n�� ��2��� 3O - � 2�g �Gq�d�� ��g � O n - � n�q3d 

���"	�"�!� qEd� �� q�d� ������ �O�g ��O�� ���� ����������!� 	�� O� ���"	�	�!

Ed�3�5 �1A� n�g �O � h k � � � �g �O n - n� � ������� 3�6 � - ��� n g E �� � �6 ��

„���"	�	��� ��"��$	����� q$� �� ŒGFND8�- �E�dO�h � 3 2� dO�g �F �

Od�а  6 �- � 1A� n�6 � 23�2q2k �� - � �g O n �- �n�� ������

v �g �2 k �n�� ��g �h � ² w��� � g � h � k � � � u g • w m �

„��"	�	��� )���"��� ��"��$	����

(Я_ 9/5)3 +  ( у _  17/б)» +  (2 - 2/5)2 =  81/25-
n3�� •�������	�!� ���� ���$� ������ ��� +�$� ��	��� "� �����$� q O � G � G 

DrAzArEA� qG �G �3 d �� ���$����� ����*� ������ q E �E �E d �
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Найти радиусы этих сфер, зная, что сумма их квадратов равняется 14 

Уравнения сфер: (х — 2)2 -+- у 2 +  г- — В 2 =  0, х 2 +  («/ — З)2 +  з2 — й'2

*® +  У2 +  (* — 4)2 — В "2 =  0 .

Уравнение радикальной оси : —  4ж -{- 4 -)- 6у —  9 —  В 2 -)- И'2 =  О
—  4а; - |-  4 8^ — 16 —  В 2 +  В *  =  О.

Она проходит через точку ( 1 .1 ,1 )  след. В '2 — В 2 = 3 , В"2 —  В 2 = 8  и 
по условию Н2 +  Д '**|-Н "2=  14. Отсюда В г —  1, В ’2 =  4, В"2 = 9 .

55. Найти уравнение конуса касательного к поверхности

(я +  3)2 +  0 / —  1)2- } - ( 0 - 3 ) 2 —  9 =  0 (1)
н имеющего вершину в начале координат.

Х У ?
Прямая Т  =  -  =  ^ (  =  Р) (2 )

проходящая через начало, встречает данную сферу (1) в точках, для кото­
рых р определяется уравнением

(Я2 +  (“2 +  V2) р2 -{- 2р (ЗЯ — ,« —  0 1�� � � � � � � � �

Два значения р совпадают, если прямая касается сферы (1), —  т. е. при 
условии

10 (Я2 +  р 2 +  V2)  =  (ЗЯ — р  —  З г У

Заменяя Я,р, г  пропорциональными им по (2) величинами X , У, У, получим 
уравнение искомого конуса:

10 ( X 2 4- У* +  2?) =  (ЗХ — Г  — ЗУ)2.

56. Найти уравнение цилиндра, которого ось есть прямая х  =  у  =  ^ 
и направляющей служит круг х 2 у 2 =  1, г —  0 .

Прямолинейные образующие параллельны оси

$ =  *  +  Р ;0�  =  �  ~Ь Z	

Р и % —  координаты следа прямой на Х ( ) ¥  должна удовлетворять условно

P2 -JГ q2 =  l .
Искомое уравнение

(х — г)2 -~-(у — г)3 —  1.

57. Составить уравнение параболического цилиндра, имеющего направляю­
щей параболу у 1 =  2рх  и образующие параллельные прямой

х — 2у =? 30

Уравнения образующих х  =  Зз +  а , у — 312з +  /?, где д. б. @2 =  2рес.
Т. обр., искомое уравнение 2р (х —  3з) — {у — 3 /2*02 •

58. Составить уравнение цилиндра, образующие которого параллельны
Х У ?

прямой у  =  — =  — и Для которого направляющей служит круг 

Х * + У г _ | _ 2 ? | _  Д8 =  о ( 2 )  У = с < Н ( 3 )
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63. Найти геометрическое место точки, равноудаленной от всех точек 
аруга, определенного уравнениями

х- +  }Г -{- -ег =  а2, х ту  -}- п: =  р .

Это геометрическое место —  перпендикуляр, восставленный в центре 
круга,— т. е. перпендикуляр, опущенный из центра данной сферы (О, О, О) 
на плоскость круга. Итак, эта прямая

х  _  г  _  г
I т п

Поверхности 2-го порядка собственные

64. Определить на эллипсоиде
X і 4 -У 4- 

+  Ь2 +
■Л

о (1)

точку, касательная плоскость в которой делает на осях равные отрезки. 
Касательная плоскость

Х х  , Ту , Яг
а1- I/2 с2 ~  1 12)

делает равные отрезки, если
X __ »/ __£_
а2 “  Ь2 ~  с2

Пусть I общее значение 3-х отношений
•т . У ,, г-  =  а(, — Ы,а ’ о с

Подставляя Ъ, с, находим (а2 4 -  бг -Ь с2) *2 =  1
1

1 = '

СІ

я х  ■ ±
У а2 4- Ь2 4- е2 '

У- ±

У а2 с2
Ъ2 ±

У«2 +  Vі  4-е2
65. Найти на эллипсоиде (1) точки, касательная плоскость которых де­

лает на осях отрезки, пропорциональные осям.
х  к г/ к я к

Должно быть

Отсюда по (1) 3/с2 =  1, к. =  ±

Ь2 Ь ’ с2 
1

Уз
±  ~ р . у :

V а У з ’
л =  ±

у з

66. Найти плоскость, касательную к эллипсоиду, перпендикуляр к кото­
рой делал бы с осями данные умы к, у

Уравнение такой плоскости д. б. вида

х  со 8 а 4- у со5 /3  ̂ соэ у =  р
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По условию они равны. Таким образом -  

Подставляя в уравнение. (1) находим 

(а2 +  —  с2) I2 =  1. Г

искомые точки
а-

у = ±

а/,

1

Уаг
6«

У а2 +  62-

У а2 4- 62 —  е

—  , ;ї =  ±

■6Л

-  с2 У а2 -4~ 62 -
Если и2 А-Ъ- — (Л <  0. соотв. точку можно найти на двуполом гиперболоиде

72. На однополом гиперболоиде найти точку, касательная плоскость 
которой делает на осях координат отрезки, пропорциональные осям поверхности

т т  х  к  х  ,  V  £  , ,  „  .Но условию - =  , т. е. •- =  * =  - — —  ■ . • . к* =  1 . А- — =£:1а2 а а о с
Искомые точки: х — ±  а, у =  ±  Ь, — +  с, где надо брать или 

все верхние или все нижние знаки.

73. Найти уравнение касательной плоскости к гиперболоиду, параллель­
ной данной плоскости

х  cos а у  cos 0  .3 сон у =  0 .
Ее уравнение

X COS С у  COS 0  +  S COS у  — p =  О
д. б. тожественно с уравнением касательной плоскости в некоторой точке 
Г, у, в поверхности, Т. обр. должно быть

COS С X  , 
— О 

� � �

p l = a 2 cos2 а

cos 0  у cos у ___
� � � � �

6s cos2 0  — б2 COS2 у
с

74. Определить оси сечения эллипсоида Xі  , у -  я1 ___

в* г  Ь2 1 с*~~ 1)

плоскостью х ��U� �ту  L1��ш  — �0 (2). проходящей через его центр.
Задача сводится к нахождению наибольшего н наименьшего значения 

выражения ?*2 =  я?2-f-*«/8-{ -я2, где у и суть функции х, по ур. (1) и 2), 
по правилам дифференциального исчисления (см. далее отд. IV),

1 d (г2)
1 2 Ах г ~~гУ-У' +  e-i

при чем О =  % +  й -У  +  ~ч.г' 4а1 Ь£ с-
О — 1 - J - m . y  +  п г ! 5

множим (4) на Я, (5) на у  и уравниваем 0 коэффициенты у' н ?

получаем 3 уравнения х Ar  у,1 — О 6

? + Д~2 -К««* — о 7
~ "Ь ~г И « — о 8)

многим (6) на х. (7) на у, (8) на в и складываем с пом. (1) и (2) получаем
г2 +  Я =  О
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Прямолинейные образующие 2 -о ї поверхности определяются уравне­
ниями:

1)

2)

Ъ у  р2 ^

V  р
т 

“ 2

у�U ���V  <і

у  я

V Р У —
ы V  я

Сравнивая, получаем
\ ГР —

для искомых образующих.

I =  ±  у ' д  —  р �

т  —  +  \ / д  — р

77. Дана поверхность уравнением 2-й степени
х у у з з х  =  1.

Найти ее оси и уравнение, которым она выражается, будучи отнесена 
к своим осям.

В уравнении отсутствуют члены 1-й степени, следов., начало координат 
служит центром. Эта поверхность центральная. Прямой

л _ ' У  2
/. р  V

соответствует диаметральная плоскость

(—  У +  г) + .« ( -  +  х) +  г\х  +  У) =  О.
Она перпендикулярна к направлению хорд при условии 

/Н ~  г _  г  Н~ Я I  4- ц ___
I  и  V

,ы-ь г =  о
/. —  Ер V — О 
Я -р  и ---5г  =  О.

Таким образом, 8  определяется уравнением:
| —  5  1 1 ;

0 =  | 1 — 5  1 \ =  ~  5-~р35-|~ 2 =  ( 5 +  1)а(5 — 2). 
; 1 1 - 5 |

Итак, уравнение, отнесенное к осам, имеет вид 
■— X 3 —  У 2 -\-2Z-  —  1,

Оси суп, 1 ,1,
\ / 2

-это поверхность вращения (двуполый гиперболоид).

78. Составить уравнение поверхности 2-го порядка, имеющей центр в 
точке (— 1 , — 1 , — 1), и касающейся плоскостей координат в тачках (1, О, 0), 
(0 ,1 ,0 ) ,  ( 0 , 0 , 1 ) .

Если начало перенести в точку (— 1 , — 1 , — 1), то в уравнении должны 
пропасть члены 1-ой степени. Уравнение поэтому должно быть вида:
А(х  +  1)2 +  А'(у  + 1)2 4- А'(е +  I )2 +  2Щ х  + 1 ) ( у + 1 ) 4 - 2 В ' ( * - | - 1 ) ( *  +  1) +

+  2 В 0 / + 1 )  (* +  ! )  + Е = 0 .
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1. Производная функции, умноженной на постоянную, равна постоянной, 
умноженной на производную функции:

/�  .Дат))' � �\ 	 L / D , 	

2. Производная суммы (или разности) равна сумме (или разности) 
производных слагаемых:

( U  +  V  ) f =  lb

3. Производная произведения:
Xcjk9L�>>�и 'г �0l0�т '

4. Производная отношения:
(% у   u't: —  да/

W  '-J

о. Производная функции от функции {сложной функции).

Если у — /’(и ),  где и == F(x).
то Ух =  Г„ (и ) .и '— f ' (и). F \x ) .

���$���� �� +����,���-��*��� 3��*i�$��

В заключение следует упомянуть о довольно употребительном в некого- 

рых вопросах обозначении //--- наз. гиперболический косинус х  и
�

обозначается cos hx, у - наз. гипероолическим синусом и ооозна-

чается sin pD. Можно итти далее и называть, как и делают, гиперболическим 
тангенсом отношение гиперболического синуса к гиперболическому косинусу, 
н гиперболическим котангенсом обратное отношение:

sin hx ех— е~х , , е* 4 -е~ г
-------- =  — -------, у cotang hx =  - - —COS h >: — - Vх — >•—*tang hx ■

гиперболический секанс

sec hx l
cos hx

2

гиперболический косеканс

cosec hx =  — =  
sm hx

2
ex— e~*

Между sin hx и cos hr  существует связь
(cos hxY  — (sin /и;)2 =  1

Обозначения в связи с тригонометрическими функциями об’ясняются 
замечательною формулою Эйлера:

(&У -1 _ _  c o s  х  _|_ j g jn  t.

благодаря которой
g*V—1J-0— 1 gxV—l  g—хУ—І

COS X — --------- ------------ J sin X  — ----------------------------
2 2V —  12
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5 4 )  y c s a ^ o g a ; У � �  4 - i g ®

3 5 )  y  =  a;e* y ' =  e* (l 4 - ^ )

3 6 ) _ 5 j � G R У  — c ! & �  — x)
3 7 ) y  =  « • . ( ! —  ж») У  =si er ( 1 —  3 a;3 —  Æ3)

3 8 ) _�5 �j ��j y ' 5 	 1� �� ; � 	  4 ~  ?»)

3 9 )  y  =  e * s in a ; y ' =  e*(sm  j  4 -  co s a;)

4 0 ) y  =  e*C 0sa; y ' =  e*(cos j  —  s in  jE

<  ~ * ( e * 4 - i ) 2

4 2 )  y  =  ( a : 4 - a ) * ( b  — jE� У  = .  (a; 4 ~  « ) ,s ~  = >3 —  * ) "  ~ 1 [
—  ? �4  4 -  a )]  —  -4  4 -  a ) ”* ~  @�

A —  �?  4 ~  B $4  ~f- B@ -

4 3 )  y  == # йї lo g  * У  =  �B  lo g  j  - j -  1 ja;“  ~ 1

4 4 )  y  —  lo g  S in  ж y ' =  c o ta n g  x
4 5 ) < = lo g  cos a- < ��= ■ —  ta n g a ;

4 6 )  y  =  lo g  ta n g a ;
C �5  б ш Ъ =  S c o s e c t o

8 sin 2a?
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54) у  — в т  /13?
55) ? /.=  1одсо8Аж
56) у —  1о  ̂tang Аж

л*й

57> у ~ ( Г — х у
58) у  —  х у  1 - \-х

59) г / = | / ( ^ + жХ 2 + а : )

60) у  =  ( \ - \ - х ) У \ ^ х

6 0  у =  ( 1 — ж )]/1  +  а;2 

1
62) 2/ =

63) у  =

64) «/==

65) у =*

66) у =

67) у =

у^1 —  ж2
ж

] / Г + ж 2
X

� # �$!�% �&!

ж3
(1  Ж2)3/ 2

ж"  / ж
( 1  —{— Ж ) И у  1 —|— ж

] /  а -{- ж-
У* л ~|— ж

}Л  + ж68)  
у  1 — х

69)

70) у  =  -— = =
ж - |У  1 + ж 2.

(рекомендуется предварительно

2^е* -(- а —®)
У ~~ (е* — ’

У =  со4аг^ Аж 
У =  tang Аж 
</' =  2созес Аж

»’УУЬ)" '
У == р/ 1 +  ж+

сез Аж 
(зт  Аж)2

1 «жв -
( 1 — х у  (1 — ж)"+1

х  2~\~3х
2 ) /]  -+- ж 2 } Л + ж

У

у ’

У

у'

2# —|— 3

2 1 /(1 + * ) ( 2  +  *)
1 — Зж

2 ] / 1 — ж
1 —  ж 2ж2

| / 1 - |-ж 2
ж

} /  ( 1  —  Ж 2 ) 8 

1

У а + ж2 )®
а

|/(и -  — ж2)3
_____ В ж 2 ____

' ( I —  ж 2 ; 6 / з  

« ж " — 1 

( 1 -|-ж )я+ * 1
У ж  — ] /  а ) ) /  а

2| / х  . у  я -)- ж( | /и  ~}~ у'х)~ 
1

У

%� 1 + ж . У (1 — ж)3

1
ж зу Т У ж 2

ж
I

71) у .
= / 1 -{- ж —  ж2

} /1  -т- Ж2
перевести иррациональность в числитель)

1 — ж2

! — ж -[-ж 2
72) у  =  ж2(а х)ЦЪ —  ж)4

73) у  =  (а +  ж)®(6 - |-  х )п 

74') у  =  (о - |-ж )~ т (А-)-ж)“

]/1 -|-ж-|-ж2У ( 1 —ж ж2)3 
»/ =  ж(д + ж)2(А — ж)3{2аЬ—(6а — 5 Ь)ж- 

— 9ж2)
�L�=  (« : 0 �х)т ~ 1(Ь х)и~1(т(д : 02 90q0

4 - я (а - |- ж ) }
/  =  —  {а -(- х)~т~1Ф 4- ж)-"

{т(А  +  ж) +  +  ж)}
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122) y*=* (sinÄ*)J
123) у'-=  (совАж)2

124) у —  (Ы щ Щ 2

125) у  =*= siöAa’-f- 4  (smhx'f

126) y — tajigke —  4  (Ш щ Щ 5
�

� � � 	  j / ~  cos hx ^ _ ` D -{- віпАж . sin#
128) у � � � %&' :� (  sin® —  віпАж, сойж

, coshx —  (Ю 8Х
129) f / ~  —г~т--- ,— :----m vtx  -f- sma:
130) y ~  logsinfor
131) */ =  logci s fe
132) y ~  logtangAi'

133) у  — 4  lang*?; —  tangi; 4-- д
О

134) y«~± кішгж, (simr)**

�  =  біпА(2ж) 

�� �  зшА(2ж)

, 2sinA.rЦ SK *---------- -
(eo sfer)8 

<� —  (COSAz)'4

?/'—  (веска)*

�  e s  2sinA x сок г  

»/ —-  2C0SÄA-C0SX 
, 28 �� � �  s in *zzz.---------------------- -

�C ; \ �] '  — ^ � ' &

� �  =  cotacgA «',

У  =  ta n g  А#, 

� E �  coiangA?:.

?/ =  t a n g 4?;,

У ™  « (s iru ;)8“ 3 s in ( » - f - l ) *

Логарифмическая производная.

В некоторых случаях, когда непосредственное дифференцированно по 
вышеуказанным правилам представляет затруднение, оказывается удачным 
применить искусственный прием,— взять от подлежащей дифференцированию 
функция логарифм во основанию е а дифференцировать ве у, а  log?/.

Если У = V&Vy...
то logp =  logMj -j- loga^ -f- log«% -І—  logcj -*■ logt>3 log% и потому веяв про­
изводную от обоих частей равенства имеем:

У__«\ , * j .  д. ^3 , __£i _  На  __4в
1/ « і Й2 1 % ^  ‘ ' «j tv ty,

По выполнении дифференцирований н делений и ариведеняв остается 
результат умножить на г/, чтобы получить искомую производную

135 )
ж) (б 4 “ ж)

(а —  х) {Ь —  ж)

Здесь logу^= ~  [log(e 4 -  ж) 4" log(A 4 -  х) —  log(« — ж) •— log(5 —  ж)] 
л

Отсюда
у 2 |« -4 ~ ж 1 5 - І - ж ‘ а  — х  ‘ 6

обр.

.. ).... , I� � �� �� ;
5 4 - ж « — ж ‘ 5 —  asj а3 —
_  (яЬ — ж2) (а, 4 -  Ъ)

4 ____ 2*
б2 —  ;

{ « 4 -  А) (об -—ж2)
( а  -—  ж)*^(6— х),,г(п 4 *  т,)Чг(Ь 4 ‘ 4 ? /’
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Дифференцирование обратных гиперболических функций.

Если у таково, что х  —  sin hy. то обозначают у  —  argsin hx (произносит­
ся аргумент гиперболического синуса); т. т. если х  =  coshy, т о у ~  argcoshr  
�  т. д.

Отсюда:

!64) у  ■= argsin h i­

lft о) у — argcos hx

166) у  =  argtang hx

167) у  — argcotg h x

168) у  —  argsee hx

169) у  — argeoeec hx

170) у  =  arcsin (tang hx)
� $ � ) у  =  arctang (sin hx)

172) у  «= arctan g |tang

173) y =  argtang h  ( tang |

�

oos hy 
__ �
sin hy

l
V T + F *

� ___
\ / x s- ~ i

У

У

�
л® ! ! � �

�

x V T - ^ I *

у = --------- J = = .
x V  � -f! , ��

y' =  sec hx.
У =  sec hx.

,  1  г.у = -  See hx.

j �У =  -  sec ». 
z

Производные высших порядков.

Производная функции у — У(х) есть снова некоторая функции 
которую можно снова дифференцировать. Получим производную от л{ 
вой, которая называется второй производной и обозначается Г(х). а  
наводная будет третьей производной исходной функции и обозначаете, 
и т. д. Таким образом, в прим. 106, 107, 108 мы нашли � -ую, � -ую

X
проввводные функции —— - ,  в прим. 83 и 84 нашли 1-ую и 2 ую

б*"**’ �
водную У =е**

Немного сравнительно функций, для которых нетрудно составить общее 
выражение производной любого конечного порядка.
� . х щ. (хм/  =  тпхп" 1. След. (хт)" =  т(т —  � ):гж~®

(хт)'"  =  т(т � �  ) ( т — 2)#т_3. Поэтому вообще (ж"){*) —  т(т —  � ) ...  
,.,(т —  к +  � )*"-* , (хтУа)^ т ( т  — � )... 2.1!{хю)(т+1) =  	 .

2. £ =  {**, у' о.еал, у" — «%<•*, у"' — уЮ— а*в**.

3. у ^ 1 д х ,  у = \ ,  у'1 — — 1 . x -®, У" =  + � . � агЛ  з Г * =  — 1 .3 .8 д г < ,

вообще =г (1ух)(1) (-— � )* . � � �  . . .  (/с —  � )	 .—*
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2. Частные производные функции 3 переменных

Ах'2 -f- А ’у* +  Л ”г �  4 -  � В "ху  - f  � В 'хг  4  � B yz  -f- � Сх +  � С у  &  2С"г 4  f

t \  =  2 ( J * 4 -  4 -  -S'* 4 -  С), Г у  =  2 (Б"* 4 -  4 'у  4 -  В г  4 -  С ) ,
f \ ^ ( B ' x + B y - ^ A lz -[ -C ’).

3. г == а . arctang

di
дх

4
%

а —

‘ + 1

У\ _  аУ 
х'2) х ‘2 -\-у'*г

ах
X2 4  у'2

4. г =  х  sin у  4  У sin х,

dz
dx sin у у  cos х !&  — х  cos у  &  sin x,

r)%—  ^ - y a n a . , (Pz
dxdy

, d‘lz
cos у  &  cos x, ^ Ж SiUJ/

ay —  bxi). Z ——------- — 'i
by — ax

d z  (b- —  a2)x dz _  (a2 —  b‘2)y
dy (by —  ax)2 dx (by — ax)2

d2z 2a>a2 — b2)y d b  (a^ —  b2) (ax A-by) d*g � b(b2 —  a2)x
dx* (by —  a� ��  ' dxdy (by —  a x f  dy2 (by —  ax)2

6. и  —  log (x &  V  x 2 4  y 2),

d u ______ �  du ____I T  x  \

dx ~~ } / & - f  y 2 У \  ~~ j / i * 4  y 2j

Дифференцируя ^  по у  получаем

,  v У <̂M � � �  X�  \  tf
Дифференцируя т— по ж : ------ - — = = = - — --л--— ~~-r  -  — 7 - т ' т -

4  ( * а 4 -  ^2)8/2 J (*<>43,2)8/2

7. u  =
; 3 � * 2// — � *г/а & '

du
dx

l
d
dy

x 2— Axy —  �  y2,
du
dy

-  4ж — 4</,
4
d*

# — A yx-\-y2, 

—  Ax — Ay.



8 . * «  sin (пх�4 0 | q ,  -f- coe /| `z  -j- { q , �

9. w —

du__
dx

98. t i ­

11. M =

91. *  =

Оз _
èx

13. «  =

X

yV x*  ■

14. u-

ÖH
d x

dx

du
&

à (ди\
% \дх)

д Іди\
дх \ду)

a0�= cos (яж -f- |KL,� � �*  sin / =k�  4- =�,�

■■ т соє (пх  4~ тУ) C� « sin  (тх�4* пу).

н т sin (пх -f- ту)�— да* cos (тх -j- пу),

~  тп [ ( - -  sin (пх ту) — cos (тх�4- ту)\

X 4 - у$ #'

д Іди\�
д х\д у/

— Ж® С08 У 4~ У* cos х -
du� f� +� du� f� +
_  =  2% cos у  „r sm X, ^  ~  — ж3 sm у  -f- 2у  cos х,

д� �<x• UU� д
д у \д х / дх C�Ÿ� 2х�sin у �C ,2у�Sin X.

X

du
dx

£ ,
X

l-LËTi
‘ æa" dy X ду\дхІ

d fdu \ � 1�у
± ƒ˜ly ) Xі

^ ( x *  +  y%

е*(г9 +  У *4-2л ), | - Оц“У •
д� �< |h� д�
ду\дх) дх е*. 2у

V x2 -h  iß �

У

du,� ж2 д Iди ̂  д { д п ^ UUUх(х* �4- 2у9)
q n Š ��ïh /~ ~ ~  ду\дх)~ ~  дх\ду)'*~ у2 (z* y * fß

— ж® 4" � � � �  4-у9

—  Зж8 4 -  2ж^9 4 -  ~  —

*~У
2уа
X3 ’

• X s

du
ди~ = 2ж8у 4  8Гв +  ~ 4 - | ! *
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24. и +  ^£ £

ди__ху - г ди _ ху  4 - г ди ху  +  ,т
дх хг ду еу ’ дг г2

4 +  агсгапй -  —  +  \  (агсап л-)3.

д и _________ ж , з д и __ у
дх р/ 	�  у �  з2 4 - (х —  г)2 ду \/ � �  у � лф. гз’

ди _ _ ______ я_________ х  , а^шп з
дз £*•+-(ж —  я)8 '

26. и —  2 ^  (йсуз)------- --—ху  — г
ди
дх

дп   хз2 2
ду (ху — з)2 ' у*

ди
дз

х 2у 2 , 2 
(ху —  з)2 ' з

��33����i��������� ��$����� 3��*i���

1 . Если х  и у связаны уравнением

/■(*$) =  0 ( 1 ),
то, не находя из него у у(х), можно найти производную: так ван [(х,у) 
постоянно равно О, то

Щ х,у) =  О

или / 'оДх Гуду =г О в« ' Г х 4 - Г ^  =  О

Отсюда

^  (должно быть 1 \  Ф о)

Также ищем 2 -ю производную:

Г *  - 1-  ъГхуу’ +  +  г » . /  =  О,
откуда

» _ г + л -  чГщЦ' + /V?/'2 „ Г е П - ъ Г ч Г ^ + Г + Г * .d� # � 0 � 0� / � L� K �

2. Если дано уравнение
1(х.у,з) «  О

определяющее неявную функцию двух переменных^ то таким же образом находим

Г’ +  Г % - *  Г ,  +  Г . % - о ,

откуда имеем
д з __ Гх д з __ Гу
и ~ ~ т ;  й у ~ ~ ~ Т *
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Прим. � . Для яруга л!� -Д- у��  —  «а == О,�

Дифференцируя еще раз:

1 +  у'г +  УУ =  О, у"

у2

х- - УУ О,

�  +  3^ .
У

г?
1 ” }“  ~5

Г
У

я �

� . Для эллипса

X , уу�-----ь — о
а* ^  ��  ’ У

у£
� «

�

Ь2х �
Фу�

Ь2 /л

� — 	 , найти у / .

■ О

Ъ2х 2 б- /л; .�
я4?/' я‘4/� \я �  '

�  , у '2�
а2 ' Ъ2 '

±_УУ"
� Ъ3 '

уЛ Ъ2 . „ .а
ЬЧ а2 у2,у  = А&

а2уг

Для гиперболы: 4 У2
Ь3 �  =  	 , найти У\ У

X
а1

II� = 	 , у' = г Ь8*
+  а3у

�  у ’2
Р 6 ! 	 уу" _ _  � ШхА _ ! � О

м
аз Ь2 Ь2 Ь2 ф а*и‘ а2у2\а 2

ы р �
У - ; ---------= з  —-

Фуъ ?Г

Ь2
Ь2

сАу-

4. Для кривой � -го порядка
А ос'1�$Q$�2 В х у �$' �Су2�?$�1�Г).г�?$�2 Е у  Е — ��

найги у'
(Ах  4 -  Ву  -}- /1) Д- у'(В х Су -Д- Е) — 0.

В х  4- С у 4- Е �
У А х  В у  -(- В '

5. Для кривой х5 у3 —  Заху —  О найти у' и у".
Зх2 — За у  -Д- у'(3у2 —  Зал:) =  о или х 3 — ау и'(и2 -

, х 2 — ау�
У ■=- '

� . Эллипсоид
ля
а?
х

у 2 —  ах
‘Мх —  ау' +  уу") +  УХу2 —  ах) =  О�

«__ __ 2ху[2у3^ - а х у - \ -  яД�
(у2 —  ах)3

Ь2 с2 ‘
, з  дз�

а2 ' с�  дх�
*<£

Р ' с э ' д у '

■■ О�

4 )

9
j

9� M'д з +1 0 д*з
8

д*з

а 2 �1�\д х ,N с 2 '̀�д х 2 дх2
9 дз дз 0 д Ч

�1 д х д у  + с 3 д х д у

9
j

9 � ( 3 д2з
8

д Ч

Ъ2 �1� \д у)9� �X с2 д у 2 д у2 '

дз с2лг
дх а2з
дз с2у
ду

II �
*5 �$ 

�

 �  , е2х-\ с& / У2'
а2 � аЧ2) я� га\ Ь3
дЧ с4ху

дх ду е3Ь2а2
__ с2(  �  с2у2

¥ з 2,
��� / � ] �

ЪчА  � ~  ��

X
у'

ах ) «= О
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2. Изменяются и независимое переменное и зависимое. Для определенности 
рассматриваем случай перехода от прямоугольных координат к полярным

.Г =  �  COS 0 ,  �  =  3 8ІП  6 .

_ , dx dr
Отсюда dx —  dr cos Є —  r sm b d s , ~  — cos 6 —  r sin e

as do

dy =  dr sin 6 4 - r  cos 0 ds, ~  sin 6 -j- r cos 6
as db

dr .

Следовательно
dy dr sin 6 - |-  r cos 6 dS db sin 6 -j- r COS 6

' dx dr cos Є — r sin 6 ds dr
~ds COS 6 — r sin 6

Так как при введении независимого переменного ь вместо х  должно 
быть по предыдущему

ёх №у dy й2х
и2у  ds dS'2 ds ds2

Ч х2 5=1

то составляем

/ dx \ 3
\ d s '

� ��4� �C6� � 6 � %
�W �%� � cos 6 —  a j Z sm  6 —  6 cos  6 
� I �� � I �� �@

� 6
2 - j - c o s e — 6 s i n e .  

� I

d'2u d2r . . 
- T l - -  sin < ds2 db1

Таким образом

сРу
d 4 :

d*r
ds2

dr- r  cos 6 —  r sm 6 ds

Прим. 1. Дано выражение

R .

йх2

при независимом переменном х, подучить выражение при независимом пере­
менном 1(х —  <р{х).

Получаем с помощью выведенных формул
<уз 4 . ^ ) 8/,

R-. Xі i f --у'х’ '

Элемент дуги ds =  1 ~\- ^~ )j dx. При независимом переменном і:

ds — \ /х '2 -j- у'2.dt.
Вывшая математика
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3. Выражение элемента дуга получить в полярных координатах:

�
dr
de cose —  г sine

Y  , (dr . , y
/ • ЇЖ sinô і r cose І 1 z

Y

dr \ з ,----------- _-----
— J -f- r �  de - - y  dr2 -{- r �  db-.

4. Составить выражение В  в полярных координатах.
di) d2y

(dr dc* ’числителя и знаменателя на | -т-cose — г sm 	 �

Подставляя найденные выражения ~  и находим по сокращении

de

И :
MM0²

CM0ƒ
h

d2r
(ft�

$�j]]] � � � �

5. Функция U независимых переменных у, х  удовлетворяет уравнению
� e f � � Kgh � "��

t e )
Если вместо х, у  вводятся переменные г, в по уравнениям

X — г COS0, у — г sine,
какому уравнению будет удовлетворять ага функция.

. 6U д(Г. дх , dU dy dU  , dU .
(®) т ~  ТГ +  ■ i  =  ! Г  		��  "Г -Г- �8	_`� Y$� _`� _Q� _`� _?� �� Y"
, v dU dU dx�
b’ дв ~~dx  ' 09 '

dU dy __�
ду * де�

dU\*

dU  . . dU
r sme -j— r cose.

_?

� ��ei " �  
3 � %�_a�b

Итак в новых переменных уравнение ( � ) заменится уравнением
(д ц \2 . � /а с д з

дг) + г Д  дб)

� . При таком же изменении переменных составить уравнение для Л  за-�
д*и  , дзСГ л�

меняющее +  � �  =  	  .дугдх2
Дифференцируя {а) еще раз по г и (Ъ) но е имеем:

d2U Ш � f�  � дЧ1 .�  � d2U
— соз2е 4 -  'J. ----- cose sme J-
_`(� _?�� �� _?_Q 1 q �

sin2e

d*U
IP"

_(c
r'- sin��  •

%�Y'0 �  
-� -т—г- т � cose sme-

Ù4J
r �  cos9!� ■

dU
дх2 dxdy � бу2 dx

разделяя последнее выражение на г �  и складывая, получаем
id U  d*U . d2U

Г C0S9■
д £
ду r sine;

дЧГ J. б--Г�
дгл г�  де2 ' г дг

d~U � d'2U
Итак искомое уравнение '

Y$(� Y"(� •

dr2 � г2
I d U �
г dr =  0
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Ỳm�GGG ` j $�JB@�� ��)� H 2 � � �JB@�6�JB@�=B

`_

�� ga �̀ � � '� aR �a�‚f
‚œ ~
‚4•xxxj� 1�D ‘ E D ‘ E �R ±� j � • [ R R �l�j D`´HN

�
a�	��� � {�� Dm� � {�`j� '; � JB@��

b�� ����� �������� ���"	�	��

[ ` ´ _ ‹ � K ` ´ _

N [` ´ _ ` ´
��: �  ! � �L 6

j " % e f " � +� *� Le f $� �

XO h 2
�

¸ { 0 _ e`��¯ � 9� �~R�F� ±c� �� �̀ ƒ 1�“‡01�5�F� "̀m�¯

��� %��� ������ ��� �*��	�	�•� ������		#$� �����"���� ���"	�	���

`S ‚ y \ A‚ y \ �
D;�� 0� G‚ | � � ‚aR

c	 �

i� `´� `´� `´
f������������!� "#����	�!� �+�� ��*� ����"�� 	�� � �� ; � C� ���

`´ � � ‚yJ � i � �� �
‚ap� ‚4R� ‚4‚C

`p´ � œ� �� �� `R´ � œ� �� � � �
JB@��5�JB@�=B�@7�&2� � � �JB@� �� �@7� �=B�2L2

�� DO; � t� �� `R´� �� L� A� M� ‚a.
O�2- -�JB@���@7 6�JB@�„; � @I8 O�Z�2L2�O� 2 �JB@�6�@7 �Z�@7 �f…

`jp � �� ‚C‚g`j�`b
�S _5c� _(c� =4 I
�� � � i� 2�23�@I8��� �JB@��Ym�3 2 O �2;-<2�@I8� �� �JB@�§�@I8�=B�3 2 �2 ; -�@I8� �� �@I8� �:� 2

; @� �̀@ � `j O� `j`_ � E� ^ �O� YD:;��
DOyw� �

`j`_
{� 1�J� 	 � �� %� m�n?� j

œ� �� @I86JB@�� �JB@�5c� - � � �; 2 ; 2 �@7�� �JB@�	 �@7�: �2r2�2;s;�JB@� ���
`j`b� `_`b � �� `gp

�� K1††� 	� 1 J � 	� 	� 1 v� 7 2

F` �
`´
`�¯ � a

�� DO•k� `S � �

A� �� 2JB@6�JB@Ä29-�2� JB@6�@I8=@�
�� F�`� � 0� `_

� � D 9

;2JB@O6� D=4�� D;

�� ¥8 �6rR� ������	��� ������� ��"	#� - �
`b�  � �� � � `�

‚yK

� H  ̀ �
M•_GE� D;

`_N
JB@O=;� - �� �$$$$�JB@�0� @7�n�

`j`_

JB@�Ym
�� `H� �� �

U � QRu;m7<M



100

Складывая получаем, так как cos 8

1 à*Uà W  . , _______
àr2 ' r2 de2 r*cos26 d<p*

dU
дг

d»U
дх3

sine dU
г дЬ 

д*Ц 1 дЮ
ö ij~ ‘ дг-

dU , дО .
■■ -т - соз <р - f  -г- sm (р 

dx ày
2 dU  tan ged î/
r àr r2 de

и таким обравом предложенное уравнение принимает вид: 
дЧ1 , \ ù‘ U , 1 d2U , 2 dU  lange dû
dr

— -і------:—  —  4-
r2 de2 r 2cosJ6dçpa r àr de

9. Точно также убедимся, что А'1 V  —
&U à*U . à*U4- - dx2 с?г/3 +

преобразуется в
d*U і d*ü 
дг2 "* r2 de3 '

дгі

___l  d2J 7  , 2 d ü
r2cos*8 dqp2 1 r dr

jfcs E 7 =  О T. e.

- k 3U = 0

tauge dt/ 
r2 de

k*U =  0

C��,��1���� �� ���"��1���� #��-���$� 3��*i��� � ��+�� ����"����+�

(Задачи на maxima и minima).

Пусть y =  f(x )  данная функция, имеющая 1 -ую и 2 -ю производную.
/,2

Тогда ( 1 ) f ( x  - f h) — f  (х) =  h f'(x ) -j- -  f"{x  -j- e/g; (0 <  6 <  1 ).

î г Если соседние c x  == x0 зна­
чения дают fix)  значения, мень­
шие, чем f{x0), которое таким 
образом будет больше соседних, 
тс» f(x0~\~h) должно быть менее 
f(x0) независимо от йнака h. Но 
при достаточно малом h знак 
правой части зависит от члена 
е 1 -й степенью h и, след., правая 

_  часть меняет энак с изменением 
знака h. Поэтому, для maximum’a 
необходимо f ( xо) =  0 .

То же и при minimum’e: соседние значения f(x1 -(- А) должны быть более 
f(x t ) также независимо от знака h, и потому для minimum'a также необ­
ходимо f 'ix f)  =  0 .

(Необходимо отметить, что в задаче о наибольших и наименьших зна­
чениях функций имеется всегда в виду, что ищется то значение функции, 
которое будет более или менее соседних, а не абсолютно наибольшее *5 
всех возможных значений функции).

Maximum отличается от minimum‘а тем, что ври нем соседние значення 
меньше наибольшего, т. е. h* f(  х0 -j- bh) <  0.

2 -я производная д. б. отрицательна, ибо при ее непрерывности и до­
статочно малом h знак /  (х„ -{- ей.) не отличается от f { x e).

Напротив, при minimum'e знак hÿf" (x 1 - j - bh) д. б. положительным:
Г "(*0  >  0.
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н « * ))
6x�C �5 � x $]$� П Х  — �5 R 1 x �C �� C � 5 x 1�j �9 1e � $ � 5�R �ƒ M ª 1�C � 9 N$C�GM&&(�C � 1 6 j Ÿ N �

=  (х — 1) [х(х +  1) — <5(ж —  1)] — (х — � ) (х �  — 5х +  � )
=  (х — 1)(х — 2)(ж— 3)

Составляем 2 ую производную
/*(*) =  4(3 � �  — 1 2 x 4 -1 1 )

ир* х = 1  /” (1) =  4(3 —  12 +  11) г= 4 . 2  >  0.
След. / ( і)  — �  —  �  -{- � �  —  24 - f  � �  — 3 есть minimum

трм х  — 2 Г (2 )  =  4 (3 .4  — 1 2 .2  +  1 1 )-=  — 4.

Если �  -ая производная функции f{x) уничтожается, но знака не меняет,�
функция не имеет ни наибольшего, ни наименьшего значения.
Если f(x) раскладывается в строку Тайлора, т. е.:

С переменою знака к это разложение при достаточно малом к  знака не�
меняет тогда, когда отсутствует член с � -ой степенью к, т. е. Р'(а) —  0 и�
главною частью Г  (а +  К) является

След. /'(� ) — +  4 есть maximum.
Г(3) — 4 (3 .9  —  1 2 .3  +  11) =  � >  0.�

След. /'(3) — 3 есть также minimum

то

( 9)

Если при х —  а Г  (а) =  	  , то

г  (а +  А) =  hf'Xa) +  ^ 2 Г ( а )  -+

Y ~2 f"X a)-. где Г ( а )  Ф о

ао

Таковы случаи:
y =  f(x )= x *

Здесь при ж =  	  /'(ж) — Зж�  —  	  яо и f i x )  —  §x =  Q
f"X*) =  6 + 0.

Такие значения наз. стационарными.

(2)

График функции f ( x ) = x 3 есть кривая у —зек функции f{x) —  x% есть кривая у —

В начале коордияат кривая имеет точку пе­
региба, перехода из 3-его угла координат в 1-й.�
Ордината не имеет ни наибольшего, ни наимень­
шего значения.

Точно такж е f ix )  —  ос* (3 )
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Найти наибольшие и наименьшие значения функций

7) f(x) =  — 2 1г 2 -j- 18л; -{- 20 .

здесь f ( x )  —  1 2х* —  4 2 # +  18 =  6(2я2 — 7х +  3) 6(2*  — 1 )(а? —  3 );
2 � � � �—  6 (4 * —  7);

ьри х  —  ~  f ( x )  == —  30 <  0, —  это maximum

Л*)= 4 • (1) ~ 21 • (|) + 18 • (̂ )+ 20= 241/4;
при х  —  з, /"(*) =  6 (4.3 — 7) =  -f- 30 >  0 — это minimum 

ДЗ) — 7

8) Д*) =
2*

1 4-ат*

Здесь / ’(*)
2 ( 1 +  ж2) — 4ж2

(1 + ж 2)2
2(1 —  ж2)
(1 +

Вещественные значения, обращающие в 0 производную суть х = .  ±  1

Вторая производная

‡ 4 D ,
4[Ъх —  &)

при х  --- 4 - 1 отрицательна, f{ 4- 1 ) —  1 есть maximum 
при х  - — 1 , положительна /Г— 1 )=-= —  1 есть minimum.

Кроме того, / ’( + ;
2 Ь " 1

я + £

обращается в 0 при х  =  +  о о , при чем

Да?) обращается в 0 . Это будет minimum при х  =  + о о  и maximmn х — — оо.

2х
График функции ьривая у

1 -Х-х-

имеет ось Х-ов ассиыптотою, к которой приближается в сторону положи­
тельных Х-ов убывая, в сторону отрицательных— возрастая.

9) Наибольшие значения j/ =  sin*. 

Здесь у' cos х  равняется 0 при х (2п 4 - 1 )я
2



���

Вторая производная
,, я  од  9ду —  sin ж отрицательна при ж = = -»  - г - , — •• и положительна при

�� �  �
Зл 7л- „

•г — первые значения соответствуют наибольшим, последние
Ж Ж

наименьшим значениям функций.

Примеры:
10) Функция 2ж�  — Зж�  — 36ж -f- 10 при ж =  — 2 имеет maximum -j- 54,�

при х  =  3 minimum — 71.

� � ) Функция 4ж3,— 18жа -j-. 27ж — 7 не имеет maxima и minima,
ибо f'(x) =  3(2ж— 3)*
и при х  — Ч-з обращается в 0 и f ( x )  и f (x ) ,  a f" (x )  =  24 Ф 0 .

12) Функция 10ж�  —  12ж�  -f- 15ж4 — бОж - f  20
имеет minimum при х  =  �  и не имеет веществ других maxima minima (про­
изводная � Of.# —  х* - f  ж3 —  � ) =  60(ж —  � )(ж�  —  ж -|-  � )(жг + ж  f - � )).

13) Найти стационарные точки функции
ж�  — 5ж& +  5ж�  -4- 1

и исследовать, какие из них будут точками maximum’a и какие точками mini-�
mum’a функции
(ж =  � �  maximum, х  — —  3 min, ж =  	  обращает в 	  и f  и f " , —�
но /  " Ф О  — ни maximum, ни minimum).

Составить график функции.
(х __] у

14) Функция f(x) — -— �!�$�  имеет минимальное значение 0 и
(ж -у! � )а

максимальное
�W

(1-ое при X  ̂ 1, 2-ое при ж =  5).

15) ! �"#$�� � % имеет максимальное значение 3, минималь-
� - X ~г ж�

ное V�  (одно при X -*•-� . другое при X = —  � ).
i. �  \

16) Функция -г ------&—г  , имеет максимальное значение � , минималь-
^ W�C � �� �$V$� 9

ное — � .
Вещественные значения, обращающие в 	  первую производную, суть�

х —  — � и � � -{- 1, Первое дает minimum, второе maximum.

ж е и м е е т  maximum =  -  при � �=  �  и кривая17) Функция f{x)

)/ =  жс * имеет таким образом наибольшую ординату = построить кривую.

18) Функция Дж) =  ж1о§ж имеет наименьшее значение

=  — -  =  —  0 . 3678 . . .е
(построить соответственную кривую).
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rT d'*S . 4ct4
При этом , . — 2 -4— , >  Оах* .Г'-
»то minimum.

Наименьшая поверхность, если высота =  диаметру основания: А. — 2а.

106

Во многих случаях задача maxima—minima ы. б. решена, и не прибегая 
к производным.

23) Определить наибольшие н наименьшие значения радиуса —  вектора 
эллипса.

X2 м2
Подставляя в уравнение 1, где а >  b, х  г cos Й, у г sin 6

ab
имеем

С082Й-
VЬ'* соз26 -{- а2 81П26

—  й1п20, приводим эго выражение к виду 
аЪ

V ь- {а2 — Ь2) 8Ш26
Знаменатель буд«т наименьшим, и след, г имеет наиболыпое значение 

когда добавочный положительный член под знаком корня обращается в 0 , т. е. 
при 8 т 26 =  0 (0 =  0, 6 =  я ) ( г  =  а); г имеет наименьшее значение, когда 
добавочный член (а2 —  v%9� � � +(� имеет наибольшее значение, 0�т. ��� <c�%(� .

л
— Ї 
О

6 Зл\ А— I, —при этом г — о.

•24) Наибольшее значение функции х(а — х) можно найти, приводя
функцию к виду

х(а — х) X ----

/ й Гвычитаемое | х — -I всегда положительно. Поэтому наибольшее значение 

функции получается при \ х — О,
а

'2
25) Вообще т а х ( — $ <5 2 а х-{-Ь) получим, приводя трехчлен к виду

Ь а~ — (а: — а)2.
Наибольшее значение получается при (х —  а)2~ 0 ,  х ~ а

2х
2 6 )  / ( * ) = -

1

(1 — *8)2 ( I — * 2)2
Производная при всех вещественных значениях положительна, в 0 не 

обращается.
Если привлечем и бесконечные значения переменного, то заметим, что 

для х  =  ±  со f ‘(x) обращается в 0; это удобнее найти, подставляя х =  и по-
3

том, полагая ; — 0:

/ ’(*) =
2яа( I +  я2) 

(•?*— I )2 " Ч*) = 1
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функция /(ж ) для бесконечны х значений х  обращ ается в 0 , при чем для поло­
жительной бесконечности достигает нудя возрастая , при отрицательных—
убывая.

27) Доказать, чю экстремальные значения о eos�  -f- б sin �  суть ’ � Уа*-\-Ь*
а) Про водь м выражение к одночленному виду, умножая и деля на У <?>' -4-�

3� �� 7
и полагая 6 5 a G G  - -  sm а; — = = = •  =  cos а;

У  а �  N � �p [ / а �  -+~ � -

Тогда C C� 	 �cos�  ?$�б sin0 R �j| 	 pN [ �¦ �sin{0 -j- «) o

Как показано (прим. 9) и известно, что наибольшее значение синуса есть�
-{- � , наименьшее — � , — что и дает вообще для a  cos�  & - б sin9 maximum есть

I Ha �  -j- б2, minimum есть —  ] / а �  б3.
Ъ) C@ =  — а sine +  bcosG, I|@ — —
Условие CI —  	  дает

>� >
tangS =  •-, откуда sin�  --— ’

« У а � 4 #�

(о cosG -j- � sia � ) =  — C

СО�	 = ’
3

8  а �  -j- б�

Итак, C — ±  У а2 -~ {А
при чем CO�6 —  C отрицательно при

у =  —|“  У О-2 б 2

случай maximum, и положительно, если

р =  —  8 3‹NCfR
случай minimum.

�� ) Скорость волн длины '  в глубокой воде пропорциональна

где 3 некоторая линейная величина.
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Показать, что' наибольшие отклонения наступают черев равные праве-
X

кутки времени =  —  и что они образуют ряд, убывающий в геометрической 

прогрессии.

6' =  —  ae~*'[fccos(«/ -j- е) -f- nem (»/ - f  «)].

*'• =0  при tang(«/ -(- е) = ------ и w /-j-«  — arctg
п

-j- я . I

t- -  arctg ( —  - )  -j- -  і .  п п \  п / ' п

равны

Отсюда: а) промежутки между отдельными наибольшими отклонениями 
�

б) Соотв. в — ±  ае
+ к е КЫ

~  arctg(--~ -—)— ™  п \ п' п
’ |/&а—{-т

Одно Є*«, от другого отличается на множитель е п <  1 при к > 0  и п > 0 .

32) Доказать, что выражение у =  ( х — 1 )ес -j- 1 положительно для всех 
положительных значений х. Это очевидно при х >  1 , потому что при аг >  0 
с * >  1 . Остается найти, что minimum есть и не отрицательный.

Для этого доказывается, что у' — о при х > 0
у  =  е * -(-(* —  1 )е* =  хе*, у '~  о для х  —  0, при этом у —  0 .

33) Доказать, что в прямолинейном движении точки скорость достигает 
наибольшей или наименьшей величины, когда ускорение меняет знак.

dx
Скорость v — ~ ~ , если точка движется по ОХ  и х  — расстояние от

d2x  dv
начального положения--выражено в функции времени; ускорение

если оно непрерывно, то меняет знак только переходя через 0 , и тогда 
dvл- —  О, — т. е. v есть extremum. 
dt

Так, в частности

34) Если имеем простое гармоническое движение
х  =  a cos»/ (а >  0)

скорость v =  ~ ~  —  па sin»/

достигает maximum’a при sin n t — — 1 I nt
Зя 1я 
2 ’ 2 ’ - )

. . , . I ж Ъя
и minimum а п р и я т » / — -f- 1 ( » /  =  - ,  ,

\ 6л £і
При этом ускорение

с Р х __dv
d№ dt

п га  cos nt

в обоих случаях обращается в 0 и при этом меняет знак.

35) Найти высоту, которой достигает тяжелая точка, брошенная верти­
кально вверх со скоростью »0 (начальной).
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Под действием первоначальной причины (бросания вверх) точка�

проходила бы в единицу времени пространство ��A след, аа время t  она�
поднялась бы на высоту 5 � 	"�  D#<�действием же одной силы тяжести�
она падала бы, проходя пространства, пропорциональные квадрату вре­
мени, и сила тяжести оказывает влияние с самого начала движения,�
сообщая ускорение ‚  в направлении к центру земли, т. е. вниз. По­
этому пройденное к концу времени " пространство

��5 ��r" ...

Наибольшего под'ема точка достигает, когда
`�  Л
¯ " =  	 . г. е. яри

¯ ŽD�r[... F � " pF�6�r или г	  — ���6  О

(Скорость при этом становится равно! нулю). Отсюда находим, что это�

произойдет в момент < — а тогда

о __ »'О� __£	 Э_  V
9 � l@� ‚p� p‚

� -я производная-^-, = —  ‚  — отрицательна,—  как и д. б. при наибольшем�

значении.

Относительные maxima и minima.

Если '.шеек задачу найти наибольшие или наименьшие вначения фуя�
щии двух переменных 4A� Cg� ‚TŽ4A�CEA связанных условием

то, попрежнему, берем
/К  CE =■ о

ǹT
`j Yq

„I `_
H R ` b

D•

(2)

`_
при чем определяется из уравнения

„ `[w�A�CE
`j

[  _j_ [ I __	
' * � K�R� `j� G  °

(3)

`_
Исключая получаем

¼�� � • " �8� [ �� � Z --- 0 )

Решая совместно ( � ) и (4), получаем значения 4A�CA соответствующие�
экстремальным значениям функции Y)D4ACE�

Счет получается, однако, во многих случаях более простой, если вво­
дим произвольный множитель: множим (3) на Я и складываем со (2). Имеем

D+@4� t��eN�$M$�D+@‚� t�� 6 ��
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37) Задача нахождения осей центральной кривой 2-го порядка
А х2 +  2 В ху  -}- Су2 = 1  (а)

может быть решена подобным образом: она сводится к нахождению наиболь­
шего и наименьшего значения функции х 2- \-у г, если х, у  связаны уравне­
нием (а).

По предыдущему имеем
2(А х  Ну') 2Хх =  О 
2(Вх  —|— Су) -ф- 2 Ху =  О

или по сокращении на 2
Л х - \-В у  +  =  Ъ
Вх  4 -  Су 4 -  Ху =  О

Умножая 1  ое на х. 2 -ое на у  н складывая, получаем 
А х2 4~ 2В ху Су2 4 -  Чх- 4~ у'1) — О

т. е. в силу ( 1 ) - ! и есть квадрат искомой полуоси.

Но X определяется уравнением —  условием совместности
(А -)-Х )хА -В у  =  0 
В х  -4- (С -р Х)у =  О

т. е . из уравнения

°  =  A І l  с + г \ ^ ( Л + » 1 С  +  ^ - В > ,

или Х2 +  (А -\-С )Х  +  А С — В2~ 0 .

Решение многих задач на экстремальные значения может быть получено 
при помощи тожеств

ХУ =  \  {(х +  У)2 — (х — у)2) (I)

(х +  у)2 =  (х — у)2 4 -  4 ху  (II)

7 ��4 ~  у2 & �/ �? 7 �4 -  У)2 U �{х -  у)-] гn n n 9

Так из (I) заключаем: произведение двух величин, сумма которых дана, 
будет наибольшим, если эти величины равны.

(II) дает: сумма двух положительных величин, произведение которых 
дано, будет наименьшею, если они равны.

(III) показывает: сумма квадратов двух величин, сумма которых дана, 
будет наименьшею, если эти величины равны.

Прим. 23— 24: прямоугольник данного периметра и наибольшей площади 
или данной площади и наименьшего периметра есть квадрат.

38) Найти minimum (a cotg6 4 -  б tange) или 0 <  6 <  *

Заметив, что а cotg0 . Ь 1аг^е =  аЪ, 
заключаем по (II), что имеет место тогда, когда

„ а
т. е. при tang2e =  £ или tange =

a cotge =  Ь tangs,

А
(перед корнем берем знак 4- ,  ибо при е — между о и

Искомое наименьшее значение поэтому равно

* \ / - b +  b \ / l = W a b

я
2

tange положителен)
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3 9 )  Н айти  наибольш ий цилиндр, вписанны й в отрезок параболоида
вращ ения, отсеченны й плоскостью, перпендикулярною  �� оси .

Пусть параболоид C‘ -J- ap�6  � )4�
Пересечем плоскостью j �5 ��A  и пусть s  — �

центр верхнего основания цилиндра имеет абс­
циссу 4�

Тогда об’ем вписанного цилиндра xCy u— 4EW�
в плоскости ˆ � }  имеем параболу CR�5 �p)4A вра­
щением которой и получается параболоид. Поэтому

x C pDu — •E  =  �  x)•Du  —  4E�
Сумма •  -}- D� —  4E =  u�
Следовательнопо, (I) искомый maximum при

u

40) Показать, что cose +  sine имеет наибольшее значение при
UU� _

G  4
Это следует из (III).�

Действительно,

Из (III)

cos’e -f- sin2e = �

Таким образом,

cos2e &- sin��  =  �

^  I (cose -f- sine��  -f- (cose — sine��

�

�
cose -f- sine

1 K
� cose — sine

	

и потому имеет maximum при cose — sine =  О, c�� e. при e =
}
4 '

Maxima и minima функций нескольких переменных.

Функция двух переменных a�5 �[ �D4��C) . ( ] )

Если ‰ додано быть maximum или minimum при изменении обоих пе­
ременных, тем более это должно иметь место при изменении одного }  или�
одного CA а потому /;*24*‚.:=;  условия

` [
`j О, � � �

Достаточные условия и различение случая maximum от случая minimum�
получаются при применении строки Taylor’a, но во многих случаях можно�
получить их независимо.

Прим. � . Найти прямоугольной параллелепипед, имеющий при данном�
об’єме наименьшую поверхность.

Пусть 4A� C два ребра и а �

�� 	@�тогда третье ребро ‰ =  —
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4. Открытый прямоугольный водоем данной вместимости устроить так, 
чтобы его облицовка обошлась возможно дешевле.

Для этого общая площадь дна и стенок должна быть наименьшая. 
Если x,y,s  соотв. ширина, длина и глубина, то имеем:

2yz -{- 2sx  -j- х у —  rain.

при условии xys — as. Исключая в, имеем
2 я»
—-  -\-ху=>  min.

Эго приводит по (2 ) к условиям

У ~
Чаг
X я

=  0
2 а 3

■ =  0

или х яу — хуя =  2 а3

а } /2 
2

Таким образом, длина и ширина водоема должны быть вдвое более глубины.
Во многих случаях решение получается при помощи алгебраических 

тожеств в роде (I), (II), (Ш )

(IV) н -  У» -Ь- ̂ К ®  » -Ь  ̂ )* Н- (У— ^)а +  (^— я г)* -ь  ( * — У) “]

(V) ув -}- вх ~\~ху === Xя-\-y i-4- вя —  |  [(і/ —  е)я +  {г — х)я +  (х —  у)я]
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Прим. 5 . Разделить данный отрезок на три части так, чтобы сумма их�
квадратов была наименьшая.

Здесь 4 +  C +  .г — 3�

по (IV) ж2 4" 8p ~f- s3 =  :r ІУ«2 +  {8�6  4 2 4~ Dp�~ ~ ;') 3 +  D4 — ?/)3]

Минимум правой части, очевидно, имеет место при�
D0�C�? 1�R �MI�C�6N1�R �M6�C�CEp�C�� 

1
т. е. при 4�6�8�6 �b�6�NN	 �

6. В данную сферу 4p +  C2 +  г'2 =  «2 вписать параллелепипед наибольшего�
об‘ема.

Пусть плоскости координат параллельны граням параллелепипеда;�
центр сферы должен совпадать с центром его. Координаты вершин поэтому�
±  ж, ’ �CA� ’ � aA а поверхность =  44C -f- � j b  -j- 4_��
по (V) 4D4C -{- j �  -f- _bE�6 4a2 —  2 [(// —  4 а +  4  — j [  +  Dj�G �8EpF

След, максимум левой части получается при % —  T� � � b —  $ �� � 4 —  % ��  О�
т. е. при 4�6�C�6�b�6�3A когда параллелепипед есть куб.

Истинное значение выражений принимающих неопределенный вид.

Если функция, будучи вообще непрерывной, приближается к такому�
значению, при котором непосредственное ее определение перестает давать ее�
значение, то возникает вопрос, как это значение определить, ибо непосред­
ственной подстановкой мы определить его не можем, и, таким образом, возни­
кает вопрос о пределе, к которому стремятся значения функции.

Если 4 =  N4x такое аначеяие аргумента функции C — /(ж) и если 2 есть�
такая величина, что DC —  <т) стремится к О, когда M6�— .г1) стремится к О, то о�
наз. „предельным значением“ функции CA когда 4 стремится к ж,.

Тоже самое имеет место, когда ищется значение, к которому стремится�
у =  /■(&), когда 6� беспредельно возрастает,— и если Я есть такое количество,�
что DC —  Я) может быть сделано менее сколь угодно малой величины, если�
4 взять более достаточно большой величины

тогда пред, C =  Я.
* —•>00

Прим. 1 ) функция 1 ___ ˆNK___ 4* определенна для всех значений
\U /  @8@ 261

— 1 и +  1  кроме 4 =  0 , когда дробь подучает вид

Но по определению частного ^ есть число, которое будучи умножено�

на > дает 3� Так как 91€u*; количество, умноженное на 0, дает 0 , то отно­

шение ^  неопределенно и может принимать любое значение. Но умножая

числителя и знаменателя отнош ения + V � � V rjr�  на 1 +  � v



99k

��������

��	�)�	��

$ !� �� �2ds�8 � � - �$Od�
�

f •! � "��$� *	���	���� u)*:;� 4 � -���� (��

2222222�� ‹��� ���� ��	���!� 	�����#"	��� ��� ���	������
�� � � � 8 �� 	 � 4��

���� �	�� ��"	�� (����� "#����	� � �� ��!� �� g � ���� ��� ��� ��� *	���	��� ����

� � ii� ��

� �N Ž N 8 Œ ‹ X aR G� � � 0

� d� M�#�C �#N+�%����� �+��� ������� ��*	����� ����	��� ��������#

$� � � � � l� œ�wk� ”
- � �� �� �!� ��������#�- ���!���� - � �

3p� >R� *� *

&��� ��*	����
w � �

3 8� 3R� a
-� �

� � � w$�

† a a R ��
w a� � a D}̂� � w j

@� � �
� � ŒŒ Œ̂Œ�|••�u�‹p� |�GGpG

� � 	 � � � • � € h e w 2 2 2 •3�G � H� xR3 U 8� 3
"#����	��� �������� ��������!� �� �̂ ���� �����	��	��� "�*�����	��� 4�

›����� ������!� ��*	����� "� �������� ��"	�� �̂

7N� M�#�- � �#N � ������ � " K � p # S� 6 š|4 � �
/ � � � ���

(| ( ( N c WW8 4 5 FH �� @c�4� _ M 38F�p@�4� �=�� 84EWWW� W� �q�WH�	HW
-� � � "K": ' �< �- h � ,,- h ! 	 �< �-:��

i i � � iii

H' � 84
1����� 4� ����������	�� "�*��������� (��� ��*	����� ������ ����*������������!� "� �̂

3d� q���^d� ������ 4a� x�g ������� -
4�*���!�� �d�*����� �%

x����

�� 	�)�� "#����	��

} � �� Š•
�“�g � � � h �2 �, 222222222�s

�

¤hy N4� ht� �� �� �
4� K� � � �� � � �

1����� 4� ����������	�� "�*��������� (��� "#����	��� ��������!� �� �̂

nd� q �̂�̂ d� ������ $ � € $
4 *��$

/ � ����#��+��� ��	����� ��������� ‰�5 �;G4� ��� �����"�����	��� - � ��7�*� g �$�

%������� ŒŒ% EB� g g � ^
•�-����

� d� ‹�� �+� ������ S��`
} 22�����

c� �̂



113

� — cos#
7) п р е д .------- !�-----

х  —� $� 9
�  —  cos# � �  -}- cos#) � �  — cos#) sin*# /s in - 7 � �

9 �� 9 � � � �2�-R.9�� 9���� ) � -R.9�� � � 9 � ��2 %� e�2�- R .9

�
отсюда

� —  cos# /sin - 7 �

ô - �  ( #  j ' l  +  cos#

Ho

итак, искомый предел

] �sin#
T i i ^ r = 1 ‘ Ж  � + 	 О И ! �

� ) пред.
# m — ar

: ma"
# —  a

■a”
��/

для x = a

™ -1 ^ х т~ * а -\-хт- ъ a? + ■aа) т — целое. - х  —  а
при х  =  а правая часть обращается в сумму т слагаемых равных

а6�!�  каждое.
TV Ро) т —  -  . где р  и q целые. q

Полагаем х =  уя , а =  №
уР —  *+

х т — ат__уР —  *+ у —  Ъ
'ÿï~— b ï~ ~  i f  — Ы’х  —  а

у — ъ
Числитель, по предыдущему, в пределе равен рЪр-1, знаменатель =  уЬч~л . 

Отношение, следовательно, в пределе равно
,- %+� . / Р у—я 

а яq q
т. е. — тат~ г

с) если т  отрицательно и равно — п, то
х т— ат # “ ” —  а~л � *. а " — # и �  # н — ап

х  —  а х  — а #"аг #  —  а хнап х  —  а

Если и рационально, п ред .------------
х —>. а ос —  а

11Wи—1

и пред.
X па'П~ �

2п -п. а ■ mwт - 1
• а % й CL

9) (оо-оо) пред, (sec# —  tang#) =

/  �  s in # \ �  —  sin# ��  —  sin#)(l -I-
- \c o s #  co s# / r -  cos# г co s# .{ l -f- sin#)

*_ >  � *—> -
cos#cos2#

npe~' co s# (i -j— sin#) n^e®’ �  - f  sin#’
� ! 4 �

в последнем выражении числитель обращается в 	 , знаменатель 
следовательно, пред, (sec# —  tang#) =  	 .

*—> -
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DËF� H � N F N j 6 H l 6 j  ( l - j - ж ) — ( l — }E
10 J -  пред. ------ K----------------- —  —  п р е д . - Ц З ~ 4 ---- Ц = ^ :

\ ° /  * - > о  «  4 D8 K NFN4 �U �H � �6 �jE

пред.
~p4

пред.
4D8 1 +  4 -j- ^  i  —  4 E� F | � � 4 NFN�H � — 4 1 ~f~ 1

1 1 ) пред. {Уж2 +  ж -г  1 6 4š
C � ��� X $$$$${ � ��

V x 2 - J - X - J - �9

=  1 .

N}�ee (ж2 —f— ж —f— 1 ) —  ж2 4 -f- 1

Š |4 R N FN 4 N FN K N Ž N 4 ��$€$� F |Œ_j_� } �$ M $ �1�

делим числителя и знаменателя на 6

1
1 + 6

%�пределе &'�

6� �� 6 1�

1  1

1 + > / 1  2

Еели дано отношение двух функций /(ж) и Е(ж), которые обе уничто­
жаются при значении 4�5 �3A то, если они непрерывны и раскладываются в�
строку Тэйлора, имеем:

Да 4 - uE _
qD3NFN�uE

Ъ 2  Ъ т  Ь т 4 - 1

Д а )+ /Д '(а )  + ~ Г ( а )  +  . .  . + — ----- -- Д « )(а )+ — ------^ г -г -/1"'-‘-1->(а)+...
1 . 2 ' 1 . 2 . . . »» 1 . 2 . ..(»»•+  1 )'

% ) + № ' ( « ) +  ~  �‹Å 	E  +

Если первая неуничтожающаяся при 4 G �3 производная Дж) есть [ Ž�ED	EA�
а первая неуничтожающаяся при ж =  3 производная �DjE есть �D�F	EA то

Д а -)- � E ���[@D�ND	E -f- . . .
�D	 -j- �E� ��� �D	E  -{-ТУТ

Для всех отличных от О значений �A множителем выходит ��G� �  Поэто­
му, при непрерывности обоих функций принимаем, что значение отношения.

отношнние

,  / » ( а )
будет О при <  >  MA ##� при <  <  M и p / у -  при <�5 �. �

�%)

Следовательно,

13)

g���C �6�_
�� ,3

F « (a )

6\

пред.
а; — О

1 . 2 . 3  1 1 . 2 . 3 . 4 . 5 �
ˆ [‰ ª �C � � � 9

= ~ 6Ж2

p

COSX�� � �

Нш.

ж ж1
0 ^ 4 ! “

9� C �“‚00“� U � 9

1 . 2

(см. отд. X)

D1:A отд. X)

-■ >0 Ж
Следовательно
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V. Геометрические приложения дифференци­
ального исчисления

А. Плоские  кривы«.
Построение уравнений.

1. Циссоида-. Дан круг радиуса а и касательная в конце диаметра О А. 
Из другого конца диаметра О А  проводим секущие, встречающие круг в точке 
В  и касательную в точке Е. От точки О откладываем

О В  =  B E  (1)

— Кривая есть геометрическое место 
точки Р.

Прибавляя к обоим частям (1) 
по Р В , получим

О В — Р Е  (2)
— т. е. кривая получается также откла­
дыванием от £  к О хорды ОВ.

- Это последнее построение легко 
дает полярное уравнение кривой: если 
ОХ  полярная ось, О —  полюс, 6 и г 
полярные координаты Р, то 

r =  O P = O E — OD 
но из Д О РА: 01) — 2а . cosG,

О г*
из Д О Е А : 0 Е ~  ——

COS6

итак, --------- 2acos6 =
cose

2asin26
cose (3>

Умножая г на cose и sine, получим параметрическое уравнение кривой;

х ~  2asina6,

а умножая (В) на r^cose, имеем

у =  2а
sin3e
cose

r2.rcose =  2ar2sin26

(4 )

что, при замене % =  rco.se, у  — гзт ,  дает

(ж2 -)- 1р )х  =  2 а г/2

уравнение кривой в декартовых координатах.



911

2. -MC</.03� 0.11*.‚3�  2-ое построение циссоиды приводит еще а одной�
кривой; отложим хорду X�  по XƒA но не к О, а в проти воно ложную сторону,�
на продолжении Xƒ�  Очевидно, уравнение кривой при тех же соглашениях�
относительно координат и обозначений даст

2 3 ,
соэе '

Йясоэб =
2а(1 +  соэ^б)�

сове

а для уравнения в прямоугольных координатах

(ж2 CpE4 =  p3Dp4p -)- C2).

3. Общая задача о 0.11*.‚3xB=4� u).9=4�  Пусть даны две кривыя

a =  /(б) и a =  ?/>(е)

заданные уравнениями в полярных координа­
тах, и точка X,—  которая принята за полюс�
полярной системы. Новую кривую строим, от�
кладывая на каждом радиусе от X� X q 5 � ƒ � �
Геометрическое место точки Р  есть новая кри­
вая, уравнение которой

г =  р(е) — Щ .

Пример S� Пусть одна кривая есть парабола Cp =  2)4A другая-—круг с�
центром в точке D)A*EA проходящий через начало координат:

D4— )EpNŽNCp�5 �qp или 4 pNŽNCp�6�p)4�

В полярных координатах уравнение�
параболы

^ o # � f � „ 2рсозеs(49D‹"�R �1……��845� ���� s�RR� ��$ �  �
a� 81П26

уравнение нашего круга a2 =  2ргсозО иди�
a =  2рсо80.

Циссоидальная кривая —  место точки�
Р  такой, что Xq  =  � ƒ A имеет уравнение

2рсозб

или a
2рС08®6

зіп2в

2рС086�

=  2р1ап '̂2ас0й6,

В прямоугольных координатах оно получит вид (если X — начало и�
полярная ось —  ось X — ов, (умножаем обе части на г28іп26)

™p� Г^ІП2® — 2р»‘36088е
т. е.

D4p 4 -  0œq  =  p < z�
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При F=�=  0 имеем

т  =  1

А 'к _____р-\-21с —  2
‘2к.21с — 1 �� - 1

4̂"к
 �� �	��! � �
� 	 " � � � 	 # � к

* = 1, 2

и, таким образом, имеем два решение

1 ~*гР~2\ + - р ^  +  2 ) ^  +1*С1, +  2 ) ( Р + 4) ■§■ +  • • •  I

�� V �&X( |® + /�  + 1) -ду + (Р +  1) 4Р+ 3)-|у ~Ь- ■ • j 
Если же бы МЫ ПОЛОЖИЛИ т - { - р  —  о, получили бы ряд расходящийся.

Конечные решения. Если один из коэффициентов в возвратном соотно­
шении получает множитель 0 ,  этот коэффициент, а след, и все дальнейшие 
обращаются в 0 и можем получить конечное решение.

29. у" +  а У -  2 ^  =  О
х л

Снова полагаем
у  =  А 0хт -)- А 1ж”‘+ 1 ~ф А 2хт+% -ф- 

при жм+* коеффициенг

‘/b� ",�/b  -ф & — 1,2h�А  " —|— �� Ab  —|— "  —  2 —  1 )П ^ _ 1  =  О

т - \ - к —  1
— а

(т -ф к -ф 1) (т  -)- к —  2) 
при к  =  о, уравнивая 0 коэффициент при х т, имеем 

(т~^- 1) (т  —  2 ) А 0 —  0 (а)
Корни уравнения (а) : т =  —  1, т — 2.

При т =  —  1 получаем
О

Ак�W ��

А 1 ■а . , — А о , А 2~  —  а.
. 1 ( ~ 2 ) 2( —  1)

и, следовательно, А 3 =  0 . . . , т. е. эго решение

, /1 <2 \
Л 0 | — •- - г )

2 /
при т =  -ф 2

г  2 л'Л 1 =  — а о А \

—  Л'2 =
4 . 5 . 6  л  »3.6

и, таким образом,

& � � � � � А' .х*  / 1 —  |  ах  А - а ? х 2  — — |  -  а3х 8 - ф . . . \  .
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